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ABSTRAK

Pada makalah ini akan dibuktikan bahwa:

Tt f9a(y) a  \ e :
‘([I[ A(x+Y)+B|x—-Y| dXdy<C{!f (X) dxv([g (x) dx}

dengan C adalah konstanta terbaik, yang mana dapat dipandang sebagai
perluasan dari ketaksamaan Hilbert.

Kata Kunci : Perluasan Ketaksamaan Hilbert, Konstanta Terbaik.

) Disajikan dalam acara Seminar Nasional Pendidikan Matematika yang diselenggarakanoleh
HIMATIKA FMIPA UNY pada hari Sabtu tanggal 16 April 2011.
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1. PENDAHULUAN

Jika f,g fungsi bernilai real sedemikian sehingga O<j f2(x)dx <o dan
0

0< J' g%(x) dx < oo, maka berlaku:
0

TT%Q;)/)dXdy<ﬂ'{]if2(X) degz(x) dx}2 1)

yang mana dikenal dengan ketaksamaan Hilbert. [Hardy ,et.al., 1934].

Pada makalah ini akan dibuktikan bahwa:

T f09y) 2 oo w ;
Z[I[A(X+y)+B|X—y| dXdy<C{£f (x) dxlg (x) dX} )

dengan C adalah suatu konstanta positif.

2. PEMBAHASAN

Lemma 2.1 Misalkan
K 1
o(u) =

0

uy;
A(U+V) +Blu-v| (V) v ®)

dengan A>0 dan B >-A, maka o(u) = C(A, B) adalah konstan.
Khususnya C(1,0) =~ dan C(11) = 2.

Bukti: Misalkan t = berarti dv = udt maka (3) menjadi
u

w(u) = ]3 !

0

1
L)z yat
A(u+tu) + Blu —tu| "tu

7 1
! u{AL+t)+ BL—t]}
st

2
A(l+1t) +BfL—t|

1
(%)2 udt

1-t, 0<t<1 .
Oleh karena [L—t| = , maka diperoleh

t-1,t>1
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1

o0

1

+j t2 dt
A(1+t)+ B(t-1)
0 1

t2 dt

J; A— B)+(A+ B)t

: . - 1 1
Jika pada integral yang kedua, dimisalkan t = —, maka dt = —Fdx dan

1
o A+B+(A-B)t

1
t2 dt

w()j

1

1
(A—B)t

1
=-([A+B+

: CIt_JI.(A+ B)

X

o0

+

1

1 x% (—iz) dx
L(A-B)+(A+B) X

1

1 X 2 dx

+(A-B)x

Jika t menuju 1, maka Xmenuju 1 dan jika t menuju tak berhingga , maka X

menuju 0. Sehingga

o(u) ’1

A+B+(A B)t
1

t2 dt

|
|

A+B+(A B)t

0 1 71

I X 2 dx
1 (A+B)+(A-B)x

1

[ e T

X 2 dx
o (A+B)+(A-B)x

+

1 1
=2j 2 dt
D At (A B)t
1
Misalkan t2 = x, maka dt = 2xdx, dan
1 2x dx

A+B+(A B)x* x

-7
Iz

+B+(A B) x*
4 1
A+B 01+ﬂ 2

X
A+B

dx

Dari fakta di atas, kita memandang kasus-kasus berikut.

(i)

Untuk A=B, maka
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4 1 4 ¢ 2
u)= dx=— |dx =—
o) A+B!1+A—B 2 2A£ A
A+B
(i) Untuk — A< B < A, diperoleh
4 1
o(u)= dx
W A+B'(|;1_|_A—B 2
A+ B

A+B

arctan X
A+

4
- JA?_B?
4 A—B
JA? - B2

4 1 A-B
= J. > X
A+B 0 A—B A+B
1+ X

1

o

o

0

arctan
A+B

(iii) Untuk 0 < A< B, diperoleh

Karena




/\/\
4

e A"/
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1 B P Q
5 A V' . [BoA_ . [B-A
1— —n oy 1- X 1+ X
A+B A+B A+B
1=p|1+ |[B=A +Q[1- B_Ax,
A+B A+B
1 A+B
maka P =—, untuk x= ,
2 B-A
.. A+B 1 .
Sedangkan jika X = — , maka Q =— . Oleh karena itu
B-A 2
1
o) - 24 | 1/2 1/2 d( /BA—QX]
- - - +
A" o, [B-A | [B-A
A+B A+B
1
= 2 Infi+ | B2 - [B2A
B2 — A2 A+B A+B .
A 1+ B_A‘
_ In A+B
BZ-A? |, B—A‘
A+B
M SERIIRAG
_ 2 In A+B A+B
B - A —B=A
A+B
> A+B+2(A+B) B_g+B—A‘
= In
VB2 = A? A+B-B+A
2 [2B+2B7-A7
- JBZ_A? 2A |
2 B++/B? - A?
= In adalah konstan.
VB? — A? A

Khususnya
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Jika A=1, B=0, maka o(u) = 4 arctan 1-0 =darctanl=4(z/8)=r
V12 =02 1+0
2
, dan a)(u)=I=2,untuk A=B=1. o

Lemma2.2 Misalkan ¢ >0, A>0 dan B>—-A maka

1+s

1
® X
]
. . A(1+t)+ BlL- t|

2 dtdx=0(1) (£ —0%) (@)
Bukti: Untuk x>1,ada & >0 yang cukup kecil sehingga 1+ ——< > 0.
Kita punya
1 1 '
b e e e x
| L t 2 di<k]t 2 SRR S 2 LS
o AL+1)+ B[L-t| / 1-(1+¢)/2 . Yij

dengan k=1 atau k:L dan ,8:1—1+—8. Jika dipilih a:1 dan 5<1,
A A+B 2 4 2

—a

el Sehingga:
a

. x7
diperoleh — <
B

1+a

1
o] X M 0
jx‘g‘lj " 2 dtdx < jx api = xPdx < J.x‘g‘lkx‘adx
. o A(L+1) + B[L—t| Vi ] a
0 b b

—Efx‘g‘l‘adx:Klim (Al R L VIS =5( ! ) (0-1)

a abooy aboo—g—a ;. a —¢g¢—a
:5( ! )<£2:16k.

a ¢g+a a

Teorema 2.3 Misalkan f(x) >0, g(x)>0, 0<If2(x)dx<w ,
0

O<ng(x)dx<w, A>0 dan B>—-A. Maka
0
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(9w ST
'(['([ A(X+ y)+B|X—y| dXdy<C{£f (X) dX‘([g (X) dX} (5)

dengan C adalah suatu konstanta terbaik.

Bukti: Dengan ketaksamaan Holder , diperoleh

I f()a(y)

A(x+Y)+Blx—y]|
:TT f (x) [5]4 y g(y) (zji dxdy
00 [A(x +Y)+Blx- y|]5 y [A(x +Y)+Bx- y|]5 X

W (X e O) (yf
Z | dxdy x Z | dxd
!!V\(HVHBIX—VIJ(VJ R !!V\(HVHBIX—VIJ x) Y

Didefinisikan fungsi bobot @w(u) sebagai

x dy

O ey 8

F 1
o) _-[ 2 AU+V)+Blu—v| v

()2

Maka ketaksamaan di atas dapat ditulis sebagai

1 feaey) z ) 2 [= 2 ;
!!A(x+ y) + Bjx -] dXdySMw(x)f (x)dx} -MW(Y)Q (y)dy}

Dengan lemma 2.1, diperoleh @ (u) = C, sehingga diperoleh:

T _fea) T :
‘([E[A(X+y)+B|X—y| dxdyS{.([C f(x) dx} {ICg (y) dy}
:C{T f2(x) dx }Z{T g’(y) dy }2 (6)

:C{T f2(x) dx }Z{T g°(x) dx }2
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Untuk 0 < ¢ <1, misalkan:

-&-1 —-e-1
f (x)={X 2, untuk xe[Lo) dan 9,(y)=1Y 2, untuk ye[lo),
0 , untuk x € (0,2) 0 , untuk y € (0,1)
Asumsikan C bukan konstanta terbaik, maka ada bilangan positif M dengan
M < C, sehingga persamaan (5) tetap berlaku dengan menukar C dengan M .

Oleh karena itu:

1

T__fe9e) 2 w0
'c['c[A(X+y)+B|X—y| XdV<M{£f () dx!g (x) dx}

- M{Ifz(x) dx}z{zgz(x) dx} =%
-l-¢

Karena j 1 t 2
o AL+1t) +BL—]

N
N |-

dt=C+o() (¢ >0"),

misalkan y = xt, maka dengan persamaan (4), diperoleh:

—&-1 —e-1
o f(x)a(y) oo x?y?
dxdy = dxdy
-([-([A(x+y)+B|x—y| -H‘ A(x+y)+Blx—Yy|
—&-1 —&-1

o P
11 AQ+1) + BL-{

—e-1

t 2

= j x ¢t j dx dt
] 1A(1+t)+B|1—t|
XO —e-1 —&-1
3 2 o t 2 < t 2
_! " {! A(L+t) + B[L—{] dt+'(|;A(1+t)+ BL-t| Aty

—e-1 —e-1

x Y dt}dx

1
I dt- ]
. A(1+t) + B|1 t| . A(1+t) + B|1 t|

{C+o(D)}

J
1
_1
&
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Karena ¢ >0 cukup kecil, maka C+0(l) <M . Sehingga C <M yang mana

bertentangan dengan hipotesis. Sehingga C adalah konstanta terbaik.

3. KESIMPULAN

1

00 0 0 0 2
Kataksamaan Hilbert bentuk ”dedy < 72'{[ f2(x) degz(x) dx}
00 X+ y 0 0

dapat diperluas ke dalam bentuk

1

AR CL[C)) < - :
E['([A(X+y)+B|x—y| dXdy<C{z|;f (x) dX.([g () dx}

dengan C adalah konstanta terbaik.
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