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Sapa temen dha tinemu, 

tinemonan ing pamburi, 

jer basuki mawa beya, 
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ABSTRAK 

Ruang metrik merupakan himpunan tidak kosong yang dilengkapi dengan 

fungsi jarak. Himpunan fuzzy adalah suatu himpunan dimana nilai keanggotaan 

dari elemennya adalah bilangan real dalam interval tertutup ,   -. Konsep 

himpunan fuzzy terus dipelajari dan dikembangkan oleh para ilmuwan baik secara 

teoritis maupun aplikasi dalam berbagai bidang. Konsep ruang metrik fuzzy 

merupakan perluasan dari ruang metrik dan himpunan fuzzy. Tugas akhir ini 

bertujuan menjelaskan pengertian dan sifat-sifat ruang metrik fuzzy, kaitan ruang 

metrik biasa dan ruang metrik fuzzy, serta kekonvergenan dan kelengkapan di 

ruang metrik fuzzy.  

Penjelasan ruang metrik fuzzy dalam skripsi ini menggunakan definisi 

yang diperkenalkan oleh George dan Veeramani yaitu dengan bantuan norm-t 

kontinu. Hasil dari skripsi ini adalah berupa kajian tentang pengertian ruang 

metrik fuzzy dan ruang metrik yang menginduksi suatu ruang metrik fuzzy dengan 

suatu fungsi keanggotaan dan norm-t kontinu tertentu. Skripsi ini juga mengkaji 

kaitan antara kekonvergenan suatu barisan di ruang metrik dan kekonvergenan 

barisan tersebut di ruang metrik fuzzy.  

 

Kata Kunci: himpunan fuzzy, ruang metrik fuzzy, kekonvergenan, kelengkapan 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

A. Latar Belakang 

Profesor Lotfi A. Zadeh dari Universitas California, Barkeley pertama kali 

memperkenalkan teori fuzzy pada tahun 1965 melalui tulisannya yang berjudul “Fuzzy 

Sets”. Berdasarkan Wang (1997), pada waktu teori fuzzy mulai dipublikasikan, 

beberapa ilmuwan matematika berpendapat bahwa teori baru itu sama saja dengan teori 

probabilitas yang sudah lama dikenal dalam dunia matematika. Mereka menyatakan 

bahwa teori probabilitas sudah cukup untuk menyelesaikan masalah yang mengandung 

ketidakpastian dan yang bisa diselesaikan oleh teori fuzzy. Karena pada awalnya tidak 

ada aplikasi yang nyata dari teori fuzzy, maka kebanyakan lembaga riset tidak 

menganggap teori fuzzy sebagai bidang penelitian yang serius. Namun, beberapa 

ilmuwan yang tertarik pada teori fuzzy, seperti Richard Bellman, mulai mempelajari 

teori fuzzy secara mendalam. 

Seiring dengan perkembangan zaman, teori fuzzy berkembang semakin pesat. 

Banyak matematikawan yang mempelajari dan mengembangkan himpunan fuzzy baik 

aplikasinya dalam berbagai bidang maupun konsep-konsep atau teori-teori terkait 

himpunan fuzzy. Perkembangan teori fuzzy akhirnya membuat para ahli matematika 

mulai mempertimbangakan untuk mempelajari teori matematika lain yang dipadukan 

dengan teori himpunan fuzzy. Salah satunya adalah ruang metrik fuzzy. 
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Ivan Kramosil dan Jiri Michalek (1975) adalah matematikawan yang pertama 

kali memperkenalkan konsep ruang metrik fuzzy. Pembahasan ruang metrik fuzzy terus 

berkembang. George dan Veeramani (1994) mendefinisikan ruang metrik fuzzy 

menggunakan norm-t kontinu. Selanjutnya banyak matematikawan yang mempelajari 

ruang metrik fuzzy menggunakan definisi tersebut. Contohnya adalah Sapena (2001) 

dan Gregori (2009) yang mempelajari sifat-sifat ruang metrik fuzzy sesuai dengan 

definisi ruang metrik fuzzy yang digunakan oleh George dan Veeramani. Selanjutnya, 

V. Gregori, A. Lopez-Crevillen, S. Morillas, dan A. Sapena (2009) mempelajari 

kekonvergenan dan kelengkapan di ruang metrik fuzzy serta mendefinisikan barisan 

𝑝 −konvergen, 𝑝 −Cauchy, dan ruang metrik fuzzy 𝑝 −lengkap. 

Pembahasan ruang metrik fuzzy dan sifat-sifatnya banyak dilakukan hingga 

sekarang. Selain itu penelitian kaitan ruang metrik dengan ruang metrik fuzzy juga 

potensial untuk terus dikembangkan. Sehingga dalam tugas akhir ini akan dibahas 

pengertian ruang metrik fuzzy, kaitan ruang metrik dan ruang metrik fuzzy, serta konsep 

barisan konvergen dan barisan Cauchy dalam ruang metrik fuzzy, dan ruang metrik 

fuzzy lengkap. 

B. Pembatasan Masalah  

Agar pembahasan dalam penelitian ini tidak terlalu luas, masalah yang akan 

diteliti dibatasi hanya pada pengertian ruang metrik fuzzy, kaitan ruang metrik dan 

ruang metrik fuzzy, serta konsep barisan konvergen dan barisan Cauchy dalam ruang 

metrik fuzzy, dan ruang metrik fuzzy lengkap. 
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C. Perumusan Masalah 

Permasalahan yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah sebagai berikut.  

1. Bagaimana menjelaskan pengertian ruang metrik fuzzy?  

2. Bagaimana menjelaskan kaitan antara ruang metrik dan ruang metrik fuzzy?  

3. Bagaimana menjelaskan sifat-sifat kekonvergenan dan kelengkapan di ruang 

metrik fuzzy? 

 

D. Tujuan Penelitian 

Adapun tujuan penelitian ini adalah sebagai berikut.  

1. Menjelaskan pengertian ruang metrik fuzzy.  

2. Menjelaskan kaitan antara ruang metrik dan ruang metrik fuzzy. 

3. Menjelaskan sifat-sifat kekonvergenan dan kelengkapan di ruang metrik fuzzy.  

 

E. Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat bermanfaat sebagai referensi guna melakukan 

penelitian lebih lanjut yang berkaitan dengan pengertian dan sifat-sifat ruang 

metrik fuzzy, kaitan ruang metrik dan ruang metrik fuzzy, serta kekonvergenan 

kelengkapan di ruang metrik fuzzy. 
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BAB II 

KAJIAN TEORI 

A. Himpunan Fuzzy 

Himpunan tegas (crisp) merupakan himpunan yang untuk setiap elemen dalam 

semestanya selalu dapat ditentukan secara tegas elemen tersebut merupakan anggota 

dari himpunan tersebut atau tidak. Namun, himpunan dalam kehidupan sehari-hari 

tidak selalu dapat didefinisikan dengan cara demikian. Misalnya himpunan orang 

berbadan tinggi. Jika didefinisikan bahwa “orang tinggi” adalah orang yang tingginya 

lebih dari atau sama dengan 1,7 meter, maka orang yang tingginya 1,69 meter termasuk 

orang yang tidak tinggi. Padahal pada kenyataannya sulit untuk menerima bahwa orang 

yang tingginya 1,69 meter termasuk orang yang tidak tinggi. Oleh karena itu, pada 

tahun 1965 Lotfi A. Zadeh mengatasi permasalahan tersebut dengan memperkenalkan 

teori himpunan fuzzy. 

Lotfi A. Zadeh mengaitkan himpunan dengan suatu fungsi yang menyatakan 

derajat kesesuaian unsur-unsur dalam semestanya dengan konsep yang merupakan 

syarat keanggotaan himpunan tersebut. Fungsi dengan sifat demikian disebut fungsi 

keanggotaan himpunan fuzzy dan nilai fungsi keanggotaan tersebut disebut derajat 

keanggotaan suatu unsur dalam himpunan fuzzy. Fungsi keanggotaan dari suatu 

himpunan fuzzy 𝐴 dalam semesta 𝑋 adalah pemetaan 𝜇𝐴 dari 𝑋 ke selang [0,1], yaitu 

𝜇𝐴: 𝑋 → [0,1]. Nilai fungsi 𝜇𝐴(𝑥) menyatakan derajat keanggotaan unsur 𝑥 ∈ 𝑋 dalam 

himpunan fuzzy 𝐴.  
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Definisi 2.1.1 (George Klir, 1997) 

Misalkan  𝑋 adalah himpunan tak kosong. Himpunan fuzzy A di 𝑋 adalah suatu 

himpunan yang fungi keanggotaannya 𝜇𝐴: 𝑋 → [0,1]. 

Sehingga himpunan fuzzy A di 𝑋 dapat dinyatakan sebagai berikut: 

𝐴 = {(𝑥, 𝜇𝐴(𝑥)) | ∀𝑥 ∈ 𝑋 𝑑𝑎𝑛 𝜇𝐴(𝑥) menyatakan derajat keanggotaan 𝑥 di 𝐴}. 

Berdasarkan definisi himpunan fuzzy di atas, maka himpunan tegas (crisp) 

merupakan kejadian khusus dari himpunan fuzzy, yaitu himpunan fuzzy yang fungsi 

keanggotaannya hanya bernilai 0 atau 1 saja. Untuk lebih memahami himpunan fuzzy, 

diberikan satu contoh himpunan fuzzy berikut. 

Contoh 2.1.2  

Misalkan 𝑋 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Didefinisikan himpunan fuzzy 𝐴 di 𝑋 dengan fungsi 

keanggotaan 

𝜇𝐴(𝑥) =
1

1 + (𝑥 − 5)2
 

Maka diperoleh 

 𝐴 = {(1, 0.06), (2, 0.1), (3, 0.2)(4, 0.5), (5, 1), (6, 0.5), (7,0.2), (8,0.1), (9,0.06)}. 

Himpunan fuzzy 𝐴 dapat disebut himpunan bilangan asli yang dekat ke 5. 

Menurut George Klir (1997), himpunan fuzzy 𝐴 dan 𝐵 dalam semesta 𝑋 

dikatakan sama, ditulis 𝐴 = 𝐵, jika memenuhi 𝜇𝐴(𝑥) = 𝜇𝐵(𝑥), untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋. 

Himpunan fuzzy 𝐴 dikatakan merupakan himpunan bagian dari himpunan fuzzy 𝐵 

dalam semesta 𝑋, ditulis 𝐴 ⊆ 𝐵, jika memenuhi 𝜇𝐴(𝑥) ≤ 𝜇𝐵(𝑥), untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋. 
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Menurut George Klir (1997), pada himpunan fuzzy dapat didefiniskan operasi 

komplemen, gabungan dan irisan sebagai berikut. 

1. Komplemen dari suatu himpunan fuzzy 𝐴 merupakan himpunan fuzzy 𝐴𝐶  

dengan fungsi keanggotaan 𝜇𝐴𝐶(𝑥) = {1 − 𝜇𝐴(𝑥)} untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋, dan 

secara lengkap dapat ditulis sebagai berikut: 

𝐴𝐶 = {(𝑥, 𝜇𝐴𝐶(𝑥))| 𝜇𝐴𝐶(𝑥) = {1 − 𝜇𝐴(𝑥)}, ∀𝑥 ∈ 𝑋 }. 

2. Gabungan dua himpunan fuzzy 𝐴 dan 𝐵 merupakan himpunan fuzzy 𝐴 ∪ 𝐵 

dengan fungsi keanggotaan 𝜇𝐴∪𝐵(𝑥) = max{𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑥)} untuk setiap 𝑥 ∈

𝑋, dan secara lengkap dapat ditulis sebagai berikut: 

𝐴 ∪ 𝐵 = {(𝑥, 𝜇𝐴∪𝐵(𝑥))|𝜇𝐴∪𝐵(𝑥) = max{𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑥)} , ∀𝑥 ∈ 𝑋 }. 

3. Irisan dua himpunan fuzzy 𝐴 dan 𝐵 merupakan himpunan fuzzy 𝐴 ∩ 𝐵 dengan 

fungsi keanggotaan 𝜇𝐴∩𝐵(𝑥) = min{𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑥)} untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋, dan 

secara lengkap dapat ditulis sebagai berikut: 

𝐴 ∩ 𝐵 = {(𝑥, 𝜇𝐴∩𝐵(𝑥))|𝜇𝐴∩𝐵(𝑥) = min{𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑥)} , ∀𝑥 ∈ 𝑋 }. 

Contoh 2.1.3 

Misalkan diketahui himpunan 𝑋 = [0,100] dan didefinisikan dua himpunan fuzzy pada 

𝑋 yaitu himpunan fuzzy 𝑀𝑢𝑑𝑎 dan himpunan fuzzy 𝑇𝑢𝑎 dengan fungsi keanggotaan 

masing-masing didefinisikan sebagai berikut: 
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𝜇𝑀𝑢𝑑𝑎(𝑥) = {
1 −

𝑥

75
,   0 ≤ 𝑥 ≤ 75

0,   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑥 𝑦𝑎𝑛𝑔 𝑙𝑎𝑖𝑛
 

𝜇𝑇𝑢𝑎(𝑥) = {

𝑥 − 25

75
,   25 ≤ 𝑥 ≤ 100

0,   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑥 𝑦𝑎𝑛𝑔 𝑙𝑎𝑖𝑛
 

Maka himpunan fuzzy 𝑀𝑢𝑑𝑎 dan himpunan fuzzy 𝑇𝑢𝑎 dapat direpresentasikan dengan 

grafik berikut. 

 

Gambar 2.1 Grafik Fungsi Keanggotaan Himpunan Fuzzy 𝑀𝑢𝑑𝑎 dan  

Himpunan Fuzzy 𝑇𝑢𝑎 

Selanjutnya akan dijelaskan komplemen himpunan fuzzy 𝑀𝑢𝑑𝑎, gabungan himpunan 

fuzzy 𝑀𝑢𝑑𝑎 dan himpunan fuzzy 𝑇𝑢𝑎, dan irisan himpunan fuzzy 𝑀𝑢𝑑𝑎 dan 

himpunan fuzzy 𝑇𝑢𝑎 sebagai berikut. 
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Gambar 2.2 Grafik Fungsi Keanggotaan Himpunan Fuzzy 𝑀𝑢𝑑𝑎 dan  

Himpunan Fuzzy 𝑀𝑢𝑑𝑎𝐶  

 

Gambar 2.3 Grafik Fungsi Keanggotaan Gabungan Himpunan Fuzzy 𝑀𝑢𝑑𝑎 dan 

Himpunan Fuzzy 𝑇𝑢𝑎 
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Gambar 2.4 Grafik Fungsi Keanggotaan Irisan Himpunan Fuzzy 𝑀𝑢𝑑𝑎 dan 

Himpunan Fuzzy 𝑇𝑢𝑎 
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 Selanjutnya, dua contoh ruang metrik berikut ini diberikan agar definisi ruang 

metrik dapat lebih dipahami. 

Contoh 2.2.2 

Himpunan bilangan real ℝ dengan fungsi 𝑑1 yang didefinisikan dengan 𝑑1(𝑥, 𝑦) =

|𝑥 − 𝑦| untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ merupakan suatu ruang metrik, sebab 

(i) 𝑑1(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| ≥ 0; 

(ii) 𝑑1(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 𝑦; 

(iii) 𝑑1(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| = |𝑦 − 𝑥| = 𝑑1(𝑦, 𝑥); 

(iv) 𝑑1(𝑥, 𝑧) = |𝑥 − 𝑧| = |(𝑥 − 𝑦) + (𝑦 − 𝑧)| ≤ 𝑑1(𝑥, 𝑦) + 𝑑1(𝑦, 𝑧). 

Jadi terbukti bahwa (ℝ, 𝑑1) merupakan ruang metrik. 

Contoh 2.2.3 

Misalkan 𝑋 suatu himpunan tidak kosong dan 𝑑2: 𝑋 × 𝑋 → ℝ didefinisikan dengan  

𝑑2(𝑥, 𝑦) = {
2,      𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑥 ≠ 𝑦
0      𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑥 = 𝑦

 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, maka (𝑋, 𝑑2) merupakan suatu ruang metrik, sebab 

(i) 𝑑2(𝑥, 𝑦) ≥ 0;  

(ii) 𝑑2(𝑥, 𝑦) = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 𝑦; 

(iii) 𝑑2(𝑥, 𝑦) = 𝑑2(𝑦, 𝑥); 

(iv) Jika 𝑦 = 𝑧 maka 𝑑2(𝑥, 𝑦) + 𝑑2(𝑦, 𝑧) = 𝑑2(𝑥, 𝑦) = 𝑑2(𝑥, 𝑧) = 𝑑2(𝑥, 𝑧) 

Jika 𝑥 = 𝑦 maka 𝑑2(𝑥, 𝑦) + 𝑑2(𝑦, 𝑧) = 𝑑2(𝑦, 𝑧) = 𝑑2(𝑥, 𝑧) ≥ 𝑑2(𝑥, 𝑧) 

Untuk yang lain, 𝑑2(𝑥, 𝑦) + 𝑑2(𝑦, 𝑧) = 2 + 2 = 4 > (𝑥, 𝑧). 

Jadi terbukti bahwa (𝑋, 𝑑2) merupakan ruang metrik. 
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Definisi 2.2.4 (Parzynski, 1987) 

Misal (𝑋, 𝑑) suatu ruang metrik dan 𝐴 himpunan bagian tidak kosong dari 𝑋. 𝐴 disebut 

terbatas jika terdapat bilangan real positif  𝑀 sehingga 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑀,   ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴. 

Contoh 2.2.5 

Misalkan ruang metrik (ℝ, 𝑑) dengan 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ. Maka 

𝐴 = [0,1] ⊂ ℝ merupakan himpunan terbatas karena terdapat bilangan real positif  

𝑀 = 1 sehingga 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| ≤ 𝑀 = 1,   ∀𝑥, 𝑦 ∈ [0,1]. 

 

Beberapa konsep dasar dalam topologi seperti bola terbuka, himpunan terbuka, 

himpunan tertutup, dan titik limit akan dijelaskan dan diberi contoh.  

Definisi 2.2.6 (Davis, 2005) 

Misalkan (𝑋, 𝑑) suatu ruang metrik dan 𝑟 suatu bilangan real dengan 𝑟 > 0. Bola 

terbuka pada (𝑋, 𝑑) dengan jari-jari 𝑟 dan pusat 𝑥 ∈ 𝑋 didefiniskan dengan 

𝐵𝑑(𝑥, 𝑟) = {𝑦 ∈ 𝑋 ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟}. 

Contoh 2.2.7 

Dari Contoh 2.2.2 diketahui (ℝ, 𝑑) dengan 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ 

merupakan ruang metrik.  

Bola terbuka pada (ℝ, 𝑑)  dengan jari-jari 0.25 dan pusat 0 ∈ ℝ  didefinisikan dengan 

𝐵𝑑(0, 0.25) = {𝑦 ∈ ℝ ∶ |𝑦| < 0.25} 

= {𝑦 ∈ ℝ ∶ −0.25 < 𝑦 < 0.25} 
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Teorema berikut menjelaskan bahwa dua bola terbuka dengan pusat yang sama 

maka salah satunya merupakan himpunan bagian dari yang lain. 

Teorema 2.2.8 (Aphane, 2009) 

Misalkan 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟1) dan 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟2) bola terbuka dengan pusat yang sama yaitu 𝑥 ∈ 𝑋, 

dengan 𝑟1, 𝑟2 > 0. Maka 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟1) ⊆ 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟2) atau 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟2) ⊆ 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟1). 

Bukti: 

i) Jika 𝑟1 = 𝑟2, maka 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟1) = 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟2), sehingga  

𝐵𝑑(𝑥, 𝑟1) ⊆ 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟2) atau 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟2) ⊆ 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟1). 

ii) Jika 𝑟1 ≠ 𝑟2, tanpa mengurangi kemumuman diasumsikan  𝑟1 > 𝑟2. 

Misalkan 𝑎 ∈ 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟2), maka 𝑑(𝑥, 𝑎) < 𝑟2.  

Karena 𝑟1 > 𝑟2 maka 𝑑(𝑥, 𝑎) < 𝑟1.  

Sehingga 𝑎 ∈ 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟1). Jadi 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟2) ⊆ 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟1). 

Selanjutnya dengan mengasumsikan 𝑟2 > 𝑟1 dan dengan langkah-

langkah yang sama dapat dibuktikan bahwa 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟1) ⊆ 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟2). 

Jadi untuk sebarang 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟1) dan 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟2) bola terbuka dengan pusat yang 

sama maka 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟1) ⊆ 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟2) atau 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟2) ⊆ 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟1). 

 

Contoh 2.2.9 

Dari Contoh 2.2.2 diketahui (ℝ, 𝑑) dengan 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ 

merupakan ruang metrik. Misalkan 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟1) dan 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟2) merupakan bola terbuka 

pada (ℝ, 𝑑) dengan pusat yang sama yaitu 𝑥 ∈ ℝ, dengan 𝑟1, 𝑟2 > 0. Maka 
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𝐵𝑑(𝑥, 𝑟1)  = {𝑦 ∈ ℝ ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟1} = {𝑦 ∈ ℝ ∶ |𝑥 − 𝑦|  < 𝑟1}, 

𝐵𝑑(𝑥, 𝑟2)  = {𝑦 ∈ ℝ ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟2} = {𝑦 ∈ ℝ ∶ |𝑥 − 𝑦|  < 𝑟2} 

Jika 𝑟1 = 𝑟2 maka 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟1)  = {𝑦 ∈ ℝ ∶ |𝑥 − 𝑦| < 𝑟1 = 𝑟2} = 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟2). 

Jika 𝑟1 < 𝑟2 maka 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟1)  = {𝑦 ∈ ℝ ∶ |𝑥 − 𝑦| < 𝑟1 < 𝑟2} ⊂ 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟2). 

Jika 𝑟2 < 𝑟1 maka 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟2)  = {𝑦 ∈ ℝ ∶ |𝑥 − 𝑦| < 𝑟2 < 𝑟1} ⊂ 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟1). 

Maka 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟1) ⊆ 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟2) atau 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟2) ⊆ 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟1). 

  

Jika Definisi 2.2.6 menjelaskan pengertian bola terbuka, maka Definisi 2.2.10 

di bawah ini menjelaskan pengertian bola tertutup dalam suatu ruang metrik. 

Selanjutnya diberikan contoh bola tertutup melalui Contoh 2.2.11. 

Definisi 2.2.10 (Davis, 2005) 

Misalkan (𝑋, 𝑑) suatu ruang metrik dan 𝑟 suatu bilangan real dengan 𝑟 > 0. Bola 

tertutup dengan jari-jari 𝑟 dan pusat 𝑥 ∈ 𝑋 didefiniskan dengan 

𝐵𝑑[𝑥, 𝑟] = {𝑦 ∈ 𝑋 ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑟}. 

Contoh 2.2.11 

Dari Contoh 2.2.2 diketahui (ℝ, 𝑑) dengan 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ 

merupakan ruang metrik. Bola tertutup pada (ℝ, 𝑑)  dengan jari-jari 2 dan pusat 0 ∈ ℝ  

didefiniskan dengan  

𝐵𝑑[0,2] = {𝑦 ∈ ℝ ∶ 𝑑(0, 𝑦) ≤ 2} = {𝑦 ∈ ℝ ∶ |𝑦| ≤ 2} 
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Konsep tentang titik interior yang dijelaskan melalui Definisi 2.2.12 di bawah 

ini berkaitan dengan konsep himpunan terbuka dalam suatu ruang metrik yang akan 

dijelaskan melalui Definisi 2.2.14. 

Definisi 2.2.12 (Davis, 2005) 

Misalkan (𝑋, 𝑑) suatu ruang metrik dan 𝑈 himpunan bagian dari 𝑋. Suatu titik 𝑥 ∈ 𝑈 

disebut titik interior dari 𝑈 jika terdapat 𝑟 > 0 sedemikian sehingga 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟) ⊂ 𝑈. 

Himpunan dari semua titik interior 𝑈 dituliskan dengan 𝐼𝑛𝑡𝑈. 

Contoh 2.2.13 

Diketahui ruang metrik (ℝ, 𝑑) dengan 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ. 

Jika 𝑈 = {𝑥 ∈ ℕ: 0 < 𝑥 ≤ 3} ⊂ 𝑋 maka 𝐼𝑛𝑡𝑈 = {𝑥 ∈ ℕ: 1 ≤ 𝑥 ≤ 2} = {1,2}. 

Definisi 2.2.14 (Davis, 2005) 

Misalkan (𝑋, 𝑑) suatu ruang metrik. 𝑈 ⊂ 𝑋 disebut terbuka jika untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑈 

maka terdapat 𝑟 > 0 sedemikian sehingga 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟)  ⊆ 𝑈. 

Contoh 2.2.15 

Jika (𝑋, 𝑑) adalah ruang metrik diskret dan {𝑥} ⊂ 𝑋, maka {𝑥} merupakan himpunan 

terbuka, sebab terdapat 𝑟 =
1

2
> 0 sehingga bola terbuka dengan pusat 𝑥 ∈ {𝑥}, jari-

jari 𝑟 =
1

2
 yaitu 𝐵𝑑 (𝑥,

1

2
) = {𝑦 ∈ 𝑋 ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) <

1

2
} ⊆ {𝑥}. 

Teorema 2.2.16 di bawah ini menjelaskan bahwa setiap bola terbuka 

merupakan suatu himpunan terbuka. 



15 
  

Teorema 2.2.16 (T.W. Korner, 2014) 

Setiap bola terbuka 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟) = {𝑦 ∈ 𝐴 ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟} merupakan himpunan terbuka, 

untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝑟 > 0. 

Bukti: 

Misalkan 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑟 > 0 dan 𝑦 ∈ 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟). Pilih 𝑟1 > 0 dengan 𝑟1 = 𝑟 −

𝑑(𝑥, 𝑦). Misalkan 𝑧 ∈ 𝐵𝑑(𝑦, 𝑟1), maka 𝑑(𝑦, 𝑧) < 𝑟1. Sehingga berdasarkan 

pertidaksamaan segitiga diperoleh 

𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) < 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑟1 = 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑟 − 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑟. 

Karena 𝑑(𝑥, 𝑧) < 𝑟 maka 𝑧 ∈ 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟). Sehingga 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟) himpunan terbuka. 

 

Teorema 2.2.17 (T.W. Korner, 2014) 

Diketahui suatu ruang metrik (𝑋, 𝑑). Maka: 

(1) ∅ dan 𝑋 terbuka. 

(2) Jika 𝑈𝛼 terbuka untuk setiap 𝛼 ∈ 𝐼 maka ⋃ 𝑈𝛼𝛼∈𝐼  terbuka. 

(3) Jika 𝑈𝑗 terbuka untuk setiap 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 maka ⋂ 𝑈𝑗
𝑛
𝑗=1  terbuka. 

Bukti: 

(1) Jelas bahwa tidak terdapat suatu elemen di ∅, sehingga pernyataan untuk 

setiap 𝑥 ∈ ∅ maka terdapat 𝑟 > 0 sedemikian sehingga 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟)  ⊆ ∅ 

bernilai benar. Sehingga ∅ terbuka.  

𝑋 jelas terbuka berdasarkan definisi himpunan terbuka. 
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(2) Misalkan 𝑥 ∈ ⋃ 𝑈𝛼𝛼∈𝐼 , kemudian pilih 𝛽 ∈ 𝐼 sedemikian sehingga 𝑥 ∈ 𝑈𝛽. 

Karena 𝑈𝛽 terbuka, maka dapat dipilih 𝑟 > 0 sehingga 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟) ⊆  𝑈𝛽 . 

Karena 𝑈𝛽 ⊂ ⋃ 𝑈𝛼𝛼∈𝐼  maka 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟) ⊆ ⋃ 𝑈𝛼𝛼∈𝐼 .  

Sehingga ⋃ 𝑈𝛼𝛼∈𝐼  terbuka.   

(3) Karena 𝑈𝑗 terbuka, maka untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 terdapat 𝑟𝑗 > 0 sedemikian 

sehingga 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟𝑗) ⊆ 𝑈𝑗 untuk setiap 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.  

Misalkan 𝑟 = min{𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑗 , … , 𝑟𝑛}, maka 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟)  ⊆ 𝑈𝑗 untuk setiap 

1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛. Sehingga 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟) ⊆ ⋂ 𝑈𝑗
𝑛
𝑗=1 . Akibatnya, ⋂ 𝑈𝑗

𝑛
𝑗=1  terbuka.  

Contoh 2.2.18 

Diketahui suatu ruang metrik (ℝ, 𝑑). Maka: 

(1) ∅ dan ℝ  terbuka. 

(2) Misalkan 𝑈1 = 𝐵𝑑(0,2) dan 𝑈2 = {𝑥 ∈ ℝ ∶ −1 < 𝑥 < 4}, maka 𝑈1  dan 

𝑈2 terbuka. Sehingga 𝑈1 ∪ 𝑈2 = {𝑥 ∈ ℝ ∶  −2 < 𝑥 < 4} terbuka. 

(3) Misalkan 𝑈1 = 𝐵𝑑(0,2) dan 𝑈2 = {𝑥 ∈ ℝ ∶ −1 < 𝑥 < 4}, maka 𝑈1  dan 

𝑈2 terbuka. Sehingga 𝑈1 ∩ 𝑈2 = {𝑥 ∈ ℝ ∶  −1 < 𝑥 < 2} terbuka.  

Definisi 2.2.19 (Davis, 2005) 

Misalkan (𝑋, 𝑑) suatu ruang metrik dan 𝐴 himpunan bagian dari 𝑋. Suatu titik 𝑥 ∈ 𝑋 

disebut titik limit dari 𝐴 jika untuk setiap 𝑟 > 0, terdapat 𝑦 ∈ 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟) − {𝑥}. Atau 

dapat ditulis {𝐵𝑑(𝑥, 𝑟) − {𝑥}} ∩ 𝐴 ≠ ∅. Himpunan semua titik limit dari 𝐴 ditulis 

dengan 𝐴′ dan disebut derived set dari 𝐴. 
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Contoh 2.2.20 

Diketahui ruang metrik (ℝ, 𝑑) dengan 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ. 

Jika 𝐴 = {𝑥 ∈ ℝ: 0 < 𝑥 ≤ 3} ⊂ 𝑋 maka 0 ∉ 𝐴 dan 3 ∈ 𝐴 adalah titik limit dari 𝐴.  

Jika 𝐴 = {𝑥 ∈ ℕ: 0 < 𝑥 ≤ 3} ⊂ 𝑋 maka 0 ∉ 𝐴, 1 ∈ 𝐴, 3 ∈ 𝐴 bukan titik limit dari 𝐴.  

Definisi 2.2.21 (Davis, 2005) 

Suatu himpunan bagian 𝐹 dari ruang metrik (𝑋, 𝑑) disebut tertutup jika 𝐹 memuat 

setiap titik limitnya.  

Contoh 2.2.22 

Diketahui ruang metrik (ℝ, 𝑑) dengan 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ. 

Jika 𝐴 = {𝑥 ∈ ℝ: 0 < 𝑥 ≤ 3} ⊂ 𝑋 maka 𝐴 tidak tertutup karena 0 ∉ 𝐴 adalah titik 

limit dari 𝐴. Jika 𝐴 = {𝑥 ∈ ℝ: 0 ≤ 𝑥 ≤ 3} ⊂ 𝑋 maka 𝐴 tertutup karena 𝐴 memuat 

semua titik limitnya. 

Teorema 2.2.23 (Parzynski, 1987) 

Suatu himpunan bagian 𝐹 dari ruang metrik (𝑋, 𝑑) tertutup jika dan hanya jika 𝑋 − 𝐹 

merupakan himpunan terbuka.  

Bukti: 

(⟹)  

Misalkan 𝐹 tertutup. Terdapat dua kemungkinan, yaitu  

(1) 𝑋 − 𝐹 = ∅. Berdasarkan Teorema 2.2.17, ∅ merupakan himpunan terbuka, 

sehingga ∅ = 𝑋 − 𝐹 terbuka.  
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(2) 𝑋 − 𝐹 ≠ ∅. Ambil sebarang 𝑦 ∈ 𝑋 − 𝐹, sehingga 𝑦 ∉ 𝐹. Karena 𝐹 tertutup 

maka 𝐹 memuat semua titik limitnya. Sehingga 𝑦 bukan titik limit 𝐹. Maka 

terdapat 𝑟 > 0 sehingga 𝐵𝑑(𝑦, 𝑟) − {𝑦} ∩ 𝐹 = ∅. Akibatnya 𝐵𝑑(𝑦, 𝑟) ⊂

𝑋 − 𝐹. Jadi untuk setiap 𝑦 ∈ 𝑋 − 𝐹 terdapat 𝑟 > 0 sehingga 𝐵𝑑(𝑦, 𝑟) ⊂

𝑋 − 𝐹. Maka 𝑋 − 𝐹 terbuka. 

 (⟸)  

Misalkan 𝑋 − 𝐹 terbuka dan 𝑦 ∈ 𝑋 − 𝐹. Maka terdapat 𝐵𝑑(𝑦, 𝑟) ⊂ 𝑋 − 𝐹. 

Sehingga terdapat 𝐵𝑑(𝑦, 𝑟) dengan 𝐵𝑑(𝑦, 𝑟) ∩ 𝐹 = ∅. Sehingga 𝑦 bukan titik 

limit 𝐹. Akibatnya, jika 𝑥 titik limit 𝐹 maka 𝑥 ∈ 𝐹. Artinya, 𝐹 memuat semua 

titik limitnya. Sehingga 𝐹 tertutup.  

 

Teorema 2.2.24 (T.W. Korner, 2014) 

Diketahui suatu ruang metrik (𝑋, 𝑑). Maka: 

(1) ∅ dan 𝑋 tertutup. 

(2) Jika 𝐹𝛼 tertutup untuk setiap 𝛼 ∈ 𝐴 maka ⋂ 𝐹𝛼𝛼∈𝐴  tertutup. 

(3) Jika 𝐹𝑗 tertutup untuk setiap 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 maka ⋃ 𝐹𝑗
𝑛
𝑗=1  tertutup. 

Bukti: 

(1) ∅ adalah himpunan tertutup, sebab 𝑋 − ∅ = 𝑋 adalah himpunan terbuka.  

𝑋 adalah himpunan tertutup, sebab 𝑋 − 𝑋 = ∅  adalah himpunan terbuka.  

(2) Karena 𝐹𝛼 tertutup, maka 𝑋 − 𝐹𝛼 terbuka untuk setiap 𝛼 ∈ 𝐴.  

Sehingga 𝑋 − ⋂ 𝐹𝛼𝛼∈𝐴 = ⋃ (𝑋 − 𝐹𝛼)𝛼∈𝐴  merupakan himpunan terbuka.  

Akibatnya ⋂ 𝐹𝛼𝛼∈𝐴  tertutup. 
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(3) Karena 𝐹𝑗 tertutup maka 𝑋 − 𝐹𝑗 terbuka untuk setiap 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛. Akibatnya 

𝑋 − ⋃ 𝐹𝑗
𝑛
𝑗=1 = ⋂ (𝑋 − 𝐹𝑗)𝑛

𝑗=1  merupakan himpunan terbuka. Sehingga 

⋃ 𝐹𝑗
𝑛
𝑗=1  merupakan himpunan tertutup. 

Teorema 2.2.14 menjelaskan bahwa setiap bola terbuka merupakan suatu 

himpunan terbuka, sedangkan Teorema 2.2.25 di bawah ini menjelaskan bahwa setiap 

bola tertutup merupakan himpunan tertutup. 

Teorema 2.2.25 (Davis, 2005) 

Setiap bola tertutup dalam sebarang ruang metrik (𝑋, 𝑑) merupakan himpunan tertutup.  

Bukti: 

Misalkan diketahui sebarang bola tertutup 𝐵𝑑[𝑥, 𝑟] = {𝑦 ∈ 𝑋 ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑟}. 

Akan dibuktikan bahwa 𝐵𝑑[𝑥, 𝑟] himpunan tertutup dengan cara menunjukkan 

bahwa 𝑋 − 𝐵𝑑[𝑥, 𝑟] merupakan himpunan terbuka.  

Misalkan 𝑧 ∈ 𝑋 − 𝐵𝑑[𝑥, 𝑟], maka 𝑑(𝑥, 𝑧) > 𝑟. Misalkan 𝑠 =  𝑑(𝑥, 𝑧) − 𝑟 > 0, 

maka 𝐵𝑑[𝑧, 𝑠] ⊂ 𝑋 −  𝐵𝑑[𝑥, 𝑟].  

Misalkan 𝑦 ∈ 𝐵𝑑(𝑧, 𝑠), maka 𝑑(𝑥, 𝑧) ≤  𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) sehingga  

𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑑(𝑥, 𝑧) − 𝑑(𝑦, 𝑧) >  𝑑(𝑥, 𝑧) − 𝑠 = 𝑟. Akibatnya 𝑦 ∈ 𝑋 − 𝐵𝑑[𝑥, 𝑟]. 

Sehingga 𝑋 − 𝐵𝑑[𝑥, 𝑟] merupakan himpunan terbuka. 

Jadi terbukti bahwa setiap bola tertutup dalam sebarang ruang metrik (𝑋, 𝑑) 

merupakan himpunan tertutup. 
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Definisi 2.2.26 (Cain, 1994) 

Misalkan 𝑋 sebarang himpunan. Didefinisikan 𝜏 koleksi himpunan bagian 𝑋 yang 

memenuhi kondisi berikut: 

(i) ∅ ∈ 𝜏 dan 𝑋 ∈ 𝜏. 

(ii) Jika 𝑈𝛼 ∈ 𝜏 untuk setiap 𝛼 ∈ 𝐼 maka ⋃ 𝑈𝛼𝛼∈𝐼 ∈ 𝜏. 

(iii) Jika 𝑈𝑗 ∈ 𝜏 untuk setiap 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 maka ⋂ 𝑈𝑗 ∈ 𝜏𝑛
𝑗=1 . 

Maka 𝜏 disebut topologi pada 𝑋 dan (𝑋, 𝜏) disebut ruang topologi. 

Contoh 2.2.27  

a. Misalkan 𝑋 = {1,2,3} dan 𝜏 = {∅, {2}, {1,2,3}}. Maka 𝜏 merupakan topologi 

pada 𝑋. 

b. Misalkan 𝑋 = {1,2,3} dan 𝜏 = {∅, {1}, {2}, {1,2,3}}. Maka 𝜏 bukan merupakan 

topologi pada 𝑋 sebab {1} ∪ {2} = {1,2} ∉  𝜏. 

c. Misalkan 𝑋 = {𝑎, 𝑏}, maka 𝜏 = {∅, {𝑎, 𝑏}, {𝑎}} merupakan topologi pada 𝑋. 

Teorema 2.2.28 (T.W. Korner, 2014) 

Misalkan (𝑋, 𝑑) suatu ruang metrik maka koleksi dari himpunan bagian terbuka 

membentuk suatu topologi. 

Bukti: Sesuai dengan Teorema 2.2.17. 

 Teorema 2.2.29 di bawah ini menjelaskan bahwa suatu metrik dapat 

menginduksi suatu topologi metrik. 
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Teorema 2.2.29 (Aphane, 2009) 

Misalkan (𝑋, 𝑑) suatu ruang metrik dan didefinisikan 𝜏𝑑 sebagai berikut: 

𝜏𝑑 = {𝐴 ⊂ 𝑋 ∶ 𝑥 ∈ 𝐴 ⟺ ∃𝑟 > 0 𝑠𝑒ℎ𝑖𝑛𝑔𝑔𝑎 𝐵𝑑(𝑥, 𝑟) ⊆ 𝐴 }. 

Maka 𝜏𝑑 adalah suatu topologi pada 𝑋. 

Bukti: 

(i) Jelas bahwa ∅ ∈ 𝜏𝑑 dan 𝑋 ∈ 𝜏𝑑. 

(ii) Misalkan 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, … , 𝐴𝑖 ∈ 𝜏𝑑 dan 𝑈 = ⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 .  

Akan ditunjukkan bahwa 𝑈 ∈ 𝜏𝑑. 

Misalkan 𝑎 ∈ ⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 , maka 𝑎 ∈ 𝐴𝑖 untuk suatu 𝑖 ∈ 𝐼.  

Karena 𝐴𝑖 ∈ 𝜏𝑑, maka terdapat 𝑟 > 0 𝑠𝑒ℎ𝑖𝑛𝑔𝑔𝑎 𝐵𝑑(𝑎, 𝑟) ⊆ 𝐴𝑖.   

Sehingga 𝐵𝑑(𝑎, 𝑟) ⊆ 𝐴𝑖 ⊆ ⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 = 𝑈. Jadi 𝑈 ∈ 𝜏𝑑. 

(iii) Misalkan 𝐴𝑗 ∈ 𝜏𝑑 untuk setiap 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 dan 𝑉 = ⋂ 𝐴𝑗
𝑛
𝑗=1 .  

Akan ditunjukkan bahwa 𝑉 ∈ 𝜏𝑑. 

Misalkan 𝑎 ∈ ⋂ 𝐴𝑗
𝑛
𝑗=1 , maka 𝑎 ∈ 𝐴𝑗  untuk setiap 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛. Sehingga 

untuk setiap  1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 terdapat 𝑟𝑗 > 0, 𝑠𝑒ℎ𝑖𝑛𝑔𝑔𝑎 𝐵𝑑(𝑎, 𝑟𝑗) ⊆ 𝐴𝑖.  

Misalkan 𝑟 = min{𝑟𝑗} dengan 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.  

Sehingga 𝑟 ≤ 𝑟𝑗 untuk setiap 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.   

Akibatnya 𝐵𝑑(𝑎, 𝑟) ⊆ 𝐴𝑗  untuk setiap 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.  

Sehingga 𝐵𝑑(𝑎, 𝑟) ⊆ ⋂ 𝐴𝑗
𝑛
𝑗=1 = 𝑉. Jadi 𝑉 ∈ 𝜏𝑑.  

Selanjutnya 𝜏𝑑 disebut topologi metrik yang diinduksi oleh metrik 𝑑. 
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Definisi 2.2.30 (T.W. Korner, 2014) 

Suatu ruang topologi (𝑋, 𝜏) disebut ruang Hausdorff jika untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dengan 

𝑥 ≠ 𝑦, maka terdapat dua himpunan terbuka 𝑈 dan 𝑉 dengan 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ sedemikian 

sehingga 𝑥 ∈ 𝑈 dan 𝑦 ∈ 𝑉.  

 

Contoh 2.2.31  

Misalkan diketahui suatu ruang topologi (𝑋, 𝜏) dengan 𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} dan 𝜏 = 2𝑥. 

Maka (𝑋, 𝜏) merupakan suatu ruang Hausdorff sebab ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 dengan 𝑥 ≠ 𝑦, maka 

terdapat 𝑈 = {𝑥} dan 𝑉 = {𝑦} sehingga 𝑥 ∈ 𝑈, 𝑦 ∈ 𝑉 dan 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅. 

 

Contoh 2.2.32  

Misal ruang topologi (𝑋, 𝜏) dengan 𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} dan 𝜏 = {{𝑎, 𝑏}, {𝑐, 𝑑}, 𝑋, ∅}. Maka 

(𝑋, 𝜏) bukan ruang Hausdorff sebab ∃𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 dengan 𝑎 ≠ 𝑏, sehingga terdapat 𝑈 =

{𝑎, 𝑏} dan 𝑉 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} dengan 𝑥 ∈ 𝑈, 𝑦 ∈ 𝑉 dan 𝑈 ∩ 𝑉 = {𝑎, 𝑏}. 

 

Teorema 2.2.33 (T.W. Korner, 2014) 

Setiap ruang metrik merupakan ruang Hausdorff. 

Bukti: 

Misalkan (𝑋, 𝑑) suatu ruang metrik dan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dengan 𝑥 ≠ 𝑦. Misalkan 𝑈 =

{𝑥} dan 𝑉 = {𝑦}, maka 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ dengan 𝑥 ∈ 𝑈 dan 𝑦 ∈ 𝑉. 

Sehingga terbukti bahwa setiap ruang metrik merupakan ruang Hausdorff. 
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C. Barisan di Ruang Metrik 

Definisi-definisi tentang barisan, barisan konvergen, barisan Cauchy, dan ruang 

metrik lengkap akan dijelaskan dalam bagian ini. Selanjutnya beberapa teorema yang 

dipelajari dalam barisan di ruang metrik juga dijelaskan dan diberi contoh. Definisi 

2.3.1 di bawah ini menjelaskan pengertian barisan dalam suatu ruang metrik dan 

selanjutnya contohnya disampaikan melalui Contoh 2.3.2. 

Definisi 2.3.1 (Shirali, 2006) 

Misalkan (𝑋, 𝑑) suatu ruang metrik. Suatu fungsi 𝑓: ℕ → 𝑋 disebut barisan jika untuk 

setiap 𝑛 ∈ ℕ,  

𝑓(𝑛) = 𝑥𝑛 ∈ 𝑋. 

Contoh 2.3.2 

Dari Contoh 2.2.2 diketahui (ℝ, 𝑑) dengan 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ 

merupakan ruang metrik. Maka {𝑥𝑛} =
1

𝑛
 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ merupakan barisan dalam 

ruang metrik (ℝ, 𝑑), sebab  

∀𝑛 ∈ ℕ, {𝑥𝑛} =
1

𝑛
∈ ℝ. 

Definisi 2.3.3 (Parzynski, 1987) 

Misalkan (𝑋, 𝑑) suatu ruang metrik, {𝑥𝑛} suatu barisan di 𝑋. Barisan {𝑥𝑛}  konvergen 

ke 𝑥 ∈ 𝑋 jika untuk setiap 𝜀 > 0, terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sedemikian sehingga 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) <

𝜀, ∀𝑛 ≥ 𝑛0. 
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Suatu barisan {𝑥𝑛} di ruang metrik (𝑋, 𝑑) konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 ditulis dengan 

𝑥𝑛 → 𝑥 atau lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = 0. 

Contoh 2.3.4 

Misalkan 𝑋 = ℝ+ ∪ {0} dan metrik 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|. Maka barisan {𝑥𝑛} yang 

didiefinisikan dengan  𝑥𝑛 =
1

𝑛
 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ merupakan barisan yang konvergen 

ke 0, sebab untuk setiap 𝜀 > 0, maka terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sedemikian sehingga 𝑛0 >
1

𝜀
. 

Sehingga jika 𝑛 ≥ 𝑛0 maka 

|
1

𝑛
− 0| = |

1

𝑛
| =

1

𝑛
≤

1

𝑛0
< 𝜀. 

Jadi barisan {𝑥𝑛} konvergen ke 0. 

Definisi 2.3.5 (Parzynski, 1987) 

Suatu barisan {𝑥𝑛} dalam suatu ruang metrik (𝑋, 𝑑) disebut barisan Cauchy jika untuk 

setiap 𝜀 > 0, terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sedemikian sehingga,  

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀,    ∀𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0 

Contoh 2.3.6 

Barisan {𝑥𝑛} =
1

𝑛
 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ pada Contoh 2.3.2 merupakan barisan Cauchy, 

sebab untuk setiap 𝜀 > 0, maka terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sedemikian sehingga 𝑛0 >
2

𝜀
. Jika 

𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0 maka 
1

𝑛
≤

1

𝑛0
 dan 

1

𝑚
≤

1

𝑛0
. Sehingga untuk setiap 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0 

|
1

𝑛
−

1

𝑚
| =

1

𝑛
+

1

𝑚
<

2

𝑛0
< 𝜀. 

Jadi barisan {𝑥𝑛} adalah barisan Cauchy. 
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Teorema 2.3.7 (Parzynski, 1987) 

Barisan {𝑥𝑛} yang konvergen dalam suatu ruang metrik (𝑋, 𝑑) adalah barisan Cauchy. 

Bukti: 

Misal {𝑥𝑛}  konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 maka untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑛0 ∈ ℕ 

sehingga jika 𝑛 ≥ 𝑛0 maka 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀 sehingga 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) <
𝜀

2
.  

Misal 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0 maka 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) <
𝜀

2
 dan 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥) <

𝜀

2
.  

Dengan pertidaksamaan segitiga maka  

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑑(𝑥, 𝑥𝑚) <
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀.  

Jadi terbukti bahwa barisan yang konvergen dalam suatu ruang metrik 

merupakan barisan Cauchy. 

 

Pengertian ruang metrik lengkap dijelaskan melalui Definisi 2.3.8 di bawah ini. 

Selanjutnya untuk lebih memahami ruang metrik lengkap diberikan satu contoh ruang 

metrik tidak lengkap yaitu Contoh 2.3.9 dan dan satu contoh ruang metrik lengkap 

yaitu Contoh 2.3.10 

Definisi 2.3.8 (Parzynski, 1987) 

Suatu ruang metrik (𝑋, 𝑑) disebut lengkap jika setiap barisan Cauchy dalam (𝑋, 𝑑) 

konvergen. 

Contoh 2.3.9 

Misalkan 𝐴 = (0,1) ⊂ ℝ dengan 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴. Maka ruang 

metrik (𝐴, 𝑑) bukan merupakan ruang metrik lengkap.  Sebab, {𝑥𝑛} =
1

𝑛
 merupakan 

barisan Cauchy tetapi tidak konvergen ke suatu elemen di 𝐴. 
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Contoh 2.3.10 (Parzynski, 1987) 

Ruang metrik (ℝ, 𝑑) dengan 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ merupakan suatu 

ruang metrik lengkap. Sebab, terdapat Teorema Kriteria Konvergensi Cauchy yang 

menyatakan bahwa setiap barisan bilangan real {𝑥𝑛} merupakan barisan konvergen jika 

dan hanya jika {𝑥𝑛} barisan Cauchy. Artinya, misalkan {𝑥𝑛} adalah barisan Cauchy di 

ruang metrik (ℝ, 𝑑) maka {𝑥𝑛} merupakan barisan konvergen. Sehingga (ℝ, 𝑑) dengan 

𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ merupakan ruang metrik lengkap. 
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BAB III 

KONSEP DASAR RUANG METRIK FUZZY 

 

Bab III terbagi menjadi empat sub-bab, yaitu sub-bab A, sub-bab B, sub-bab C 

dan sub-bab D. Sub-bab A menjelaskan pengertian ruang metrik fuzzy dan contoh ruang 

metrik fuzzy. Sub-bab B menjelaskan kaitan ruang metrik dan ruang metrik fuzzy dan 

sifat-sifat yang terdapat dalam ruang metrik dan ruang metrik fuzzy. Sub-bab C 

membahas pengertian, contoh dan teorema yang berlaku dalam topologi yang dibangun 

oleh suatu ruang metrik fuzzy. Selanjutnya Sub-bab D menjelaskan pengertian 

kekonvergenan dan kelengkapan di ruang metrik fuzzy. 

A. Pengertian Ruang Metrik Fuzzy 

Terdapat lebih dari satu cara mendefinisikan ruang metrik fuzzy. Definisi ruang 

metrik fuzzy yang diperkenalkan oleh George dan Veeramani, yang digunakan sebagai 

acuan oleh penulis, menggunakan bantuan norm-t kontinu. Sehingga akan dijelaskan 

pengertian norm-t kontinu melalui Definisi 3.1.1 dan contoh norm-t kontinu yaitu 

Contoh 3.1.2. 

Definisi 3.1.1 (Sapena, 2001) 

Operasi biner ∗: [0,1] × [0,1] → [0,1] disebut norm-t jika ∗ memenuhi kondisi: 

(i) Operasi biner ∗ bersifat komutatif dan asosiatif; 

(ii) Untuk setiap 𝑎 ∈ [0,1], 𝑎 ∗ 1 = 𝑎; 

(iii) Jika 𝑎 ≤ 𝑐 dan 𝑏 ≤ 𝑑 maka 𝑎 ∗ 𝑏 ≤ 𝑐 ∗ 𝑑, ∀𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ [0,1].  

Jika ∗ kontinu maka ∗ disebut norm-t kontinu. 
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Contoh 3.1.2  

Operasi biner ∗: [0,1] × [0,1] → [0,1] didefinisikan dengan  

𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 × 𝑏, ∀𝑎, 𝑏 ∈ [0,1]. Operasi biner ∗ adalah norm-t, sebab ∀𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ [0,1] 

(i) operasi biner ∗ bersifat komutatif dan asosiatif, yaitu  

𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 × 𝑏 = 𝑏 × 𝑎 = 𝑏 ∗ 𝑎, dan  

(𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = (𝑎 × 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 × 𝑏 × 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 × 𝑐) = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐); 

(ii) untuk setiap 𝑎 ∈ [0,1], 𝑎 ∗ 1 = 𝑎 × 1 = 𝑎; 

(iii) jika 𝑎 ≤ 𝑐 maka 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 × 𝑏 ≤ 𝑐 × 𝑏 = 𝑐 ∗ 𝑏, 

jika 𝑏 ≤ 𝑑 maka 𝑏 ∗ 𝑐 = 𝑏 × 𝑐 ≤ 𝑑 × 𝑐 = 𝑑 ∗ 𝑐, 

sehingga 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 × 𝑏 ≤ 𝑐 × 𝑏 = 𝑏 × 𝑐 ≤ 𝑑 × 𝑐 = 𝑐 × 𝑑 = 𝑐 ∗ 𝑑. 

Maka ∗ adalah norm-t.  

Selajutnya dibuktikan ∗ kontinu di (𝑎, 𝑏) ∈ [0,1] × [0,1], yaitu 

a) Operasi biner ∗ terdefinisi di (𝑎, 𝑏) karena  

∗ (𝑎, 𝑏) = 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 × 𝑏 ∈ [0,1]; 

b) lim⁡
𝑥→(𝑎,𝑏)

∗ (𝑥) = 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 × 𝑏 ∈ [0,1], sehingga lim⁡
𝑥→(𝑎,𝑏)

∗ (𝑥) ada; 

c) ∗ (𝑎, 𝑏) = 𝑎 × 𝑏 = lim
𝑥→(𝑎,𝑏)

∗ (𝑥) 

Jadi ∗ adalah norm-t kontinu. 

Seperti yang telah dijelaskan sebelumnya bahwa terdapat lebih dari satu cara 

mendefinisikan ruang metrik fuzzy. Definisi ruang metrik fuzzy yang diperkenalkan 

oleh George dan Veeramani yang digunakan sebagai acuan oleh penulis adalah sebagai 

berikut. 
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Definisi 3.1.3 (V. Gregori, 2009) 

Misalkan 𝑋 suatu himpunan tidak kosong, ∗ suatu norm-t kontinu, dan 𝑀 suatu 

himpunan fuzzy pada 𝑋 × 𝑋 × (0,∞) yang memenuhi kondisi berikut,  

untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 dan 𝑠, 𝑡 > 0,  

(i) 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) > 0; 

(ii) 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 1⁡ jika dan hanya jika 𝑥 = 𝑦; 

(iii) 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑀(𝑦, 𝑥, 𝑡); 

(iv) 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) ≤ 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠); 

(v) 𝑀(𝑥, 𝑦,•): (0,∞) → (0,1] kontinu 

(𝑋,𝑀,∗) disebut ruang metrik fuzzy.  

Nilai 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) merepresentasikan derajat kedekatan antara 𝑥 dan 𝑦 terhadap 𝑡.  

 

Contoh 3.1.4 (V. Gregori, 2009) 

Misalkan 𝑋 = (0,1) ⊂ ℝ.  

Didefinisikan norm-t kontinu 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 × 𝑏 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] dan misalkan  

𝑀 adalah himpunan fuzzy pada 𝑋 × 𝑋 × (0,∞) dengan fungsi keanggotaan yang 

didefinisikan sebagai berikut: 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = {

1, 𝑥 = 𝑦;
𝑥𝑦𝑡, 𝑥 ≠ 𝑦, 𝑡 ≤ 1;
𝑥𝑦, 𝑥 ≠ 𝑦, 𝑡 > 1

 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝑡 > 0.  
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Akan dibuktikan bahwa (𝑋,𝑀,∗) adalah ruang metrik fuzzy. 

(i) 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) > 0 berdasarkan definisi 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡); 

(ii) 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 1 jika dan hanya jika 𝑥 = 𝑦 berdasarkan definisi 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡); 

(iii) 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑀(𝑦, 𝑥, 𝑡) berdasarkan definisi 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡); 

(iv) Akan dibuktikan 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) ≤ 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠); 

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 dan 𝑡, 𝑠 > 0,   

(1) 𝑥 = 𝑦 = 𝑧⁡⁡⁡∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 dan 𝑡, 𝑠 > 0.  

Maka 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 1, 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 1 dan 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠) = 1. 

Akibatnya 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠). 

(2) 𝑥 ≠ 𝑦 = 𝑧 

Jika 𝑡, 𝑠 ≤ 1, dan 𝑡 + 𝑠 ≤ 1 maka  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑥𝑦𝑡, 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 1 dan 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠) = 𝑥𝑧(𝑡 + 𝑠). 

Sehingga  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 𝑥𝑦𝑡 ∗ 1 = 𝑥𝑦𝑡 = 𝑥𝑧𝑡 ≤ 𝑥𝑧𝑡 + 𝑥𝑧𝑠 =

𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠). 

Jika 𝑡, 𝑠 ≤ 1, dan 𝑡 + 𝑠 > 1 maka  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑥𝑦𝑡, 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 1 dan 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠) = 𝑥𝑧. 

Sehingga  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 𝑥𝑦𝑡 = 𝑥𝑦𝑡 = 𝑥𝑧𝑡 ≤ 𝑥𝑧 = 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠). 

Jika 𝑡, 𝑠 > 1, maka  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑥𝑦, 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 1 dan 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠) = 𝑥𝑧.  
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Sehingga  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 𝑥𝑦 ∗ 1 = 𝑥𝑦 = 𝑥𝑧 = 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠). 

Jika 𝑡 ≤ 1, dan 𝑠 > 1⁡maka⁡ 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑥𝑦𝑡, 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 1⁡dan⁡𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠) = 𝑥𝑧.  

Sehingga  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 𝑥𝑦𝑡 = 𝑥𝑧𝑡 ≤ 𝑥𝑧 = 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠). 

Jika 𝑡 > 1, dan 𝑠 ≤ 1⁡maka⁡ 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑥𝑦, 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 1⁡dan⁡𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠) = 𝑥𝑧.  

Sehingga 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 𝑥𝑦 = 𝑥𝑧 = 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠). 

(3) 𝑥 = 𝑦 ≠ 𝑧 

Jika 𝑡, 𝑠 ≤ 1, dan 𝑡 + 𝑠 ≤ 1 maka  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 1, 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 𝑦𝑧𝑠 dan 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠) = 𝑥𝑧(𝑡 + 𝑠). 

Sehingga  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 𝑦𝑧𝑠 = 𝑥𝑧𝑠 ≤ 𝑥𝑧𝑡 + 𝑥𝑧𝑠 = 

𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠). 

Jika 𝑡, 𝑠 ≤ 1, dan 𝑡 + 𝑠 > 1 maka  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 1, 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 𝑦𝑧𝑠 dan 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠) = 𝑥𝑧(𝑡 + 𝑠). 

Sehingga  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 𝑦𝑧𝑠 = 𝑥𝑧𝑠 ≤ 𝑥𝑧𝑡 + 𝑥𝑧𝑠 = 

𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠). 

Jika 𝑡 ≤ 1 dan 𝑠 > 1 maka  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 1, 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 𝑦𝑧 dan 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠) = 𝑥𝑧. 
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Sehingga 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 𝑦𝑧 = 𝑥𝑧 = 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠). 

Jika 𝑡 > 1, dan 𝑠 ≤ 1 maka  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 1, 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 𝑦𝑧𝑠 dan 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠) = 𝑥𝑧. 

Sehingga 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 𝑦𝑧𝑠 ≤ 𝑥𝑧 = 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠). 

(4) 𝑥 ≠ 𝑦 ≠ 𝑧 

Jika 𝑡, 𝑠 ≤ 1, dan 𝑡 + 𝑠 ≤ 1 maka  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑥𝑦𝑡, 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 𝑦𝑧𝑠 & 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠) = 𝑥𝑧(𝑡 + 𝑠). 

Sehingga  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 𝑥𝑦𝑡 ∗ 𝑦𝑧𝑠 = 𝑥𝑦2𝑧𝑠𝑡 < 𝑥𝑧𝑡 + 𝑥𝑧𝑠 =

𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠). 

Jika 𝑡, 𝑠 ≤ 1, dan 𝑡 + 𝑠 > 1 maka  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑥𝑦𝑡, 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 𝑦𝑧𝑠 dan 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠) = 𝑥𝑧. 

Sehingga  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 𝑥𝑦𝑡 ∗ 𝑦𝑧𝑠 = 𝑥𝑦2𝑧𝑠𝑡 < 𝑥𝑧 = 

𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠). 

Jika 𝑡 ≤ 1 dan 𝑠 > 1 maka  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑥𝑦𝑡, 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 𝑦𝑧 dan 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠) = 𝑥𝑧. 

Sehingga  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 𝑥𝑦𝑡 ∗ 𝑦𝑧 = 𝑥𝑦2𝑧𝑡 < 𝑥𝑧 = 

𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠). 
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Jika 𝑡 > 1, dan 𝑠 ≤ 1 maka  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑥𝑦, 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 𝑦𝑧𝑠 dan 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠) = 𝑥𝑧. 

Sehingga  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 𝑥𝑦 ∗ 𝑦𝑧𝑠 = 𝑥𝑦2𝑧𝑠 < 𝑥𝑧 = 

𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠). 

(v) Berdasarkan definisi dari 𝑀(𝑥, 𝑦,•) maka 𝑀(𝑥, 𝑦,•) kontinu. 

∴ (𝑋,𝑀,∗) adalah ruang metrik fuzzy.   

Definisi 3.1.5 (Sapena, 2001) 

Suatu ruang metrik fuzzy (𝑋,𝑀,∗) dengan 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) yang tidak bergantung pada nilai 

𝑡 disebut ruang metrik fuzzy stasioner.  

Contoh 3.1.6 

Misalkan 𝑋 = ℕ. Didefinisikan norm-t kontinu 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 × 𝑏 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] 

dan 𝑀 adalah himpunan fuzzy pada 𝑋 × 𝑋 × (0,∞) dengan fungsi keanggotaan yang 

didefinisikan sebagai berikut:  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) {

1⁡⁡𝑗𝑖𝑘𝑎⁡𝑥 = 𝑦
1

𝑥𝑦
⁡𝑗𝑖𝑘𝑎⁡𝑥 ≠ 𝑦

 

untuk setiap 𝑡 > 0. 

Akan ditunjukkan bahwa (𝑋,𝑀,∗) merupakan ruang metrik fuzzy. 

(i) 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) > 0; 

(ii) 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 1 jika dan hanya jika 𝑥 = 𝑦; 
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(iii) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan ∀𝑡 > 0 jelas bahwa 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑀(𝑦, 𝑥, 𝑡). 

(iv) Untuk membuktikan 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) ≤ 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠), diperhatikan 

beberapa kemungkinan; 

(1) 𝑥 = 𝑦 = 𝑧⁡⁡⁡∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 dan 𝑡, 𝑠 > 0.  

Maka 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 1, 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 1 dan 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠) = 1. 

Akibatnya 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 1 = 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠). 

(2) 𝑥 ≠ 𝑦 = 𝑧 

Maka 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
1

𝑥𝑦
, 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) = 1 dan 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠) =

1

𝑥𝑧
. 

Sehingga 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) =
1

𝑥𝑦
=

1

𝑥𝑧
= 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠). 

(3) 𝑥 = 𝑦 ≠ 𝑧 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 1, 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑡) =
1

𝑦𝑧
 dan 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠) =

1

𝑥𝑧
. 

Sehingga 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) =
1

𝑦𝑧
=

1

𝑥𝑧
= 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠). 

(4) 𝑥 ≠ 𝑦 ≠ 𝑧 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
1

𝑥𝑦
, 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) =

1

𝑦𝑧
 dan 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠) =

1

𝑥𝑧
. 

Sehingga 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) =
1

𝑥𝑦
∗ ⁡

1

𝑦𝑧
=

1

𝑥𝑦2𝑧
≤

1

𝑥𝑧
= 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠). 

(v) 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) tidak bergantung pada 𝑡, sehingga 𝑀(𝑥, 𝑦,•) adalah fungsi 

kontinu. 

∴ (𝑋,𝑀,∗) adalah ruang metrik fuzzy.  
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Konsep himpunan terbatas (bounded set) dalam suatu ruang metrik telah 

dijelaskan dalam Bab II melalui Definisi 2.2.4, selanjutnya dalam konsep ruang metrik 

fuzzy, akan dijelaskan pengertian F-bounded melalui Definisi 3.1.5 di bawah ini. 

Definisi 3.1.7 (Sapena, 2001) 

Misalkan (𝑋,𝑀,∗) ruang metrik fuzzy dan 𝐴 himpunan bagian tidak kosong dari 𝑋. 

Himpunan 𝐴 disebut F-bounded jika terdapat ⁡𝑡 > 0 dan 0 < 𝑟 < 1⁡sehingga  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) > 1 − 𝑟, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴. 

Contoh 3.1.8 

Diketahui ruang metrik fuzzy pada Contoh 3.1.4.  

Misal 𝐴 = {𝑥} ⊂ (0,1), maka 𝐴 merupakan himpunan F-bounded karena untuk 𝑡 = 1 

dan 𝑟 =
1

2
, maka 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 1 >

1

2
. 

B. Ruang Metrik Fuzzy yang diinduksi dari Ruang Metrik 

Penulis telah menjelaskan sifat-sifat ruang metrik dalam Bab II. Selanjutnya 

pada bagian ini akan dijelaskan dan diberi contoh suatu teorema yang menyatakan 

bahwa setiap ruang metrik menginduksi suatu ruang metrik fuzzy dengan suatu fungsi 

keanggotaan dan norm-t kontinu tertentu. 

Teorema 3.2.1 (Aphane, 2009) 

Misal (𝑋, 𝑑) adalah suatu ruang metrik. Didefinisikan norm-t kontinu 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 × 𝑏 

untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1].  
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Misalkan 𝑀 adalah himpunan fuzzy pada 𝑋 × 𝑋 × (0,∞) dengan fungsi keanggotaan 

yang didefinisikan sebagai berikut: 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑘𝑡𝑛

𝑘𝑡𝑛 +𝑚𝑑(𝑥, 𝑦)
 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋,  𝑡 > 0 dan 𝑘,𝑚, 𝑛 ∈ ℕ. Maka (𝑋,𝑀,∗) adalah ruang metrik fuzzy. 

Bukti: 

(i) Akan dibuktikan bahwa 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑘𝑡𝑛

𝑘𝑡𝑛+𝑚𝑑(𝑥,𝑦)
> 0. 

Diketahui bahwa 𝑑 merupakan metrik, sehingga 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0. 

Karena 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0, 𝑡 > 0 dan 𝑘,𝑚, 𝑛 ∈ ℕ maka  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑘𝑡𝑛

𝑘𝑡𝑛 +𝑚𝑑(𝑥, 𝑦)
> 0. 

(ii) Akan dibuktikan bahwa 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑘𝑡𝑛

𝑘𝑡𝑛+𝑚𝑑(𝑥,𝑦)
= 1 jika dan hanya 

jika 𝑥 = 𝑦. 

(⟹)  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑘𝑡𝑛

𝑘𝑡𝑛+𝑚𝑑(𝑥,𝑦)
= 1  

⟺ 𝑘𝑡𝑛 = 𝑘𝑡𝑛 +𝑚𝑑(𝑥, 𝑦)   

⟺𝑚𝑑(𝑥, 𝑦) ⁡= 0   

⟺ 𝑑(𝑥, 𝑦) ⁡= 0   

⟺ 𝑥 = 𝑦  

(⟸)  

𝑥 = 𝑦 maka 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0, sehingga  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑘𝑡𝑛

𝑘𝑡𝑛+𝑚𝑑(𝑥,𝑦)
=

𝑘𝑡𝑛

𝑘𝑡𝑛+0
= 1  
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(iii) Akan dibuktikan bahwa 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑀(𝑦, 𝑥, 𝑡). 

Karena 𝑑 merupakan metrik, maka 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥). 

Sehingga diperoleh 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑘𝑡𝑛

𝑘𝑡𝑛+𝑚𝑑(𝑥,𝑦)
=

𝑘𝑡𝑛

𝑘𝑡𝑛+𝑚𝑑(𝑦,𝑥)
= 𝑀(𝑦, 𝑥, 𝑡).  

(iv) Akan dibuktikan 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) ≤ 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠); 

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 dan 𝑡, 𝑠 > 0. 

Karena 𝑑 merupakan metrik, maka 𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧). 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) =
𝑘𝑡𝑛

𝑘𝑡𝑛 +𝑚𝑑(𝑥, 𝑦)
∗

𝑘𝑠𝑛

𝑘𝑠𝑛 +𝑚𝑑(𝑦, 𝑧)
 

⁡=
(𝑘𝑡𝑛)(𝑘𝑠𝑛)

(𝑘𝑡𝑛 +𝑚𝑑(𝑥, 𝑦))(𝑘𝑠𝑛 +𝑚𝑑(𝑦, 𝑧))
 

𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) dan 𝑚 > 0, sehingga 

𝑚𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑚𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑚𝑑(𝑦, 𝑧)  

⟺ 𝑘(𝑡 + 𝑠)𝑛 +𝑚𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑘(𝑡 + 𝑠)𝑛 +𝑚𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑚𝑑(𝑦, 𝑧) 

⟺ (𝑘𝑡𝑛)(𝑘𝑠𝑛){𝑘(𝑡 + 𝑠)𝑛 +𝑚𝑑(𝑥, 𝑧)}

≤ (𝑘𝑡𝑛)(𝑘𝑠𝑛){𝑘(𝑡 + 𝑠)𝑛 +𝑚𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑚𝑑(𝑦, 𝑧)} 

= 𝑘(𝑡 + 𝑠)𝑛(𝑘𝑡𝑛)(𝑘𝑠𝑛) + (𝑘𝑡𝑛)(𝑘𝑠𝑛)𝑚𝑑(𝑥, 𝑦)

+ (𝑘𝑡𝑛)(𝑘𝑠𝑛)𝑚𝑑(𝑦, 𝑧) 

≤ 𝑘(𝑡 + 𝑠)𝑛(𝑘𝑡𝑛)(𝑘𝑠𝑛) + (𝑘(𝑡 + 𝑠)𝑛)(𝑘𝑠𝑛)𝑚𝑑(𝑥, 𝑦)

+ (𝑘𝑡𝑛)(𝑘(𝑠 + 𝑡)𝑛)𝑚𝑑(𝑦, 𝑧) 

= 𝑘(𝑡 + 𝑠)𝑛{(𝑘𝑡𝑛)(𝑘𝑠𝑛) + (𝑘𝑠𝑛)𝑚𝑑(𝑥, 𝑦) + (𝑘𝑡𝑛)𝑚𝑑(𝑦, 𝑧)} 
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≤ 𝑘(𝑡 + 𝑠)𝑛{(𝑘𝑡𝑛)(𝑘𝑠𝑛) + (𝑘𝑠𝑛)𝑚𝑑(𝑥, 𝑦) + (𝑘𝑡𝑛)𝑚𝑑(𝑦, 𝑧)

+ 𝑚2𝑑(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑦, 𝑧)} 

= 𝑘(𝑡 + 𝑠)𝑛(𝑘𝑡𝑛 +𝑚𝑑(𝑥, 𝑦))((𝑘𝑠𝑛) + 𝑚𝑑(𝑦, 𝑧)) 

Sehingga  

(𝑘𝑡𝑛)(𝑘𝑠𝑛){𝑘(𝑡 + 𝑠)𝑛 +𝑚𝑑(𝑥, 𝑧)}

≤ 𝑘(𝑡 + 𝑠)𝑛(𝑘𝑡𝑛 +𝑚𝑑(𝑥, 𝑦))((𝑘𝑠𝑛) + 𝑚𝑑(𝑦, 𝑧)). 

⇔
(𝑘𝑡𝑛)(𝑘𝑠𝑛)

(𝑘𝑡𝑛 +𝑚𝑑(𝑥, 𝑦))((𝑘𝑠𝑛) + 𝑚𝑑(𝑦, 𝑧))
≤

𝑘(𝑡 + 𝑠)𝑛

𝑘(𝑡 + 𝑠)𝑛 +𝑚𝑑(𝑥, 𝑧)
 

Akibatnya,  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑦, 𝑧, 𝑠) =
(𝑘𝑡𝑛)(𝑘𝑠𝑛)

(𝑘𝑡𝑛 +𝑚𝑑(𝑥, 𝑦))((𝑘𝑠𝑛) + 𝑚𝑑(𝑦, 𝑧))

≤
𝑘(𝑡 + 𝑠)𝑛

𝑘(𝑡 + 𝑠)𝑛 +𝑚𝑑(𝑥, 𝑧)
= 𝑀(𝑥, 𝑧, 𝑡 + 𝑠) 

(v) Akan dibuktikan  bahwa 𝑀(𝑥, 𝑦,•): (0,∞) → [0,1] kontinu. 

Diketahui 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑘𝑡𝑛

𝑘𝑡𝑛+𝑚𝑑(𝑥,𝑦)
. 

Misalkan 𝑓(𝑡) = 𝑘𝑡𝑛 dan 𝑔(𝑡) = 𝑘𝑡𝑛 +𝑚𝑑(𝑥, 𝑦), maka 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) =

𝑘𝑡𝑛

𝑘𝑡𝑛+𝑚𝑑(𝑥,𝑦)
=

𝑓(𝑡)

𝑔(𝑡)
. 

𝑓(𝑡) = 𝑘𝑡𝑛 > 0 kontinu & 𝑔(𝑡) = 𝑘𝑡𝑛 +𝑚𝑑(𝑥, 𝑦) > 0 kontinu, 

sehingga 
𝑓(𝑡)

𝑔(𝑡)
=

𝑘𝑡𝑛

𝑘𝑡𝑛+𝑚𝑑(𝑥,𝑦)
 kontinu.  

Maka 𝑀(𝑥, 𝑦,•): (0,∞) → [0,1] adalah fungsi kontinu. 

∴ (𝑋,𝑀,∗) adalah ruang metrik fuzzy.     
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Contoh 3.2.2 

(𝑋, 𝑑) adalah suatu ruang metrik dengan 𝑋 = ℝ dan metrik 𝑑 yang didefinisikan 

dengan 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.  

Didefinisikan norm-t kontinu 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 × 𝑏 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] dan 𝑀 adalah 

himpunan fuzzy pada 𝑋 × 𝑋 × [0,∞) dengan fungsi keanggotaan sebagai berikut: 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑘𝑡𝑛

𝑘𝑡𝑛 +𝑚𝑑(𝑥, 𝑦)
 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋,  𝑡 > 0 dan 𝑘,𝑚, 𝑛 ∈ ℕ. Maka (𝑋,𝑀,∗) adalah ruang metrik fuzzy. 

 

Definisi 3.2.3 (Sapena, 2001) 

Misalkan (𝑋, 𝑑) adalah ruang metrik.  

Didefinisikan norm-t kontinu 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 × 𝑏 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] dan 𝑀 himpunan 

fuzzy pada 𝑋 × 𝑋 × (0,∞) dengan fungsi keanggotaan 

𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡 + 𝑑(𝑥, 𝑦)
 

maka (𝑋,𝑀𝑑 ,∗) adalah ruang metrik fuzzy standar.  

Selanjutnya 𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡+𝑑(𝑥,𝑦)
 disebut metrik fuzzy standar yang diinduksi oleh 

metrik 𝑑.  

 

Contoh 3.2.4 

(𝑋, 𝑑) adalah suatu ruang metrik dengan 𝑋 = ℝ dan metrik 𝑑 yang didefinisikan 

dengan 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.   
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Didefinisikan norm-t kontinu 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 × 𝑏 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1]. 

𝑀𝑑 adalah himpunan fuzzy pada 𝑋 × 𝑋 × [0,∞) dengan fungsi keanggotaan yang 

didefinisikan sebagai berikut: 

𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡 + 𝑑(𝑥, 𝑦)
 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋,  𝑡 > 0.  

Maka (𝑋,𝑀𝑑 ,∗) adalah ruang metrik fuzzy standar yang diinduksi oleh metrik 𝑑.  

 

 Teorema 3.2.5 di bawah ini, menjelaskan bagaimana hubungan himpunan 

terbatas (bounded) dari suatu ruang metrik, dengan himpunan F-bounded dalam ruang 

metrik fuzzy yang diinduksi oleh metrik yang terkait. 

 

Teorema 3.2.5 (Sapena 2001) 

Misalkan (𝑋,𝑀𝑑 ,∗) ruang metrik fuzzy yang diinduksi oleh ruang metrik (𝑋, 𝑑) dengan 

𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡+𝑑(𝑥,𝑦)
 untuk setiap , 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑡 > 0, dan 𝐴 himpunan bagian tidak kosong 

dari 𝑋. Maka 𝐴 merupakan himpunan F-bounded di (𝑋,𝑀𝑑 ,∗) jika dan hanya jika 𝐴 

terbatas (bounded) di (𝑋, 𝑑). 

Bukti: 

(⟹) 

Misalkan 𝐴 himpunan bagian tidak kosong dari 𝑋 dan 𝐴 merupakan 

himpunan F-bounded di ruang metrik fuzzy (𝑋,𝑀𝑑 ,∗),  

maka terdapat ⁡𝑡 > 0 dan 0 < 𝑟 < 1⁡sehingga  
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𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡 + 𝑑(𝑥, 𝑦)
> 1 − 𝑟, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 

⟺ 𝑡 > (𝑡 + 𝑑(𝑥, 𝑦))(1 − 𝑟) 

⟺ 𝑡 > 𝑡 − 𝑡𝑟 + 𝑑(𝑥, 𝑦) − 𝑟𝑑(𝑥, 𝑦) 

⟺ 𝑡𝑟 > 𝑑(𝑥, 𝑦)(1 − 𝑟)  

⟺
𝑡𝑟

(1 − 𝑟)
> 𝑑(𝑥, 𝑦) 

Misalkan 𝑀 =
𝑡𝑟

(1−𝑟)
, maka 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑀, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴.  

Jadi 𝐴 merupakan himpunan terbatas di (𝑋, 𝑑). 

(⟸) 

Misalkan 𝐴 himpunan bagian tidak kosong dari 𝑋 dan 𝐴 terbatas di (𝑋, 𝑑), 

maka terdapat bilangan real positif  𝑀 sehingga 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑀,⁡⁡⁡∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴. 

Sehingga 𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡+𝑑(𝑥,𝑦)
≥

𝑡

𝑡+𝑀
. 

Misal 𝑡′ < 𝑡,⁡maka 
𝑡

𝑡+𝑀
>

𝑡′

𝑡′+𝑀
, sehingga 

𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡 + 𝑑(𝑥, 𝑦)
≥

𝑡

𝑡 + 𝑀
>

𝑡′

𝑡′ + 𝑀
 

Misal 1 − 𝑟 =
𝑡′

𝑡′+𝑀
, maka ⁡𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) >

𝑡′

𝑡′+𝑀
= 1 − 𝑟. 

Maka terdapat 𝑟, dengan 0 < 𝑟 < 1, sehingga  

𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) > 1 − 𝑟 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 dan 𝑡 > 0.  

Jadi 𝐴 himpunan F-bounded di (𝑋,𝑀𝑑,∗). 
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C. Topologi dan Ruang Metrik Fuzzy 

Bagian ini menjelaskan pengertian bola terbuka, himpunan terbuka, dan bola 

tertutup di ruang metrik fuzzy. Selain itu, juga dikaji topologi yang diinduksi oleh 

metrik fuzzy.  

1. Bola Terbuka, Bola Tertutup, dan Himpunan Terbuka di Ruang Metrik 

Fuzzy 

Definisi 3.3.1 (V. Gregori, 2009) 

Misalkan (𝑋,𝑀,∗) adalah ruang metrik fuzzy.  

Bola terbuka 𝐵𝑀(𝑥, 𝑟, 𝑡) dengan pusat 𝑥 ∈ 𝑋, jari-jari 𝑟 dengan 0 < 𝑟 < 1, 𝑡 > 0 

didefinisikan sebagai  

𝐵𝑀(𝑥, 𝑟, 𝑡) = {𝑦 ∈ 𝑋 ∶ ⁡𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) > 1 − 𝑟}. 

 

Contoh 3.3.2 

Diketahui ruang metrik fuzzy pada Contoh 3.1.4. Bola terbuka 𝐵𝑀(𝑥, 𝑟, 𝑡) dengan 

pusat 0,5 ∈ 𝑋 dan jari-jari 0,25 dengan ⁡𝑡 = 1 didefinisikan sebagai  

𝐵𝑀(0,5⁡,0,25, 1) = {𝑦 ∈ 𝑋 ∶ ⁡𝑀(0,5⁡, 𝑦, 1) > 0.75}   

  = {𝑦 ∈ 𝑋 ∶ 0,5⁡𝑦 > 0.75} = {𝑦 ∈ 𝑋 ∶ 𝑦 > 0,15}.⁡  

 

Teorema 2.2.8 dalam Bab II menjelaskan bahwa jika dua bola terbuka 

dengan pusat yang sama dalam suatu ruang metrik maka salah satunya merupakan 

himpunan bagian dari yang lain. Sedangkan Teorema 3.3.3 di bawah ini 

menjelaskan jika dua bola terbuka dengan pusat yang sama dalam suatu ruang 

metrik fuzzy maka salah satunya merupakan himpunan bagian dari yang lain. 
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Teorema 3.3.3 (Aphane, 2009) 

Misalkan 𝐵𝑀(𝑥, 𝑟1, 𝑡) dan 𝐵𝑀(𝑥, 𝑟2, 𝑡) adalah dua bola terbuka dengan pusat yang 

sama yaitu 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝑡 > 0 dengan jari-jari masing-masing  

0 < 𝑟1 < 1 dan 0 < 𝑟2 < 1.  

Maka 𝐵𝑀(𝑥, 𝑟1, 𝑡) ⊆ 𝐵𝑀(𝑥, 𝑟2, 𝑡) atau 𝐵𝑀(𝑥, 𝑟2, 𝑡) ⊆ 𝐵𝑀(𝑥, 𝑟1, 𝑡). 

Bukti: 

Diketahui bahwa 0 < 𝑟1 < 1 dan 0 < 𝑟2 < 1. 

i) Jika 𝑟1 = 𝑟2, maka 𝐵𝑀(𝑥, 𝑟1, 𝑡) = 𝐵𝑀(𝑥, 𝑟2, 𝑡), sehingga  

𝐵𝑀(𝑥, 𝑟1, 𝑡) ⊆ 𝐵𝑀(𝑥, 𝑟2, 𝑡) dan 𝐵𝑀(𝑥, 𝑟2, 𝑡) ⊆ 𝐵𝑀(𝑥, 𝑟1, 𝑡). 

ii) Jika 𝑟1 ≠ 𝑟2, maka tanpa mengurangi keumuman diasumsikan  

0 < 𝑟1 < 𝑟2 < 1. Sehingga 1 − 𝑟2 < 1 − 𝑟1.  

Misal 𝑎 ∈ 𝐵𝑀(𝑥, 𝑟1, 𝑡), maka 𝑀(𝑥, 𝑎, 𝑡) > 1 − 𝑟1,  

Akibatnya, 𝑀(𝑥, 𝑎, 𝑡) > 1 − 𝑟2.  

Artinya 𝑎 ∈ 𝐵𝑀(𝑥, 𝑟2, 𝑡), sehingga 𝐵𝑀(𝑥, 𝑟1, 𝑡) ⊆ 𝐵𝑀(𝑥, 𝑟2, 𝑡).  

Selanjutnya dengan mengasumsikan 0 < 𝑟2 < 𝑟1 < 1 dan langkah-langkah 

yang sama dapat dibuktikan bahwa 𝐵𝑀(𝑥, 𝑟2, 𝑡) ⊆ 𝐵𝑀(𝑥, 𝑟1, 𝑡). 

Keterangan: Pembuktian diambil dari Aphane (2009) 

Definisi 3.3.4 (Hakan, 2007) 

Misalkan (𝑋,𝑀,∗) adalah ruang metrik fuzzy.  

Bola tertutup 𝐵𝑀[𝑥, 𝑟, 𝑡] dengan pusat 𝑥 ∈ 𝑋, jari-jari 𝑟 dengan 0 < 𝑟 < 1, 𝑡 > 0 

didefinisikan sebagai  

𝐵𝑀[𝑥, 𝑟, 𝑡] = {𝑦 ∈ 𝑋 ∶ ⁡𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ≥ 1 − 𝑟}. 
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Contoh 3.3.5 

Diketahui ruang metrik fuzzy pada Contoh 3.1.4.  

Bola terbuka 𝐵𝑀[𝑥, 𝑟, 𝑡] dengan pusat 0,5 ∈ 𝑋 dan jari-jari 0,25 dengan ⁡𝑡 = 1 

didefinisikan sebagai  

𝐵𝑀[0,5⁡,0,25, 1] = {𝑦 ∈ 𝑋 ∶ ⁡𝑀(0,5⁡, 𝑦, 1) ≥ 0.75}   

 = {𝑦 ∈ 𝑋 ∶ 0,5⁡𝑦 ≥ 0.75} = {𝑦 ∈ 𝑋 ∶ 𝑦 ≥ 0,15}.⁡  

Konsep himpunan terbuka yang terdapat dalam ruang metrik juga terdapat 

dalam ruang metrik fuzzy yang dijelaskan melalui Definisi 3.3.6 dan Contoh 3.3.7 

di bawah ini. 

Definisi 3.3.6 (Aphane, 2009) 

Misalkan (𝑋,𝑀,∗) adalah suatu ruang metrik fuzzy.  

Suatu himpunan bagian 𝐴 dari 𝑋 disebut terbuka jika untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐴, maka 

terdapat 0 < 𝑟 < 1 dan 𝑡 > 0 sehingga 𝐵𝑀(𝑎, 𝑟, 𝑡) ⊆ 𝐴. 

 

Contoh 3.3.7 

Misalkan (𝑋, 𝑑) adalah suatu ruang metrik dengan metrik 𝑑 adalah metrik diskret. 

Didefinisikan norm-t kontinu 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 × 𝑏 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1]. 

Misalkan 𝑀𝑑 adalah himpunan fuzzy pada 𝑋 × 𝑋 × [0,∞) dengan fungsi 

keanggotaan yang didefinisikan dengan  

𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡+𝑑(𝑥,𝑦)
 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋,  𝑡 > 0.  

Maka (𝑋,𝑀𝑑 ,∗) adalah ruang metrik fuzzy standar yang diinduksi oleh metrik 𝑑.  
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Misalkan 𝐴 = {𝑥} ⊂ 𝑋, maka himpunan 𝐴 terbuka karena  

untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐴, terdapat 0 < 𝑟 =
1

2
< 1 dan 𝑡 = 1 > 0 sehingga 

𝐵𝑀 (𝑎,
1

2
, 1) = {𝑦 ∈ 𝑋 ∶ ⁡𝑀(𝑎, 𝑦, 𝑡) =

1

1 + 𝑑(𝑎, 𝑦)
>
1

2
} ⊆ 𝐴. 

  

2. Topologi yang Diinduksi dari Metrik Fuzzy 

Teorema 2.2.29 dalam Bab II menjelaskan bagaimana suatu metrik dapat 

menginduksi topologi metrik. Hal demikian juga terdapat dalam konsep ruang 

metrik fuzzy yang dijelaskan melalui Teorema 3.3.8 di bawah ini. 

Teorema 3.3.8 (Tirado, 2012) 

Misalkan (𝑋,𝑀,∗) adalah suatu ruang metrik fuzzy. Didefinisikan  

𝜏𝑀 = {𝐴 ⊂ 𝑋 ∶ 𝑥 ∈ 𝐴⁡ ⟺ ∃𝑡 > 0⁡&⁡∃𝑟, 0 < 𝑟 < 1, 𝑠𝑒ℎ𝑖𝑛𝑔𝑔𝑎⁡𝐵𝑀(𝑥, 𝑟, 𝑡) ⊆ 𝐴⁡}. 

Maka 𝜏𝑀 adalah suatu topologi pada 𝑋. 

Bukti: 

(i) Jelas bahwa ∅ ∈ 𝜏𝑀 dan 𝑋 ∈ 𝜏𝑀. 

(ii) Misalkan 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, … , 𝐴𝑖 ∈ 𝜏𝑀 dan 𝑈 = ⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 .  

Akan ditunjukkan bahwa 𝑈 ∈ 𝜏𝑀. 

Misalkan 𝑎 ∈ ⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 , maka 𝑎 ∈ 𝐴𝑖 untuk suatu 𝑖 ∈ 𝐼.  

Karena 𝐴𝑖 ∈ 𝜏𝑀, maka terdapat  

𝑡 > 0⁡𝑑𝑎𝑛⁡⁡0 < 𝑟 < 1, 𝑠𝑒𝑑𝑒𝑚𝑖𝑘𝑖𝑎𝑛⁡𝑠𝑒ℎ𝑖𝑛𝑔𝑔𝑎⁡𝐵𝑀(𝑎, 𝑟, 𝑡) ⊆ 𝐴𝑖.  

Sehingga 𝐵𝑀(𝑎, 𝑟, 𝑡) ⊆ 𝐴𝑖 ⊆ ⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 = 𝑈. Jadi 𝑈 ∈ 𝜏𝑀. 
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(iii) Misalkan 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, … , 𝐴𝑖 ∈ 𝜏𝑀 dan 𝑉 = ⋂ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 .  

 Akan ditunjukkan bahwa 𝑉 ∈ 𝜏𝑀.   

Misalkan 𝑎 ∈ ⋂ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 , maka 𝑎 ∈ 𝐴𝑖 untuk setiap 𝑖 ∈ 𝐼.  

Sehingga untuk setiap  𝑖 ∈ 𝐼 terdapat 

𝑡𝑖 > 0⁡𝑑𝑎𝑛⁡⁡0 < 𝑟𝑖 < 1, 𝑠𝑒𝑑𝑒𝑚𝑖𝑘𝑖𝑎𝑛⁡𝑠𝑒ℎ𝑖𝑛𝑔𝑔𝑎⁡𝐵𝑀(𝑎, 𝑟𝑖, 𝑡𝑖) ⊆ 𝐴𝑖.  

Misalkan 𝑟 = min{𝑟𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} dan 𝑡 = min{𝑡𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼}.  

Sehingga 𝑟 < 𝑟𝑖 dan 1 − 𝑟 ≥ 1 − 𝑟𝑖 untuk setiap 𝑖 ∈ 𝐼.   

Akibatnya 𝐵𝑀(𝑎, 𝑟, 𝑡) ⊆ 𝐴𝑖  untuk setiap 𝑖 ∈ 𝐼.  

Sehingga 𝐵𝑀(𝑎, 𝑟, 𝑡) ⊆ ⋂ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 = 𝑉.  

Jadi 𝑉 ∈ 𝜏𝑀.  

Jadi, terbukti bahwa 𝜏𝑀 adalah suatu topologi pada 𝑋.  

Keterangan: Pembuktian diambil dari Aphane (2009) 

 

Selanjutnya, kaitan antara topologi yang diinduksi oleh suatu metrik dan 

topologi yang diinduksi oleh metrik fuzzy standar akan dijelaskan melalui teorema 

3.3.9 di bawah ini. 

 

Teorema 3.3.9 (Tirado, 2012) 

Misalkan (𝑋, 𝑑) suatu ruang metrik dan 𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡+𝑑(𝑥,𝑦)
 adalah metrik fuzzy 

standar pada 𝑋. Maka topologi 𝜏𝑑 yang diinduksi oleh metrik 𝑑 dan topologi 𝜏𝑀𝑑
 

yang diinduksi oleh metrik fuzzy 𝑀𝑑 adalah sama, yaitu 𝜏𝑑 = 𝜏𝑀𝑑
. 

Bukti: 
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(i) Akan ditunjukkan bahwa menunjukkan bahwa 𝜏𝑑 ⊆ 𝜏𝑀𝑑
. 

Misal 𝐴 ∈ 𝜏𝑑, maka terdapat 𝜀 > 0 sehingga  

𝐵𝑑(𝑥, 𝜀) = {𝑦 ∈ 𝑋 ∶ ⁡𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜀} ⊆ 𝐴, untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐴.  

Misal 𝑡′ > 𝑡,⁡ maka  

𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡 + 𝑑(𝑥, 𝑦)
≥

𝑡

𝑡 + 𝜀
>

𝑡′

𝑡′ + 𝜀
. 

Misal 1 − 𝑟 =
𝑡′

𝑡′+𝜀
, maka 𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) > 1 − 𝑟.  

Artinya, untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐴, terdapat 𝑟, dengan 0 < 𝑟 < 1 dan 𝑡 > 0 

sehingga 𝐵𝑀𝑑
(𝑥, 𝑟, 𝑡) ⊆ 𝐴. Akibatnya 𝐴 ∈ 𝜏𝑀𝑑

.  

Hal ini menunjukkan bahwa 𝜏𝑑 ⊆ 𝜏𝑀𝑑
.  

(ii) Akan ditunjukkan bahwa menunjukkan bahwa 𝜏𝑀𝑑
⊆ 𝜏𝑑. 

Misalkan 𝐴 ∈ 𝜏𝑀𝑑
, maka terdapat 0 < 𝑟 < 1 dan 𝑡 > 0 sehingga 

𝐵𝑀𝑑
(𝑥, 𝑟, 𝑡) = {𝑦 ∈ 𝑋 ∶ ⁡𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) > 1 − 𝑟} ⊆ 𝐴 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐴.  

𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡+𝑑(𝑥,𝑦)
> 1 − 𝑟  

⟺ 𝑡 > (1 − 𝑟)𝑡 + (1 − 𝑟)𝑑(𝑥, 𝑦)  

 ⟺ 𝑑(𝑥, 𝑦) <
𝑟𝑡

1−𝑟
 

Misalkan 𝜀 =
𝑟𝑡

1−𝑟
, maka 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝜀.  

Artinya, untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐴, terdapat 𝜀 > 0 sehingga 𝐵𝑑(𝑥, 𝜀) ⊆ 𝐴.  

Akibatnya 𝐴 ∈ 𝜏𝑑. Hal ini menunjukkan bahwa 𝜏𝑀𝑑
⊆ 𝜏𝑑. 

Karena 𝜏𝑑 ⊆ 𝜏𝑀𝑑
 dan 𝜏𝑀𝑑

⊆ 𝜏𝑑 maka 𝜏𝑑 = 𝜏𝑀𝑑
.  

Keterangan: Pembuktian diambil dari Aphane (2009) 
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3. Hubungan Ruang Metrik Fuzzy dan Ruang Hausdorff 

Definisi 2.2.29 menjelaskan pengertian ruang Hausdorff, sedangkan 

Teorema 2.2.30 menjelaskan bahwa setiap ruang metrik merupakan ruang 

Hausdorff. Selanjutnya, Teorema 3.3.10 di bawah ini menjelaskan bahwa setiap 

ruang metrik fuzzy juga merupakan ruang Hausdorff. 

Teorema 3.3.10 (Hakan, 2007) 

Setiap ruang metrik fuzzy merupakan ruang Hausdorff. 

Bukti: 

Misalkan (𝑋,𝑀,∗) adalah suatu ruang metrik fuzzy dan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dengan 𝑥 ≠ 𝑦. 

Maka 0 < 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) < 1. Misalkan 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑟, untuk suatu 𝑟 ∈ (0,1).  

Untuk setiap 𝑟0 dengan 𝑟 < 𝑟0 < 1, terdapat 𝑟1 sehingga 𝑟1 ∗ 𝑟1 ≥ 𝑟0.  

Selanjutnya diketahui dua bola terbuka 𝐵𝑀(𝑥, 1 − 𝑟1⁡,
t

2
) dan 𝐵𝑀(𝑦, 1 − 𝑟1⁡,

t

2
).  

Andaikan terdapat 𝑧 ∈ 𝐵𝑀 (𝑥, 1 − 𝑟1⁡,
t

2
) ∩ 𝐵𝑀 (𝑦, 1 − 𝑟1⁡,

t

2
),  

maka 𝑀(𝑥, 𝑧,
𝑡

2
) > 𝑟1 dan 𝑀(𝑧, 𝑦,

𝑡

2
) > 𝑟1.  

Berdasarkan definisi ruang metrik fuzzy, jelas bahwa  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ≥ 𝑀 (𝑥, 𝑧,
𝑡

2
) ∗ 𝑀 (𝑧, 𝑦,

𝑡

2
). 

Sehingga 𝑟 = 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) ≥ 𝑀 (𝑥, 𝑧,
𝑡

2
) ∗ 𝑀 (𝑧, 𝑦,

𝑡

2
) > 𝑟1 ∗ 𝑟1 ≥ 𝑟0 > 𝑟. 

Akibatnya terjadi kontradiksi, sehingga tidak terdapat  

𝑧 ∈ 𝐵𝑀 (𝑥, 1 − 𝑟1⁡,
t

2
) ∩ 𝐵𝑀 (𝑦, 1 − 𝑟1⁡,

t

2
) atau  

𝐵𝑀 (𝑥, 1 − 𝑟1⁡,
t

2
) ∩ 𝐵𝑀 (𝑦, 1 − 𝑟1⁡,

t

2
) = ∅. 

Jadi (𝑋,𝑀,∗) merupakan ruang Hausdorff. 

Keterangan: Langkah-langkah pembuktian diambil dari Aphane (2009) 
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D. Kekonvergenan dan Kelengkapan di Ruang Metrik Fuzzy  

Kekonvergenan dan kelengkapan di ruang metrik telah dijelaskan oleh penulis 

dalam Bab II. Selanjutnya, kekonvergenan dan kelengkapan di ruang metrik fuzzy akan 

dijelaskan dalam Sub-bab D ini.  

Bagian awal Sub-bab D membahas pengertian, contoh dan teorema yang 

berlaku terkait barisan konvergen, barisan Cauchy dan kelengkapan ruang metrik fuzzy 

secara umum. Selanjutnya akan dijelaskan pengertian, contoh dan teorema yang 

berlaku terkait barisan konvergen, barisan Cauchy dan kelengkapan ruang metrik fuzzy 

yang lebih khusus yang diperkenalkan oleh V. Gregori, A. Lopez-Crevillen, S. 

Morillas, A. Sapena pada tahun 2009 melalui hasil penelitiannya yang berjudul On 

convergence in fuzzy metric spaces. 

1. Barisan Konvergen di Ruang Metrik Fuzzy 

Definisi 3.4.1 (V. Gregori, 2009) 

Misalkan (𝑋,𝑀,∗) adalah suatu ruang metrik fuzzy. Maka suatu barisan {𝑥𝑛}  

konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 jika untuk setiap 𝜀 > 0 dan 𝑡 > 0, terdapat 𝑛0 ∈ ℕ 

sedemikian sehingga, 

𝑀(𝑥𝑛, 𝑥, 𝑡) > 1 − 𝜀,⁡⁡⁡⁡∀𝑛 ≥ 𝑛0. 

Suatu barisan {𝑥𝑛} di ruang metrik (𝑋,𝑀,∗) konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 ditulis 

dengan 𝑥𝑛 → 𝑥 atau lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛, 𝑥, 𝑡) = 1, ∀𝑡 > 0.  



50 
 

Contoh 3.4.2 

Misalkan diketahui ruang metrik fuzzy (𝑋,𝑀𝑑 ,∗) dengan  

𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡+𝑑(𝑥,𝑦)
 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝑡 > 0 dan  

norm-t kontinu 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 × 𝑏 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1]. 

Misal 𝑋 = ℝ+ ∪ {0} dengan metrik yang didefinisikan dengan 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|.  

Maka barisan {𝑥𝑛} =
1

𝑛+1
 konvergen ke 0 ∈ 𝑋 di ruang metrik (𝑋, 𝑑).  

Sehingga lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 0) = 0.  

Akibatnya untuk setiap 𝑡 > 0, 

lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛, 0, 𝑡) = lim
𝑛→∞

𝑡

𝑡 + 𝑑(𝑥𝑛, 0)
=

lim
𝑛→∞

𝑡

lim
𝑛→∞

𝑡 + lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 0)
=

𝑡

𝑡 + 0
= 1 

Jadi barisan {𝑥𝑛} konvergen ke 0 di ruang metrik fuzzy (𝑋,𝑀𝑑 ,∗). 

 

Teorema 3.4.3 di bawah ini, menjelaskan bagaimana kaitan antara 

kekonvergenan suatu barisan di suatu ruang metrik dan di ruang metrik fuzzy yang 

diinduksi oleh metrik tersebut. 

 

Teorema 3.4.3 (M. Ashar, dkk., 2012) 

Misal {𝑥𝑛} adalah suatu barisan di ruang metrik (𝑋, 𝑑), maka barisan {𝑥𝑛} adalah 

barisan konvergen di (𝑋, 𝑑) jika dan hanya jika {𝑥𝑛} barisan konvergen di 

(𝑋,𝑀𝑑 ,∗) dengan 𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡+𝑑(𝑥,𝑦)
, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑡 > 0. 
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Bukti: 

(⟹)  

Misal {𝑥𝑛} adalah suatu barisan konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 di ruang metrik (𝑋, 𝑑), 

maka lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = 0. Sehingga, 

lim
𝑛→∞

𝑀𝑑(𝑥𝑛, 𝑥, 𝑡) = lim
𝑛→∞

𝑡

𝑡 + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥)
=

lim
𝑛→∞

𝑡

lim
𝑛→∞

𝑡 + lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥)
=

𝑡

𝑡 + 0
= 1 

Akibatnya, barisan {𝑥𝑛} konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 di (𝑋,𝑀𝑑 ,∗). 

(⟸)  

Misal {𝑥𝑛} barisan yang konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 di (𝑋,𝑀𝑑 ,∗) dengan  

𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡+𝑑(𝑥,𝑦)
, maka lim

𝑛→∞
𝑀𝑑(𝑥𝑛, 𝑥, 𝑡) = 1  

⟺ lim
𝑛→∞

𝑡

𝑡 + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥)
=

lim
𝑛→∞

𝑡

lim
𝑛→∞

𝑡 + lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥)
=

𝑡

𝑡 + lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥)
= 1 

⟺ lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = 0 

Akibatnya barisan {𝑥𝑛} adalah barisan yang konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 di (𝑋, 𝑑). 

2. Barisan Cauchy di Ruang Metrik Fuzzy 

Definisi 3.4.4 di bawah ini akan menjelaskan pengertian barisan Cauchy 

dalam suatu ruang metrik fuzzy. 

Definisi 3.4.4 (Sapena, 2001) 

Suatu barisan {𝑥𝑛} di suatu ruang metrik fuzzy (𝑋,𝑀,∗) merupakan barisan Cauchy 

jika untuk setiap 𝜀 ∈ (0,1), 𝑡 > 0, terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sedemikian sehingga, 

𝑀(𝑥𝑛, 𝑥𝑚, 𝑡) > 1 − 𝜀,⁡⁡⁡⁡∀𝑛,𝑚 ≥ 𝑛0. 
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Contoh 3.4.5 

Misalkan diketahui ruang metrik fuzzy (𝑋,𝑀𝑑 ,∗) dengan 𝑋 = ℝ+ ∪ {0},  

𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|, 𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡+𝑑(𝑥,𝑦)
 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝑡 > 0,  dan  

norm-t kontinu 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 × 𝑏 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1]. 

Maka barisan {𝑥𝑛} =
1

𝑛
 merupakan barisan Cauchy di ruang metrik (𝑋, 𝑑), sebab 

untuk setiap 𝜀 > 0, maka terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sedemikian sehingga 𝑛0 >
2

𝜀
. 

Jika 𝑛,𝑚 ≥ 𝑛0 maka 
1

𝑛
≤

1

𝑛0
 dan 

1

𝑚
≤

1

𝑛0
.  

Sehingga untuk setiap 𝑛,𝑚 ≥ 𝑛0 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = |
1

𝑛
−
1

𝑚
| =

1

𝑛
+
1

𝑚
<

2

𝑛0
< 𝜀 

Artinya lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 0.  

Akibatnya, 

lim
𝑛→∞

𝑀𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚, 𝑡) = lim
𝑛→∞

𝑡

𝑡 + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)
=

lim
𝑛→∞

𝑡

lim
𝑛→∞

𝑡 + lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)
 

⁡=
𝑡

𝑡 + 0
= 1,⁡⁡⁡∀𝑛,𝑚 ≥ 𝑛0 

Jadi barisan {𝑥𝑛} merupakan barisan Cauchy di ruang metrik fuzzy (𝑋,𝑀𝑑 ,∗). 

 

Teorema 3.4.6 di bawah ini, menjelaskan bagaimana kaitan antara suatu 

barisan Cauchy di suatu ruang metrik dan di ruang metrik fuzzy yang diinduksi 

oleh metrik tersebut. 
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Teorema 3.4.6 (Sapena, 2001) 

Misal {𝑥𝑛} adalah suatu barisan di ruang metrik (𝑋, 𝑑), maka barisan {𝑥𝑛} adalah 

barisan Cauchy di (𝑋, 𝑑) jika dan hanya jika {𝑥𝑛} barisan Cauchy di (𝑋,𝑀𝑑,∗) 

dengan 𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡+𝑑(𝑥,𝑦)
, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑡 > 0. 

Bukti: 

(⟹)  

Misal {𝑥𝑛} adalah suatu barisan Cauchy di ruang metrik (𝑋, 𝑑), maka 

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 0⁡⁡⁡⁡∀𝑛,𝑚 ≥ 𝑛0 

Sehingga, 

lim
𝑛→∞

𝑀𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚, 𝑡) = lim
𝑛→∞

𝑡

𝑡 + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)
=

lim
𝑛→∞

𝑡

lim
𝑛→∞

𝑡 + lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)
=

𝑡

𝑡 + 0
= 1 

Akibatnya, barisan {𝑥𝑛} adalah barisan Cauchy di (𝑋,𝑀𝑑 ,∗). 

(⟸)  

Misal {𝑥𝑛} barisan Cauchy di (𝑋,𝑀𝑑 ,∗) dengan 𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡+𝑑(𝑥,𝑦)
, maka 

lim
𝑛→∞

𝑀𝑑(𝑥𝑛, 𝑥, 𝑡) = 1 

⟺ lim
𝑛→∞

𝑡

𝑡 + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)
= 1 

⟺
lim
𝑛→∞

𝑡

lim
𝑛→∞

𝑡 + lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)
=

𝑡

𝑡 + lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)
= 1 

⟺ lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 0 

Akibatnya barisan {𝑥𝑛} adalah barisan Cauchy di (𝑋, 𝑑). 
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3. Hubungan Barisan Konvergen dan Barisan Cauchy di Ruang Metrik 

Fuzzy 

 Teorema 2.3.7 menjelaskan bahwa barisan {𝑥𝑛} yang konvergen dalam suatu 

ruang metrik (𝑋, 𝑑) merupakan⁡barisan Cauchy. Sifat tersebut juga berlaku dalam 

ruang metrik fuzzy, yang akan dijelaskan melalui Teorema 3.4.7 di bawah ini. 

Teorema 3.4.7 (M. Ashar, dkk., 2012) 

Misalkan (𝑋,𝑀,∗) suatu ruang metrik fuzzy.  

Jika barisan {𝑥𝑛} ⊂ 𝑋 adalah barisan konvergen di (𝑋,𝑀,∗) maka {𝑥𝑛} merupakan 

barisan Cauchy di (𝑋,𝑀,∗). 

Bukti: 

Misalkan {𝑥𝑛} barisan konvergen ke 𝑥, maka untuk setiap 𝑡 > 0 berlaku  

lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛, 𝑥,
𝑡

2
) = 1. 

Akibatnya, untuk setiap 𝑝 ∈ ℕ dan 𝑡 > 0 berlaku 

lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥,
𝑡

2
) = 1 

Selanjutnya diperoleh  

lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥𝑛, 𝑡) ≥ lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥,
𝑡

2
) ∗ lim

𝑛→∞
𝑀(𝑥𝑛, 𝑥,

𝑡

2
) = 1 ∗ 1 = 1. 

Karena 𝑀(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥𝑛, 𝑡) ≤ 1, akibatnya lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥𝑛, 𝑡) ≤ 1,  

sehingga diperoleh lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥𝑛, 𝑡) = 1. 

Jadi {𝑥𝑛} merupakan barisan Cauchy. 
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4. Ruang Metrik Fuzzy Lengkap 

Konsep ruang metrik lengkap yang dibahas dalam ruang metrik juga terdapat 

dalam ruang metrik fuzzy yang dijelaskan melalui Definisi 3.4.8 di bawah ini. 

 

Definisi 3.4.8 (V. Gregori, dkk. 2009) 

Suatu ruang metrik fuzzy disebut lengkap jika untuk setiap barisan Cauchy {𝑥𝑛} 

maka {𝑥𝑛} merupakan barisan konvergen di ruang metrik fuzzy. 

 

Contoh 3.4.9 (M. Ashar, dkk., 2012) 

(𝑋,𝑀𝑑 ,∗) dengan 𝑋 = ℝ, 𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡+𝑑(𝑥,𝑦)
 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝑡 > 0 

dan norm-t kontinu 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 × 𝑏 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] merupakan suatu 

ruang metrik fuzzy lengkap.  

Penjelasan: 

Contoh 2.3.10 menjelaskan bahwa (ℝ, 𝑑) dengan 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| untuk setiap 

𝑥, 𝑦 ∈ ℝ merupakan ruang metrik lengkap. Artinya, setiap barisan Cauchy di 

(ℝ, 𝑑) merupakan barisan konvergen.  

(𝑋,𝑀𝑑 ,∗) merupakan ruang metrik fuzzy  yang diinduksi oleh ruang metrik (ℝ, 𝑑). 

Teorema 3.4.3 menjelaskan bahwa barisan {𝑥𝑛} konvergen di (𝑋, 𝑑) jika dan 

hanya jika {𝑥𝑛} barisan konvergen di (𝑋,𝑀𝑑,∗). Teorema 3.4.6 menjelaskan 

bahwa barisan {𝑥𝑛} merupakan barisan Cauchy di (𝑋, 𝑑) jika dan hanya jika {𝑥𝑛} 

barisan Cauchy di (𝑋,𝑀𝑑 ,∗).  
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Berdasarkan kedua teorema tersebut selanjutnya dapat disimpulkan bahwa apabila 

{𝑥𝑛} barisan Cauchy di (𝑋,𝑀𝑑 ,∗) maka {𝑥𝑛} barisan konvergen di (𝑋,𝑀𝑑 ,∗). 

Sehingga (𝑋,𝑀𝑑 ,∗) merupakan ruang metrik fuzzy lengkap. 

 

5. Barisan 𝒑 −konvergen, Barisan 𝒑 −Cauchy, dan Ruang Metrik Fuzzy 

𝒑 −lengkap 

V. Gregori, A. Lopez-Crevillen, S. Morillas, A. Sapena pada tahun 2009 

memperkenalkan pengembangan konsep kekonvergenan dan kelengkapan di 

ruang metrik fuzzy melalui hasil penelitiannya yang berjudul On convergence in 

fuzzy metric spaces. Pengembangan tersebut dilakukan dengan mengubah syarat 

barisan konvergen dan barisan Cauchy yang semula untuk setiap 𝑡 > 0 menjadi 

untuk suatu 𝑡0 > 0. Sehingga kemudian muncul istilah barisan 𝑝 −konvergen, 

barisan 𝑝 −Cauchy, dan ruang metrik fuzzy 𝑝 −lengkap yang akan dijelaskan 

pengertian dan sifat-sifatnya melalui definisi dan teorema berikut. 

Definisi 3.4.10 (V. Gregori, dkk. 2009) 

Misalkan (𝑋,𝑀,∗) adalah suatu ruang metrik fuzzy. Suatu barisan {𝑥𝑛} di 𝑋 disebut  

konvergen titik (point convergent) ke 𝑥0 ∈ 𝑋 jika untuk setiap 𝜀 > 0 dan suatu 

𝑡0 > 0, terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sedemikian sehingga 𝑀(𝑥𝑛, 𝑥0, 𝑡0) > 1 − 𝜀,⁡⁡⁡⁡∀𝑛 ≥ 𝑛0. 

Sehingga, misalkan (𝑋,𝑀,∗) adalah suatu ruang metrik fuzzy. Suatu 

barisan {𝑥𝑛} di 𝑋 yang konvergen titik (point convergent) ke 𝑥0 ∈ 𝑋 untuk suatu 

𝑡0 > 0 ditulis dengan {𝑥𝑛} 𝑝 −konvergen ke 𝑥0 untuk 𝑡0 > 0  
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Contoh 3.4.11 (V. Gregori, dkk. 2009) 

Misal {𝑥𝑛} ⊂ (0,1) barisan yang monoton naik konvergen ke 1 di ruang metrik 

(ℝ, 𝑑) dan 𝑋 = {𝑥𝑛} ∪ {1}.  

Misal 𝑀 adalah himpunan fuzzy pada 𝑋 × 𝑋 × ℝ+ dengan fungsi keanggotaan 

yang didefinisikan sebagai berikut:  

𝑀(𝑥, 𝑥, 𝑡) = 1 untuk setiap  𝑥 ∈ 𝑋, 𝑡 > 0;  

𝑀(𝑥𝑛, 𝑥𝑚, 𝑡) = min{𝑥𝑛, 𝑥𝑚} untuk setiap  𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑡 > 0; dan  

𝑀(𝑥𝑛, 1, 𝑡) = 𝑀(1, 𝑥𝑛, 𝑡) = min{𝑥𝑛, 𝑡} untuk setiap  𝑛 ∈ ℕ, 𝑡 > 0.  

Maka (𝑋,𝑀,∗) adalah ruang metrik fuzzy, dengan 𝑎 ∗ 𝑏 = min{𝑎, 𝑏}.  

Barisan {𝑥𝑛} tidak konvergen di ruang metrik fuzzy (𝑋,𝑀,∗), sebab 

lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛, 1,
1

2
⁡) =

1

2
.  

Namun, barisan {𝑥𝑛} 𝑝 −konvergen ke 1, sebab lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛, 1, 𝑡) = 1. 

 

Teorema 3.4.12 (V. Gregori, dkk. 2009) 

Misalkan (𝑋,𝑀,∗) adalah suatu ruang metrik fuzzy. Suatu barisan {𝑥𝑛} di 𝑋 

merupakan barisan 𝑝 −konvergen jika terdapat 𝑥0 ∈ 𝑋 dan 𝑡0 > 0 sehingga {𝑥𝑛} 

berada di 𝐵𝑀(𝑥0, 𝑟, 𝑡0) untuk setiap 𝑟 ∈ (0,1). 

Bukti: 

Misalkan 𝑥0 ∈ 𝑋 dan 𝑡0 > 0 sehingga {𝑥𝑛} berada di 𝐵𝑀(𝑥0, 𝑟, 𝑡0), ∀𝑟 ∈ (0,1).  

Maka 𝑀(𝑥⁡0, 𝑥𝑛, 𝑡0) > 1 − 𝑟, sehingga 𝑀(𝑥𝑛, 𝑥0, 𝑡0) > 1 − 𝑟. 

Akibatnya barisan {𝑥𝑛} 𝑝 −konvergen ke 𝑥0 untuk suatu 𝑡0 > 0. 
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Berdasarkan definisi kekonvergenan di ruang metrik fuzzy, maka jelas 

bahwa {𝑥𝑛} di 𝑋 konvergen ke 𝑥0 jika dan hanya jika {𝑥𝑛} 𝑝 −konvergen ke 𝑥0 

untuk setiap 𝑡 > 0. Selain itu, jika {𝑥𝑛} di 𝑋 𝑝 −konvergen ke 𝑥0 dan  {𝑥𝑛} 

merupakan barisan konvergen, maka {𝑥𝑛} konvergen ke 𝑥0.  

Definisi 3.4.13 (V. Gregori, dkk. 2009) 

Misal (𝑋,𝑀,∗) suatu ruang metrik fuzzy. Barisan {𝑥𝑛} di 𝑋 disebut 𝑝 −Cauchy jika 

untuk setiap 𝜀 > 0 dan suatu 𝑡0 > 0, terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sedemikian sehingga, 

𝑀(𝑥𝑛, 𝑥𝑚, 𝑡0) > 1 − 𝜀,⁡⁡⁡⁡∀𝑛,𝑚 ≥ 𝑛0. 

Sehingga, misalkan (𝑋,𝑀,∗) ruang metrik fuzzy. Barisan {𝑥𝑛} di 𝑋 yang 

𝑝 −Cauchy untuk suatu 𝑡0 > 0 ditulis dengan {𝑥𝑛} 𝑝 −Cauchy untuk 𝑡0 > 0 atau 

{𝑥𝑛} 𝑝 −Cauchy. 

Contoh 3.4.14 (V. Gregori, dkk. 2009)  

Misalkan {𝑥𝑛} ⊂ (0,1) barisan yang monoton naik konvergen ke 1 di ruang metrik 

(ℝ, 𝑑) dan 𝑋 = {𝑥𝑛} ∪ {1}.  

Misalkan 𝑀 adalah himpunan fuzzy pada 𝑋 × 𝑋 × ℝ+ dengan fungsi keanggotaan 

yang didefinisikan sebagai berikut:  

𝑀(𝑥, 𝑥, 𝑡) = 1 untuk setiap  𝑥 ∈ 𝑋, 𝑡 > 0;  

𝑀(𝑥𝑛, 𝑥𝑚, 𝑡) = min{𝑥𝑛, 𝑥𝑚} untuk setiap  𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑡 > 0; dan  

𝑀(𝑥𝑛, 1, 𝑡) = 𝑀(1, 𝑥𝑛, 𝑡) = min{𝑥𝑛, 𝑡} untuk setiap  𝑛 ∈ ℕ, 𝑡 > 0.  

Maka (𝑋,𝑀,∗) adalah ruang metrik fuzzy, dengan 𝑎 ∗ 𝑏 = min{𝑎, 𝑏}.  

Barisan {𝑥𝑛} merupakan barisan 𝑝 −Cauchy, sebab lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛, 𝑥𝑚, 𝑡) = 1.   
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Berdasarkan definisi barisan Cauchy di ruang metrik fuzzy, maka jelas 

bahwa suatu barisan {𝑥𝑛} di 𝑋 merupakan barisan Cauchy jika dan hanya jika 

barisan {𝑥𝑛} 𝑝 −Cauchy untuk setiap 𝑡 > 0.  

Setelah pengertian barisan 𝑝 −konvergen dan barisan 𝑝 −Cauchy 

dijelaskan, maka selanjutnya akan dijelaskan pengertian ruang metrik fuzzy 

𝑝 −lengkap melalui Definisi 3.4.15 di bawah ini. 

 

Definisi 3.4.15 (V. Gregori, dkk. 2009) 

Suatu ruang metrik fuzzy (𝑋,𝑀,∗) disebut ruang metrik fuzzy 𝑝 −lengkap jika 

setiap barisan 𝑝 −Cauchy di 𝑋 merupakan barisan 𝑝 −konvergen pada suatu titik 

di 𝑋. 

 

Contoh 3.4.16 (V. Gregori, dkk. 2009) 

Misal {𝑥𝑛} ⊂ (0,1) barisan yang monoton naik konvergen ke 1 di ruang metrik 

(ℝ, 𝑑) dan 𝑋 = {𝑥𝑛} ∪ {1}.  

Misalkan 𝑀 adalah himpunan fuzzy pada 𝑋 × 𝑋 × ℝ𝑛 dengan fungsi keanggotaan 

yang didefinisikan sebagai berikut:  

𝑀(𝑥, 𝑥, 𝑡) = 1 untuk setiap  𝑥 ∈ 𝑋, 𝑡 > 0;  

𝑀(𝑥𝑛, 𝑥𝑚, 𝑡) = min{𝑥𝑛, 𝑥𝑚} untuk setiap  𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑡 > 0; dan  

𝑀(𝑥𝑛, 1, 𝑡) = 𝑀(1, 𝑥𝑛, 𝑡) = min{𝑥𝑛, 𝑡} untuk setiap  𝑛 ∈ ℕ, 𝑡 > 0.  

Maka (𝑋,𝑀,∗) adalah ruang metrik fuzzy, dengan 𝑎 ∗ 𝑏 = min{𝑎, 𝑏}.  
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Karena lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛, 𝑥𝑚, 𝑡) = 1 untuk setiap 𝑡 > 0, maka jelas bahwa {𝑥𝑛} 

merupakan barisan Cauchy. Namun karena {𝑥𝑛} tidak konvergen, akibatnya 

(𝑋,𝑀,∗) bukan ruang metrik fuzzy lengkap.  

Namun akan ditunjukkan bahwa (𝑋,𝑀,∗) merupakan ruang metrik fuzzy 

𝑝 −lengkap.  

Misalkan {𝑥𝑛} adalah barisan 𝑝 −Cauchy di 𝑋.  

Maka {𝑥𝑛} merupakan barisan yang konvergen ke 1.  

Selanjutnya lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛, 1,1) = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = ⁡1, sehingga {𝑥𝑛} 𝑝 −konvergen ke 1. 

Jadi (𝑋,𝑀,∗) adalah ruang metrik fuzzy 𝑝 −lengkap. 
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BAB IV 

KEKONVERGENAN DAN KELENGKAPAN  

DI RUANG METRIK FUZZY  

 

Kekonvergenan dan kelengkapan di ruang metrik biasa telah dijelaskan dalam 

Bab II. Selanjutnya, kekonvergenan dan kelengkapan di ruang metrik fuzzy akan 

dijelaskan oleh penulis dalam Bab IV. Bagian awal Bab IV membahas pengertian, 

contoh dan teorema yang berlaku terkait barisan konvergen, barisan Cauchy dan 

kelengkapan ruang metrik fuzzy secara umum. Selanjutnya membahas pengertian, 

contoh dan teorema yang berlaku terkait barisan konvergen, barisan Cauchy dan 

kelengkapan ruang metrik fuzzy yang lebih khusus yang diperkenalkan oleh V. Gregori, 

A. Lopez-Crevillen, S. Morillas, A. Sapena pada tahun 2009 melalui hasil 

penelitiannya yang berjudul On convergence in fuzzy metric spaces. 

 

Definisi 4.1.1 (Aphane, 2009) 

Misalkan (𝑋, 𝑀,∗) adalah suatu ruang metrik fuzzy. Maka suatu barisan {𝑥𝑛}  

konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 jika untuk setiap 𝜀 > 0 dan 𝑡 > 0, terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sedemikian 

sehingga, 

𝑀(𝑥𝑛, 𝑥, 𝑡) > 1 − 𝜀,    ∀𝑛 ≥ 𝑛0. 

Suatu barisan {𝑥𝑛} di ruang metrik (𝑋, 𝑀,∗) konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 ditulis dengan 

𝑥𝑛 → 𝑥 atau lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛, 𝑥, 𝑡) = 1, ∀𝑡 > 0.  
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Contoh 4.1.2 (Aphane, 2009) 

(𝑋, 𝑀,∗) dengan 𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡+𝑑(𝑥,𝑦)
 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝑡 > 0 dan norm-t 

kontinu 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 × 𝑏 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] adalah suatu ruang metrik fuzzy. Misal 

𝑋 = ℝ+ ∪ {0} dengan metrik yang didefinisikan dengan 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|. Maka 

barisan {𝑥𝑛} =
1

𝑛
 konvergen ke 0 ∈ 𝑋. Sehingga lim

𝑛→∞
𝑑(𝑥𝑛, 0) = 0. Akibatnya untuk 

setiap 𝑡 > 0, 

lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛, 0, 𝑡) = lim
𝑛→∞

𝑡

𝑡 + 𝑑(𝑥𝑛, 0)
=

lim
𝑛→∞

𝑡

lim
𝑛→∞

𝑡 + lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 0)
=

𝑡

𝑡 + 0
= 1 

Jadi barisan {𝑥𝑛} konvergen ke 0. 

 

Teorema 4.1.3 (Aphane, 2009) 

Misalkan (𝑋, 𝑀,∗) adalah suatu ruang metrik fuzzy. Suatu barisan {𝑥𝑛} di 𝑋 konvergen 

ke 𝑥 jika dan hanya jika untuk setiap 𝑡 > 0 dan 𝜀 ∈ (0,1), {𝑥𝑛} berada di 𝐵𝑀(𝑥, 𝜀, 𝑡). 

Bukti: 

(⟹)  

Misal suatu barisan {𝑥𝑛} di 𝑋 konvergen ke 𝑥, maka untuk setiap 𝜀 > 0 dan 

𝑡 > 0, terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sedemikian sehingga, 

𝑀(𝑥𝑛, 𝑥, 𝑡) = 𝑀(𝑥, 𝑥𝑛, 𝑡) > 1 − 𝜀,    ∀𝑛 ≥ 𝑛0. 

Akibatnya 𝑥𝑛 ∈ 𝐵𝑀(𝑥, 𝜀, 𝑡), ∀𝑛 ≥ 𝑛0. 
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(⟸)  

Misal {𝑥𝑛} berada di 𝐵𝑀(𝑥, 𝜀, 𝑡) untuk setiap 𝑡 > 0 dan 𝜀 ∈ (0,1), maka  

𝑀(𝑥, 𝑥𝑛, 𝑡) > 1 − 𝜀,    ∀𝑛 ≥ 𝑛0 

Sehingga 𝑀(𝑥, 𝑥𝑛, 𝑡) =  𝑀(𝑥𝑛, 𝑥, 𝑡) > 1 − 𝜀,    ∀𝑛 ≥ 𝑛0. 

Akibatnya barisan {𝑥𝑛}  konvergen ke 𝑥. 

Jadi, terbukti bahwa suatu barisan {𝑥𝑛} di 𝑋 konvergen ke 𝑥 jika dan hanya jika 

untuk setiap 𝑡 > 0 dan 𝜀 ∈ (0,1), {𝑥𝑛} berada di 𝐵𝑀(𝑥, 𝜀, 𝑡). 

Teorema 4.1.4 di bawah ini, menjelaskan bagaimana kaitan antara 

kekonvergenan suatu barisan di suatu ruang metrik biasa dan di ruang metrik fuzzy 

yang diinduksi oleh metrik tersebut. 

Teorema 4.1.4 (Aphane, 2009) 

Misal {𝑥𝑛} adalah suatu barisan di ruang metrik (𝑋, 𝑑), maka barisan {𝑥𝑛} adalah 

barisan konvergen di (𝑋, 𝑑) jika dan hanya jika {𝑥𝑛} barisan konvergen di (𝑋, 𝑀𝑑 ,∗) 

dengan 𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡+𝑑(𝑥,𝑦)
. 

Bukti: 

(⟹)  

Misal {𝑥𝑛} adalah suatu barisan konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 di ruang metrik (𝑋, 𝑑), 

maka lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = 0. Sehingga, 

lim
𝑛→∞

𝑀𝑑(𝑥𝑛, 𝑥, 𝑡) = lim
𝑛→∞

𝑡

𝑡 + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥)
=

lim
𝑛→∞

𝑡

lim
𝑛→∞

𝑡 + lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥)
=

𝑡

𝑡 + 0
= 1 

Akibatnya, barisan {𝑥𝑛} konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 di (𝑋, 𝑀𝑑 ,∗). 



52 
 

(⟸)  

Misal {𝑥𝑛} barisan yang konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 di (𝑋, 𝑀𝑑 ,∗) dengan 𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =

𝑡

𝑡+𝑑(𝑥,𝑦)
, maka lim

𝑛→∞
𝑀𝑑(𝑥𝑛, 𝑥, 𝑡) = 1  

⟺ lim
𝑛→∞

𝑡

𝑡 + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥)
=

lim
𝑛→∞

𝑡

lim
𝑛→∞

𝑡 + lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥)
=

𝑡

𝑡 + lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥)
= 1 

⟺ lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = 0 

Akibatnya barisan {𝑥𝑛} adalah barisan yang konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 di (𝑋, 𝑑). 

 

Definisi 4.1.5 di bawah ini akan menjelaskan pengertian barisan Cauchy dalam 

suatu ruang metrik fuzzy. 

Definisi 4.1.5 (V. Gregori, 2009) 

Suatu barisan {𝑥𝑛} di suatu ruang metrik fuzzy (𝑋, 𝑀,∗) merupakan barisan Cauchy 

jika untuk setiap 𝜀 ∈ (0,1), 𝑡 > 0, terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sedemikian sehingga, 

𝑀(𝑥𝑛, 𝑥𝑚, 𝑡) > 1 − 𝜀,    ∀𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0. 

Contoh 4.1.6 

(𝑋, 𝑀,∗) dengan 𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡+𝑑(𝑥,𝑦)
 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝑡 > 0 dan norm-t 

kontinu 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎𝑏 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] adalah suatu ruang metrik fuzzy.  

Misal 𝑋 = ℝ+ ∪ {0} dengan metrik yang didefinisikan dengan 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|. 

Maka barisan {𝑥𝑛} =
1

𝑛
 merupakan barisan Cauchy sebab untuk setiap 𝜀 > 0, maka 

terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sedemikian sehingga 𝑛0 >
2

𝜀
. 
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Jika 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0 maka 
1

𝑛
≤

1

𝑛0
 dan 

1

𝑚
≤

1

𝑛0
. Sehingga untuk setiap 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = |
1

𝑛
−

1

𝑚
| =

1

𝑛
+

1

𝑚
<

2

𝑛0
< 𝜀 

Atau lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 0. 

Akibatnya, 

lim
𝑛→∞

𝑀𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚, 𝑡) = lim
𝑛→∞

𝑡

𝑡 + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)
=

lim
𝑛→∞

𝑡

lim
𝑛→∞

𝑡 + lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)
=

𝑡

𝑡 + 0

= 1,   ∀𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0 

Jadi barisan {𝑥𝑛} merupakan barisan Cauchy. 

 

Teorema 4.1.7 di bawah ini, menjelaskan bagaimana kaitan antara suatu barisan 

Cauchy di suatu ruang metrik biasa dan di ruang metrik fuzzy yang diinduksi oleh 

metrik tersebut. 

Teorema 4.1.7 (V. Gregori, 2009) 

Misal {𝑥𝑛} adalah suatu barisan di ruang metrik (𝑋, 𝑑), maka barisan {𝑥𝑛} adalah 

barisan Cauchy di (𝑋, 𝑑) jika dan hanya jika {𝑥𝑛} barisan Cauchy di (𝑋, 𝑀𝑑 ,∗) dengan 

𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡+𝑑(𝑥,𝑦)
. 

Bukti: 

(⟹)  

Misal {𝑥𝑛} adalah suatu barisan Cauchy di ruang metrik (𝑋, 𝑑), maka 

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 0    ∀𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0. 
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lim
𝑛→∞

𝑀𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚, 𝑡) = lim
𝑛→∞

𝑡

𝑡 + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)
=

lim
𝑛→∞

𝑡

lim
𝑛→∞

𝑡 + lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)
=

𝑡

𝑡 + 0

= 1 

Akibatnya, barisan {𝑥𝑛} adalah barisan Cauchy di (𝑋, 𝑀𝑑 ,∗). 

(⟸)  

Misal {𝑥𝑛} barisan Cauchy di (𝑋, 𝑀𝑑 ,∗) dengan 𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡+𝑑(𝑥,𝑦)
, maka 

lim
𝑛→∞

𝑀𝑑(𝑥𝑛, 𝑥, 𝑡) = 1 

⟺ lim
𝑛→∞

𝑡

𝑡 + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)
=

lim
𝑛→∞

𝑡

lim
𝑛→∞

𝑡 + lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)
= lim

𝑛→∞

𝑡

𝑡 + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)

=
𝑡

𝑡 + lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)
= 1 

⟺ lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 0 

Akibatnya barisan {𝑥𝑛} adalah barisan Cauchy di (𝑋, 𝑑). 

 

 Teorema 2.3.7 menjelaskan bahwa barisan {𝑥𝑛} yang konvergen dalam suatu 

ruang metrik (𝑋, 𝑑) merupakan barisan Cauchy. Selanjutnya sifat tersebut juga berlaku 

dalam ruang metrik fuzzy, yang akan dijelaskan melalui Teorema 4.1.8 di bawah ini. 

Teorema 4.1.8 (Aphane, 2009) 

Misalkan (𝑋, 𝑀,∗) suatu ruang metrik fuzzy dan barisan {𝑥𝑛} ⊂ 𝑋. Jika barisan {𝑥𝑛} 

konvergen di (𝑋, 𝑀,∗) maka {𝑥𝑛} merupakan barisan Cauchy di (𝑋, 𝑀,∗). 

Bukti: 
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Misalkan {𝑥𝑛} barisan konvergen ke 𝑥, maka untuk setiap 𝑡 > 0 berlaku  

lim
𝑛→∞

𝑀 (𝑥𝑛, 𝑥,
𝑡

2
) = 1. 

Akibatnya, untuk setiap 𝑝 ∈ ℕ dan 𝑡 > 0 berlaku 

lim
𝑛→∞

𝑀 (𝑥𝑛+𝑝, 𝑥,
𝑡

2
) = 1 

Selanjutnya diperoleh  

lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥𝑛, 𝑡) ≥ lim
𝑛→∞

𝑀 (𝑥𝑛+𝑝, 𝑥,
𝑡

2
) ∗ lim

𝑛→∞
𝑀 (𝑥𝑛, 𝑥,

𝑡

2
) = 1 ∗ 1 = 1. 

Karena 𝑀(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥𝑛, 𝑡) ≤ 1, akibatnya lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥𝑛, 𝑡) ≤ 1, sehingga 

diperoleh lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥𝑛, 𝑡) = 1. 

Jadi {𝑥𝑛} merupakan barisan Cauchy. 

 

 Konsep ruang metrik lengkap yang dibahas dalam ruang metrik biasa juga 

terdapat dalam ruang metrik fuzzy yang dijelaskan melalui Definisi 4.1.9 di bawah ini. 

Definisi 4.1.9 (Aphane, 2009) 

Ruang metrik fuzzy dengan setiap barisan Cauchy konvergen disebut ruang metrik 

fuzzy lengkap. 

Contoh 4.1.10 (M. Ashar, dkk., 2012) 

Ruang metrik fuzzy (𝑋, 𝑀𝑑 ,∗) dengan 𝑋 = ℝ dan 𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡+𝑑(𝑥,𝑦)
 untuk setiap 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝑡 > 0 dan norm-t kontinu 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 × 𝑏 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] adalah 

suatu ruang metrik fuzzy  lengkap. 
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V. Gregori, A. Lopez-Crevillen, S. Morillas, A. Sapena pada tahun 2009 

memperkenalkan pengembangan konsep kekonvergenan dan kelengkapan di ruang 

metrik fuzzy melalui hasil penelitiannya yang berjudul On convergence in fuzzy metric 

spaces. Pengembangan tersebut dilakukan dengan mengubah syarat barisan konvergen 

dan barisan Cauchy yang semula untuk setiap 𝑡 > 0 menjadi untuk suatu 𝑡0 > 0. 

Sehingga kemudian muncul istilah barisan 𝑝 −konvergen, barisan 𝑝 −Cauchy, dan 

ruang metrik fuzzy 𝑝 −lengkap yang akan dijelaskan pengertian dan sifat-sifatnya oleh 

penulis melalui definisi dan teorema berikut. 

 

Definisi 4.2.1 (V. Gregori, dkk. 2009) 

Misalkan (𝑋, 𝑀,∗) adalah suatu ruang metrik fuzzy. Suatu barisan {𝑥𝑛} di 𝑋 disebut 

konvergen titik (point convergent) ke 𝑥0 ∈ 𝑋 jika untuk setiap 𝜀 > 0 dan suatu 𝑡0 > 0, 

terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sedemikian sehingga 𝑀(𝑥𝑛, 𝑥0, 𝑡0) > 1 − 𝜀,    ∀𝑛 ≥ 𝑛0. 

Sehingga, misalkan (𝑋, 𝑀,∗) adalah suatu ruang metrik fuzzy. Suatu barisan 

{𝑥𝑛} di 𝑋 yang konvergen titik (point convergent) ke 𝑥0 ∈ 𝑋 untuk suatu 𝑡 > 0 ditulis 

dengan {𝑥𝑛} 𝑝 −konvergen ke 𝑥0 untuk 𝑡0 > 0 atau {𝑥𝑛} 𝑝 −konvergen. 

 

Contoh 4.2.2 (V. Gregori, dkk. 2009) 

Misal 𝑋 = {𝑥𝑛} ⊂ (0,1] barisan yang monoton naik konvergen ke 1. Didefinisikan 

fungsi 𝑀(𝑥, 𝑥, 𝑡) = 1 untuk setiap  𝑥 ∈ 𝑋, 𝑡 > 0, 𝑀(𝑥𝑛, 𝑥𝑚, 𝑡) = min{𝑥𝑛, 𝑥𝑚} untuk 

setiap  𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑡 > 0, dan 𝑀(1, 𝑥𝑛, 𝑡) = min{𝑥𝑛, 𝑡} untuk setiap  𝑛 ∈ ℕ, 𝑡 > 0. 
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Maka (𝑋, 𝑀,∗) adalah ruang metrik fuzzy, dengan 𝑎 ∗ 𝑏 = min{𝑎, 𝑏}. Barisan {𝑥𝑛} 

𝑝 −konvergen ke 1, sebab lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛, 1, 𝑡) = 1.   

Teorema 4.2.3 (V. Gregori, dkk. 2009) 

Misalkan (𝑋, 𝑀,∗) adalah suatu ruang metrik fuzzy. Suatu barisan {𝑥𝑛} di 𝑋 

𝑝 −konvergen jika terdapat 𝑥0 ∈ 𝑋 dan 𝑡0 > 0 sehingga {𝑥𝑛} berada di 𝐵𝑀(𝑥0, 𝑟, 𝑡0) 

untuk setiap 𝑟 ∈ (0,1). 

Bukti: 

Misalkan 𝑥0 ∈ 𝑋 dan 𝑡0 > 0 sehingga {𝑥𝑛} berada di 𝐵𝑀(𝑥0, 𝑟, 𝑡0) untuk setiap 

𝑟 ∈ (0,1).  

Maka 𝑀(𝑥 0, 𝑥𝑛, 𝑡0) > 1 − 𝑟, sehingga 𝑀(𝑥𝑛, 𝑥0, 𝑡0) > 1 − 𝑟. 

Akibatnya barisan {𝑥𝑛} di 𝑝 −konvergen ke 𝑥0 untuk suatu 𝑡0 > 0. 

 

Teorema 4.2.4 di bawah ini menjelaskan kaitan antara definisi barisan 

konvergen secara umum dan definisi barisan 𝑝 −konvergen dalam suatu ruang metrik 

fuzzy. 

Teorema 4.2.4 (V. Gregori, dkk. 2009) 

Misalkan (𝑋, 𝑀,∗) adalah suatu ruang metrik fuzzy. Suatu barisan {𝑥𝑛} di 𝑋 konvergen 

ke 𝑥0 jika dan hanya jika {𝑥𝑛} 𝑝 −konvergen ke 𝑥0 untuk setiap 𝑡 > 0.  

Bukti:  

Jelas berdasarkan definisi kekonvergenan di ruang metrik fuzzy. 
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Teorema 4.2.5 (V. Gregori, dkk. 2009) 

Misalkan (𝑋, 𝑀,∗) adalah suatu ruang metrik fuzzy. Jika suatu barisan {𝑥𝑛} di 𝑋 

𝑝 −konvergen ke 𝑥0 dan  {𝑥𝑛} adalah barisan konvergen, maka {𝑥𝑛} konvergen ke 𝑥0.  

Bukti:  Jelas berdasarkan definisi kekonvergenan di ruang metrik fuzzy. 

Selanjutnya, akan dijelaskan pengertian ruang metrik fuzzy principal. Namun, 

definisi ruang metrik fuzzy principal memerlukan pengertian local base maka terlebih 

dahulu akan dijelaskan pengertian local base melalui Definisi 4.2.6 di bawah ini. 

Definisi 4.2.6 (S. Stephen, 2010) 

Misalkan 𝑋 adalah suatu topologi dan 𝑝 ∈ 𝑋.  Suatu local base dari topologi 𝑋 pada 

𝑝 ∈ 𝑋 adalah koleksi himpunan terbuka dari 𝑋, ditulis dengan ℬ(𝑝), yang memenuhi 

syarat berikut: 

Untuk setiap himpunan terbuka 𝑈 ⊆ 𝑋 dengan 𝑝 ∈ 𝑈 terdapat 𝑉 ∈ ℬ(𝑝) 

sehingga 𝑝 ∈ 𝑉 dan 𝑉 ⊆ 𝑈.  

Contoh 4.2.7 (S. Stephen, 2010) 

Misalkan (𝑋, 𝑑) ruang metrik. Maka setiap bola terbuka dengan pusat 𝑝 ∈ 𝑋 

membentuk local base dari topologi 𝑋 pada 𝑝.  

Definisi 4.2.8 (V. Gregori, dkk. 2009) 

Suatu ruang metrik fuzzy (𝑋, 𝑀,∗) disebut principal jika {𝐵𝑀(𝑥, 𝑟, 𝑡) ∶ 𝑟 ∈ (0,1)} 

adalah local base pada 𝑥 ∈ 𝑋 untuk setiap 𝑡 > 0.  
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Contoh 4.2.9 (V. Gregori, dkk. 2009) 

(𝑋, 𝑀𝑑 ,∗) dengan 𝑀𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡

𝑡+𝑑(𝑥,𝑦)
 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝑡 > 0 dan norm-t 

kontinu 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 × 𝑏 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] adalah suatu ruang metrik fuzzy  yang 

principal. 

 

Teorema 4.2.10 (V. Gregori, dkk. 2009) 

Suatu ruang metrik fuzzy (𝑋, 𝑀,∗) principal jika dan hanya jika setiap barisan yang 

𝑝 −konvergen merupakan barisan konvergen.  

Bukti:  

(⟹)  

Misalkan (𝑋, 𝑀,∗) principal dan {𝑥𝑛} adalah barisan yang 𝑝 −konvergen ke 𝑥0 

untuk suatu 𝑡 > 0. Karena (𝑋, 𝑀,∗) principal maka {𝐵𝑀 (𝑥0,
1

𝑛
, 𝑡0) ∶ 𝑟 ∈

(0,1)} adalah local base pada 𝑥0. Sehingga dapat ditentukan 𝑚 ∈ ℕ sehingga 

𝐵𝑀 (𝑥0,
1

𝑚
, 𝑡0) ⊂ 𝐵𝑀(𝑥0, 𝜀, 𝑡0).  

Karena lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛, 𝑥0, 𝑡0) = 1, maka dapat ditentukan 𝛿 ∈ (0,1), dengan 𝛿 <

1

𝑚
, dan 𝑛1 ∈ ℕ sehingga 𝑥𝑛 ∈ 𝐵𝑀(𝑥0, 𝛿, 𝑡0) untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑛1. Akibatnya 

𝑥𝑛 ∈ 𝐵𝑀(𝑥0, 𝜀, 𝑡) untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑛1. Sehingga 𝑀(𝑥𝑛, 𝑥0, 𝑡) > 1 −  𝜀 untuk 

setiap 𝑛 ≥ 𝑛1, dan lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛, 𝑥0, 𝑡) = 1. Pernyataan di atas berlaku ∀𝑡 > 0 

sehingga {𝑥𝑛} konvergen ke 𝑥0. 
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(⟸)  

Misalkan (𝑋, 𝑀,∗) tidak principal, maka dapat ditentukan 𝑥0 ∈ 𝑋 dan 𝑡 > 0 

sehinggan {𝐵𝑀 (𝑥0,
1

𝑛
, 𝑡0) ∶ 𝑛 ∈ ℕ } bukan local base pada 𝑥0. Maka dapat 

ditentukan 𝑡 > 0 dan 𝑟 ∈ (0,1) sehingga 𝐵𝑀 (𝑥0,
1

𝑛
, 𝑡0) ⊈ 𝐵𝑀(𝑥0, 𝑟, 𝑡) untuk 

setiap 𝑛 ∈ ℕ. Selanjutnya menggunakan induksi, dibentuk suatu barisan {𝑥𝑛}. 

Untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, dipilih 𝑥𝑛 ∈ 𝐵𝑀 (𝑥0,
1

𝑛
, 𝑡0) \𝐵𝑀(𝑥0, 𝑟, 𝑡). Selanjutnya 

untuk 𝜀 ∈ (0,1), dipilih 𝑛1 ∈ ℕ dengan 
1

𝑛1
< 𝜀. Sehingga untuk 𝑚 ≥ 𝑛 

diperoleh 𝑀(𝑥𝑛, 𝑥0, 𝑡0) > 1 −
1

𝑚
> 1 −

1

𝑛1
> 1 − 𝜀 dan karena pemiliha 𝜀 

secara sebarang maka {𝑥𝑛} adalah barisan 𝑝 −konvergen ke 𝑥0. Sehingga 

dengan kata lain, mengkonstruksi 𝑥𝑛 ∈ 𝑋\𝐵𝑀(𝑥0, 𝑟, 𝑡) untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ 

mengakibatkan {𝑥𝑛} tidak konvergen ke 𝑥0. Sehingga berdasarkan Teorema 

4.1.17, {𝑥𝑛} tidak konvergen. 

 

Definisi 4.2.11 (V. Gregori, dkk. 2009) 

Misal (𝑋, 𝑀,∗) suatu ruang metrik fuzzy. Suatu barisan {𝑥𝑛} di 𝑋 disebut 𝑝 −Cauchy 

jika untuk setiap 𝜀 > 0 dan suatu 𝑡0 > 0, terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sedemikian sehingga, 

𝑀(𝑥𝑛, 𝑥𝑚, 𝑡0) > 1 − 𝜀,    ∀𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0. 

Sehingga, misalkan (𝑋, 𝑀,∗) adalah suatu ruang metrik fuzzy. Suatu barisan 

{𝑥𝑛} di 𝑋 yang 𝑝 −Cauchy untuk suatu 𝑡0 > 0 ditulis dengan {𝑥𝑛} 𝑝 −Cauchy untuk 

𝑡0 > 0 atau {𝑥𝑛} 𝑝 −Cauchy. 
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Contoh 4.2.12 (V. Gregori, dkk. 2009)  

Misalkan {𝑥𝑛} barisan yang monoton naik konvergen ke 1 dan 𝑋 = {𝑥𝑛} ∪ {1}. 

Didefinisikan fungsi 𝑀(𝑥, 𝑥, 𝑡) = 1 untuk setiap  𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝑡 > 0, 𝑀(𝑥𝑛, 𝑥𝑚, 𝑡) =

min{𝑥𝑛, 𝑥𝑚} untuk setiap  𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑡 > 0, dan 𝑀(1, 𝑥𝑛, 𝑡) = min{𝑥𝑛 , 𝑡} untuk setiap  

𝑛 ∈ ℕ, 𝑡 > 0. Maka (𝑋, 𝑀,∗) adalah ruang metrik fuzzy, dengan 𝑎 ∗ 𝑏 = min{𝑎, 𝑏}. 

Barisan {𝑥𝑛} 𝑝 −Cauchy, sebab lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛, 𝑥𝑚, 𝑡) = 1.   

Teorema 4.2.13 di bawah ini menjelaskan kaitan antara definisi barisan Cauchy 

secara umum dan definisi barisan 𝑝 −Cauchy dalam suatu ruang metrik fuzzy. 

Teorema 4.2.13 (V. Gregori, dkk. 2009) 

Misalkan (𝑋, 𝑀,∗) adalah suatu ruang metrik fuzzy. Suatu barisan {𝑥𝑛} di 𝑋 merupakan 

barisan Cauchy jika dan hanya jika {𝑥𝑛} 𝑝 −Cauchy untuk setiap 𝑡 > 0.  

Bukti:  

Jelas berdasarkan definisi barisan Cauchy di ruang metrik fuzzy. 

Pengertian barisan 𝑝 −konvergen dan barisan 𝑝 −Cauchy telah dijelaskan, 

maka selanjutnya akan dijelaskan pengertian ruang metrik fuzzy 𝑝 −lengkap melalui 

Definisi 4.2.11 di bawah ini. 

Definisi 4.2.14 (V. Gregori, dkk. 2009) 

Suatu ruang metrik fuzzy (𝑋, 𝑀,∗) disebut 𝑝 −lengkap jika setiap barisan 𝑝 −Cauchy 

di 𝑋 merupakan barisan 𝑝 −konvergen pada suatu titik di 𝑋.  
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Contoh 4.2.15 (V. Gregori, dkk. 2009) 

Misalkan {𝑥𝑛} barisan yang monoton naik konvergen ke 1 dan 𝑋 = {𝑥𝑛} ∪ {1}. 

Didefinisikan fungsi 𝑀(𝑥, 𝑥, 𝑡) = 1 untuk setiap  𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝑡 > 0, 𝑀(𝑥𝑛, 𝑥𝑚, 𝑡) =

min{𝑥𝑛, 𝑥𝑚} untuk setiap  𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑡 > 0, dan 𝑀(1, 𝑥𝑛, 𝑡) = min{𝑥𝑛 , 𝑡} untuk setiap  

𝑛 ∈ ℕ, 𝑡 > 0. Maka (𝑋, 𝑀,∗) adalah ruang metrik fuzzy, dengan 𝑎 ∗ 𝑏 = min{𝑎, 𝑏}. 

Karena lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛, 𝑥𝑚, 𝑡) = 1 untuk setiap 𝑡 > 0, maka {𝑥𝑛} merupakan barisan 

Cauchy. Namun karena {𝑥𝑛} tidak konvergen, akibatnya (𝑋, 𝑀,∗) bukan ruang metrik 

fuzzy lengkap.  

Misalkan {𝑥𝑛} adalah barisan 𝑝 −Cauchy di 𝑋. Maka {𝑥𝑛} merupakan barisan yang 

konvergen ke 1. Selanjtnya lim
𝑛→∞

𝑀(𝑥𝑛, 1,1) = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 1 1, sehingga {𝑥𝑛} 

𝑝 −konvergen ke 1. Jadi (𝑋, 𝑀,∗) adalah ruang metrik fuzzy 𝑝 −lengkap. 
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BAB IV 

KESIMPULAN DAN SARAN 

 

A. KESIMPULAN 

Kesimpulan yang dapat penulis ambil setelah mengkaji ruang metrik fuzzy dan 

sifat-sifatnya adalah sebagai berikut. 

1. Pengertian ruang metrik fuzzy dijelaskan oleh penulis mengacu pada definisi yang 

diperkenalkan oleh George dan Veeramani yaitu dengan bantuan norm-t kontinu.  

2. Beberapa sifat yang dipelajari dalam ruang metrik fuzzy memiliki berbagai kaitan 

dengan ruang metrik, contohnya adalah sebagai berikut: 

a. Setiap dua bola terbuka dengan pusat yang sama dalam suatu ruang metrik, 

salah satunya merupakan himpunan bagian dari yang lain. Sifat tersebut juga 

berlaku dalam ruang metrik fuzzy. 

b. Setiap ruang metrik menginduksi ruang metrik fuzzy dengan suatu fungsi 

keanggotaan dan norm-t kontinu tertentu.   

c. Setiap himpunan di ruang metrik terbatas (bounded) jika dan hanya jika 

himpunan tersebut F-bounded di ruang metrik fuzzy yang diinduksi. 

d. Suatu metrik dapat menginduksi topologi metrik. Hal demikian juga terdapat 

dalam konsep ruang metrik fuzzy. 

e. Topologi metrik yang diinduksi oleh suatu metrik 𝑑 sama dengan topologi 

metrik fuzzy yang diinduksi oleh metrik fuzzy 𝑀𝑑. 
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f. Setiap ruang metrik merupakan ruang Hausdorff. Hal tersebut juga berlaku 

untuk ruang metrik fuzzy. 

3. Beberap sifat yang dijelaskan dan dikaji dalam ekonvergenan dan kelengkapan di 

ruang metrik fuzzy adalah sebagai berikut. 

a. Setiap barisan yang konvergen di suatu ruang metrik merupakan barisan 

konvergen di ruang metrik fuzzy yang diinduksi oleh metrik tersebut.  

b. Setiap barisan Cauchy di suatu ruang metrik merupakan barisan Cauchy di 

ruang metrik fuzzy yang diinduksi oleh metrik tersebut.  

c. Seperti dalam ruang metrik, setiap barisan yang konvergen dalam suatu ruang 

metrik fuzzy merupakan barisan Cauchy.  

4. Konsep kekonvergenan dan kelengkapan di ruang metrik fuzzy yang dikembangkan 

oleh V. Gregori, dkk dalam On convergence in fuzzy metric spaces dilakukan 

dengan mengubah syarat barisan konvergen dan barisan Cauchy. Sehingga 

kemudian didefinisikan barisan 𝑝 −konvergen, barisan 𝑝 −Cauchy, dan ruang 

metrik fuzzy 𝑝 −lengkap.  

 

B. SARAN 

Penelitian ini dapat dilanjutkan dengan mempelajari beberapa konsep dalam 

ruang metrik fuzzy yang belum dibahas oleh penulis, antara lain adalah pemetaan di 

ruang metrik fuzzy, serta kekompakan dan kekontinuan di ruang metrik fuzzy.  


