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Abstrak
Diberikan R merupakan ring dengan elemen satuan, M R-modul kanan, dan
S = End, (M) merupakan ring endomorfisma modul. Submodul sejati invarian penuh
X di M disebut submodul prima apabila untuk setiap ideal 1 di S dan submodul
invarian penuh U di M dengan 1(U) < X berakibat 1 (M) c X atau U ¢ X . Suatu

submodul P di M disebut submodul semiprima apabila P merupakan irisan dari
submodul-submodul prima di M. Dalam tulisan ini akan dibahas mengenai beberapa
sifat terkait submodul semiprima dengan mengacu pada definisi submodul prima di
atas.

Kata kunci: submodul prima, submodul semiprima, submodul invarian penuh.

PENDAHULUAN

Pada teori ring, telah dikenal adanya konsep ideal prima. Kemudian dari ideal
prima dapat diturunkan konsep terkait ideal semiprima. Begitu halnya dalam teori modul,
tedapat konsep submodul prima yang merupakan generalisasi dari ideal prima pada suatu
ring. Berdasarkan konsep submodul prima ini dapat diturunkan konsep submodul
semiprima yang merupakan irisan dari submodul-submodul prima di dalam modul
tersebut.

Konsep terkait submodul prima telah banyak dibahas dalam sejumlah paper dan
jurnal. Salah satunya dibahas dalam [1] dan [2]. Dalam papernya, [1] mendefinisikan
submodul prima dengan memandang modul M sebagai modul atas ring ring dengan
elemen satuan R. Namun dalam papernya [2] submodul prima didefinisikan dengan

memandang modul M sebagai modul atas ring endomorfisma S =End, (M) . Konsep

yang diperkenalkan oleh [2] ini sebenarnya sama dengan konsep yang diperkenalkan
oleh [1] hanya berbeda pada ring pembentukannya saja. Selain itu dalam [2] juga
diperkenalkan konsep submodul semiprima yang merupakan irisan dari semua submodul
prima.

Apabila diberikan ring R dengan elemen satuan, M merupakan modul kanan atas

ring R, sera ring endomorfisma S :EndR(M), maka modul M otomatis juga dapat

dipandang sebagai modul kiri atas ring endomorfisma S. Pada makalah ini, akan dibahas
mengenai konsep submodul semiprima pada M dengan mengacu pada definisi submodul
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semiprima yang didefinisikan oleh [2]. Akan dibahas juga beberapa sifat terkait
submodul semiprima dan modul semiprima.

PEMBAHASAN

SUBMODUL PRIMA DAN SUBMODUL SEMIPRIMA
Pada bagian ini akan dibicarakan mengenai konsep submodul prima dari suatu M
R-modul. Dalam keseluruhan isi makalah ini, yang dimaksud dengan M R-modul adalah

M merupakan modul kanan atas ring R dengan elemen satuan 1, dan yang dimaksud
dengan S =End, (M ) merupakan ring endomorfisma modul.

Dalam paper ini, pendefinisian submodul prima dibatasi hanya untuk suatu
submodul sejati yang invarian penuh di dalam M R-modul. Suatu submodul X di M
disebut submodul invarian penuh (fully invariant) apabila untuk setiap f € S memenuhi

f (X ) < X . Dapat ditunjukkan bahwa himpunan dari semua submodul invarian penuh di

M tertutup terhadap operasi penjumlahan dan irisan submodul. Berikut diberikan definisi
dari submodul prima di M R-modul.

Definisi 2.1. [2] Diberikan M R-modul dan submodul sejati yang invarian penuh X di M.
Submodul X disebut submodul prima di M apabila untuk setiap ideal I di S dan submodul

invarian penuh U di M dengan | (U)< X maka berakibat I (M)c X atau U < X..

Suatu M R-modul disebut modul prima apabila 0 merupakan submodul prima di
M.. Selanjutnya, berikut diberikan suatu teorema yang menyatakan beberapa ekuivalensi
terkait definisi dari submodul prima.
Teorema 2.2. [2] Diberikan M R-modul dan submodul sejati yang invarian penuh X di M.
Pernyataan-pernyataan di bawah ini ekuivalen:
a) X merupakan submodul prima di M.
b) Untuk setiap ideal kanan I di S dan submodul U di M dengan I (U)< X maka

berakibat 1(M)c X atau U < X.
¢) Untuk setiap ¢ € S dan submodul invarian penuh U di M dengan ¢(U )< X maka
berakibat (M )c X atau U < X .

d) Untuksetiap oS dan me M dengan ¢(S(m))< X maka berakibat ¢(M )< X
atau me X.

Selanjutnya, suatu submodul prima X di M disebut submodul prima minimal
apabila tidak ada submodul prima lain di M yang termuat di dalam submodul X. Berikut
diberikan salah satu sifat terkait submodul prima minimal.

Proposisi 2.3. [2] Jika P merupakan submodul prima di M R-modul, maka P memuat
submodul prima minimal di M.

Sebelum masuk ke pembahasan selanjutnya, diketahui bahwa suatu M R-modul
merupakan modul self-generator apabila modul M membangun setiap submodulnya.
Berikut diberikan suatu sifat terkait modul self-generator.

Proposisi 2.4. [6] Diberikan M R-modul dan ring endomorfisma S = End, (M ) Modul
M merupakan modul self-generator jika dan hanya jika untuk setiap submodul U di M
memenuhi sifat U = Homg (M,U)(M).
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Suatu M R-modul merupakan modul quasi-projective apabila untuk setiap
epimorfisma f :M ——N dan homomorfisma g :M —— N, tedapat homomorfisma
H:M ——M sedemikian hingga memenuhi g = f oh. Berikut diberikan suatu sifat
terkait dengan modul quasi-projective.

Proposisi 2.5. [5] Diberikan M R-modul dan ring endomorfisma S = End, (M ) JikaM

merupakan modul quasi-projective, dibangun secara hingga, dan N merupakan submodul
di M, maka untuk setiap | = Hom, (M, N) memenuhi | = Homg (M, Ml ).

Selanjutnya, didefinisikan himpunan I, S dengan I, ={f eS| f(M)< X}.
Berikut diberikan suatu lemma yang menyatakan syarat perlu himpunan |, menjadi

suatu ideal di S .
Lemma 2.6. [2] Diberikan M R-modul dan S=End(M;). Apabila X merupakan

submodul invarian penuh di M, maka I, ={f S| f(M)< X} merupakan ideal di S.
Dalam pembentukan ideal |, diperlukan submodul invarian penuh X di M.

Apabila X merupakan submodul prima, ternyata |, membentuk ideal prima di S. Hal ini
dijelaskan dalam teorema berikut.
Teorema 2.7. [2] Diberikan M R-modul, ring endomorfisma S =End (M), dan

submodul invarian penuh X di M.
a) Jika X merupakan submodul prima di M, maka |, merupakan ideal prima di S.

b) Jika M merupakan modul self-generator dan |, merupakan ideal prima di S,

maka X merupakan submodul prima di M.

Dapat ditunjukkan bahwa irisan dari submodul-submodul prima di M R-modul
tidak membentuk submodul prima. Hal inilah yang melatarbelakangi pendefinisian
submodul semiprima. Berikut diberikan definisi dari submodul semiprima di M R-modul.
Definisi 2.8. [2] Diberikan M R-modul dan submodul sejati yang invarian penuh X di M.
Submodul X disebut submodul semiprima di M apabila X merupakan irisan dari
submodul-submodul prima di M .

Seperti halnya pendefinisian modul prima, M R-modul disebut modul semiprima
apabila 0 merupakan submodul semiprima di M. Selanjutnya, berikut diberikan beberapa
contoh dari submodul semiprima.

Contoh 2.9. Diberikan [ sebagai [1 —modul . Diketahui bahwa p/[/, p,],..., p,l
dengan p;, p,...., P, merupakan bilangan-bilangan prima di [J . Dapat ditunjukan bahwa
pLl, pU,..., pJ masing-masing merupakan submodul prima di O . Submodul
(P.P,---P)C) merupakan submodul semiprima di M karena ( p,p,...p,)C) merupakan
irisan dari submodul-submodul prima p/, p,U,..., p.. .

BEBERAPA SIFAT SUBMODUL SEMIPRIMA

Pada bagian ini akan dibahas mengenai beberapa sifat terkait submodul semiprima.
Telah diketahui dari bagian sebelumnya bahwa submodul sejati yang invarian penuh X di
M disebut submodul semiprima apabila X merupakan irisan dari submodul-submodul
prima di M. Lebih lanjut, modul M merupakan modul semiprima apabila submodul 0
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merupakan submodul semiprima di M. Dapat dibuktikan bahwa jika ring R dipandang
sebagai R-modul maka berlaku sifat R merupakan ring semiprima jika dan hanya jika R
R-modul merupakan modul semiprima.

Sebelum masuk ke pembahasan selanjutnya, diberikan suatu sifat yang nantinya
digunakan dalam pembuktian beberapa sifat submodul semiprima.
Sifat 3.1. Diberikan modul self-generator M. Jika P merupakan ideal di S maka berlaku
o) = P dengan 1, ={f eS| f(M)cP(M)}.
Bukti. Karena M merupakan modul self-generator maka berdasarkan Proposisi 2.4
diperoleh P(M)=Hom(M,P(M))M , sehingga diperoleh P =Hom(M,P(M)) .

Diambil sebarang feP . Karena P= Hom(M,P(M)) maka f(M)cP(M),
sehingga diperoleh f e IP(M). Selanjutnya, diambil sebarang g e IP(M) maka diperoleh
g(M)< P(M). Dengan demikian, diperoleh g e Hom(M,P(M)):P. Jadi terbukti
bahwa 1, =P. [

Selanjutnya, akan diberikan suatu teorema yang menjelaskan hubungan antara
modul semiprima dengan ring endomorfisma S. Namun, sebelumnya berikut diberikan
terlebih dahulu suatu lemma yang akan digunakan dalam pembuktian teorema tersebut.

Lemma 3.2. [2] Diberikan M R-modul, {P|i e 1} yaitu himpunan submodul-submodul
invarian penuh di M, dan B, =("\R . Jika I, ={f eS| f(M)cPR} untuk i=0 atau

iel
i e, maka diperoleh (1, =1,.
iel
Teorema 3.3. [2] Jika M merupakan modul semiprima maka ring S merupakan ring
semiprima.

Bukti. Misalkan J :{Pi|iel} yaitu himpunan submodul-submodul prima di M .
Karena M merupakan modul semiprima maka diperoleh OzﬂF’i . Karena untuk setiap

iel

I el diketahui bahwa P, merupakan submodul prima, maka berdasarkan Teorema 2.7

diperoleh I, merupakan ideal prima di S untuk setiap i € | . Dengan mengambil P, =0
maka berdasarkan Lemma 3.2 diperoleh ﬂ I, =1, =0. Dengan demikian, terbukti bahwa

iel
S merupakan ring semiprima. [

Diperhatikan bahwa konvers dari Teorema 3.3 belum tentu berlaku. Apabila
diketahui S merupakan ring semiprima, maka diperlukan suatu syarat tambahan agar
modul M membentuk modul semiprima. Hal ini dijelaskan dalam proposisi berikut ini.
Proposisi 3.4. [3] Diberikan M R-modul merupakan modul quasi-projective yang
dibangun secara hingga dan merupakan modul self-generator. Jika S merupakan ring
semiprima maka M merupakan modul semiprima.

Bukti. Diambil sebarang ideal I di S dan dibentuk X =1 (M) Karena M merupakan

modul self-generator maka diperoleh | =1, . Karena M merupakan modul
quasi-projective dan dibangun secara hingga maka berdasarkan Proposisi 2.5 diperoleh
| = Hom, (M, I (M )) Pertama ditunjukkan bahwa X merupakan submodul prima di M.

Diambil sebarang ¢ € S dan submodul invarian penuh U di M dengan qo(U ) c X tetapi
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@(M)a X . Karena M modul self-generator maka U = »_ f (M) untuk suatu QcS.

feQ

Karena U submodul invarian penuh di M maka diperoleh U =S(U)=">"Sf (

feQ

sehingga diperoleh o(U)=> Sf(M) . Karena ¢(U)c X maka ¢Sf(M)

feQ

M),
X

untuk setiap f € Q2. Andaikan terdapat f € Q sehingga f(M)cz X, berarti f ¢ 1 dan
¢ ¢ | . Karena | merupakan ideal prima di S maka berakibat ¢Sf « | sehingga diperoleh
@Sf (M) X . Terjadi kontradiksi, sehingga diperoleh f (M )< X untuk setiap f € Q
sehingga terbukti bahwa U < X . Dengan demikian, terbukti bahwa X merupakan
submodul prima di M. Selanjutnya, karena X merupakan submodul prima maka
berdasarkan Teorema 2.7 diperoleh I, merupakan ideal prima di S. Misalkan dibentuk
himpunan J={X; | X; submodul prima di M, Vie 4}, maka diperoleh Iﬂxi =X(1I)(i
dan jelas bahwa 1,=0 . Diketahui S merupakan ring semiprima, berarti 0cS
merupakan irisan dari semua ideal prima I di S. Untuk setiap I, dibentuk X =1(M).
Karena | =1, maka diperolen 0= ﬂ I, sehingga diperoleh Iﬂx_ =0. Karena M
Xe3 XieS
merupakan modul self-generator maka diperoleh ﬂ X, =0. Dengan demikian, terbukti
X;e3l

bahwa M merupakan modul semiprima. [

Berikut diberikan suatu proposisi yang merupakan syarat cukup agar himpunan 1,
merupakan ideal semiprima di S.
Proposisi 3.5. [4] Diberikan M R-modul. Jika X merupakan submodul semiprima di M,
maka |, merupakan ideal semiprimadi S.

Selanjutnya, berikut diberikan suatu proposisi yang merupakan syarat cukup suatu
submodul di M merupakan submodul semiprima.
Proposisi 3.6. [4] Diberikan M R-modul. Jika M merupakan modul self-generator dan P

merupakan ideal semiprima di S, maka X = P(M) merupakan submodul semiprima di
M dan |, =P.
Bukti. Misalkan X = P(M) . Karena M merupakan modul self-generator maka

P= IP(M) =1, . Karena P merupakan ideal semiprima di S maka diperoleh P :ﬂKi
iel
dengan K; merupakan ideal prima di S untuk setiap i € A. Karena M merupakan modul

self-generator maka diperoleh I, =Hom, (M, 1, (M))= HomR(M (ﬂ Ki)(M )j Di

ied

sisi lain diperoleh (") K; =[)Hom, (M, K; (M )) = Hom, (M (K (M )] . Jadi diperoleh

ied ied ied

[ﬂ Kij(M):ﬂKi (M) sehingga X =("\K; (M ). Karena K merupakan ideal prima di

ield iel iel
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S dan M merupakan modul self-generator maka jelas bahwa Ki(M) merupakan

submodul prima di M untuk setiap i € A . Dengan demikian, terbukti bahwa X merupakan
submodul semiprima di M. [J

Apabila modul M merupakan modul self-generator, ternyata pendefinisian
submodul semiprima dapat dilakukan dengan cara lain. Hal ini diberikan dalam proposisi
berikut ini.
Proposisi 3.7. [4] Diberikan M R-modul self-generator dan submodul invarian penuh X
di M. Submodul X merupakan submodul semiprima jika dan hanya jika untuk setiap

f €S dengan fSf (M )< X maka berakibat f(M)c X.

Bukti. (=). Diketahui X merupakan submodul semiprima, maka X = ﬂ P untuk suatu
Pe3

keluarga himpunan 3 dari submodul-submodul prima di M. Diambil sebarang f €S
dengan fSf(M)c X , maka berakibat fSf(M)c P untuk setiap Pe 3. Karena fS
merupakan ideal kanan di S dan P merupakan submodul prima maka berakibat
f (M) < P untuk setiap P € 3. Dengan demikian, terbukti bahwa f (M )< X.

(<). Akan ditunjukkan bahwa X merupakan submodul semiprima. Berdasarkan
Proposisi 3.6 berarti cukup ditunjukkan bahwa 1, merupakan ideal semiprima di S.
Diambil sebarang f eS dengan fSf I, . Dri definisi I, , maka diperoleh
fSf (M) < X . Berdasarkan yang diketahui, maka diperoleh f (M )< X . Jadi diperoleh

f e, , sehingga terbukti bahwa I, merupakan ideal semiprima di S. Dengan demikian,

terbukti bahwa X merupakan submodul semiprima di M. [J
Seperti halnya dalam pendefinisian submodul prima, dalam pendefinisian
submodul semiprima juga terdapat suatu teorema ekuivalensi.
Teorema 3.8. [4] Diberikan M R-modul self-generator dan submodul invarian penuh X di
M. Pernyataan-pernyataan berikut ini adalah ekuivalen:
1. X merupakan submodul semiprima di M.

2. Jika J merupakan ideal di S dengan J?(M )< X maka berakibat J(M)c X ..
3. Jika J merupakan ideal di S dengan J(M)2 X maka berakibat J*(M )z X .
4. Jika J merupakan ideal kanan di S dengan JZ(M)g X maka berakibat
J (M ) c X.
5. Jika J merupakan ideal kiri di S dengan J*(M)< X maka berakibat
J (M ) c X.
Bukti. (1)=(4). Diketahui X merupakan submodul semiprima di M, maka X = (") P

untuk suatu keluarga himpunan 3 dari submodul-submodul prima di M. K(::na
diketahui J merupakan ideal kanan di S dengan J?(M)c X , maka diperoleh
JZ(M)gP untuk setiap P e 3. Karena P merupakan submodul prima di M maka
berakibat J(M )< P untuk setiap P € 3. Akibatnya, terbukti bahwa J (M) < X.

(4)=(3). Jelas.
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N
(3)=(2). Diambil sebarang ideal J di S dengan J*(M )< X . Andaikan J(M )z X
maka J(M )+ X 2 X . Diperhatikan bahwa:

(J+1)° (M)=(32+I + 1 I +15)(M)=3%(M)+J1, (M)+ 1, I (M)+15 (M),
Karena JI, (M)cIX <X, LI(M)cl,(M)cX , dan I} (M)cI, (M)cX ,
maka diperoleh (J +1, )2 (M) c X . Kontradiksi dengan (3). Dengan demikian, terbukti
bahwa J(M)c X.

(2)=>(1). Diambil sebarang f €S dengan fSf (M )< X . Karena X submodul invarian
penuh maka diperoleh SfSf (M )< X . Diperhatikan bahwa:

(SfS)* (M) =(SfSfS)(M) = (SfSf ) (M) X .
Berdasarkan yang diketahui, maka diperoleh (SfS)(M)c X . Akibatnya, diperoleh
f (M) < X . Terbukti bahwa X merupakan submodul semiprima di M.
(1)= (5). Diketahui X merupakan submodul semiprima di M, berarti X =("|P, dengan

iel
P. submodul prima di M untuk setiap i € 4. Misalkan J merupakan ideal kiri di S dengan
J?(M)<c X, maka diperoleh J*(M )< P untuk setiap i e 2. Akibatnya, diperoleh
J2(M)=J3(J(M))=J5(J(M))=P untuk setiap ieA . Karena P, merupakan

submodul prima di M maka diperoleh J (M ) < P untuk setiap i € 4. Dengan demikian,
terbukti bahwa J (M) < X.

(5)=(3). Jelas. 1

Akibat 3.9. [4] Diberikan M R-modul self-generator dan submodul semiprima X di M.
Jika J merupakan ideal kanan (Kiri) di S sedemikian hingga memenuhi J”(M)g X
untuk suatu bilangan bulat posistif n, maka berakibat J (M )< X .

Bukti. Pembuktian dilakukan dengan menggunakan induksi matematika pada n. Untuk
kasus n=1, jelas bahwa pernyataan benar. Selanjutnya, diasumsikan bahwa pernyataan

benar untuk n-1, yaitu jika J"*(M)c X maka berakibat J(M)c X . Akan
ditunjukkan bahwa pernyataan benar untuk n. Diketahui bahwa J"(M)gX , akan

ditunjukkan bahwa J(M)c X . Karena n>2 maka 2n-2>n, sehingga diperoleh
(J”‘l)Z(M):(JZ"‘Z)(M)QJ“(M)Q X . Dengan demikian, diperoleh J"*(M)c X .

Berdasarkan asumsi, maka terbukti bahwa J (M )< X . [

Selanjutnya, karena setiap submodul prima di M memuat submodul prima minimal
maka berikut diberikan suatu sifat yang menyatakan bahwa submodul semiprima
merupakan irisan dari submodul-submodul prima minimal.

Proposisi 4.10. Diberikan M R-modul dan submodul semiprima P di M. Submodul
semiprima P merupakan irisan dari submodul-submodul prima minimal di M.
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|
Bukti. Misalkan dibentuk himpunan % ={P | P submodul prima di M} dan himpunan
3 ={K, | K; submodul prima minimal di M dengan K; = P, VP, e R} . Diketahui bahwa
P merupakan submodul semiprima berarti P = ﬂ P . Karena setiap submodul prima di
PeR
M memuat submodul prima minimal maka jelas bahwa ﬂ K. < ﬂ P =P. Selanjutnya,
Kie3 ReR
diambil sebarang a ¢ ﬂ K; maka terdapat K; € 3 sehingga a ¢ K;. Berarti terdapat
Kie3
P, eR sehingga a¢ P, . Akibatnya, diperoleh a¢ ﬂ P sehingga terbukti bahwa
PeRr

P= ﬂ Pc ﬂ K, . Dengan demikian terbukti bahwa P = ﬂ K,. [

PeR Kie3 Ke3
KESIMPULAN

Berdasarkan hasil di atas diketahui bahwa suatu submodul sejati invarian penuh X di
M R-modul merupakan submodul prima di M apabila untuk setiap ideal | di S dan

submodul invarian penuh U di M dengan | (U)< X maka berakibat I (M )< X atau

U < X. Submodul semiprima merupakan irisan dari submodul-submodul prima di M.
Dengan mengacu pada definisi submodul prima di atas dapat disimpulkan bahwa konsep
dan sifat-sifat ideal semiprima pada suatu ring dapat digeneralisasi menjadi konsep
terkait submodul semiprima beserta dengan sifat-sifatnya.
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