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Abstrak : Pemetaan w=(1/z)" , dengan a € Z~ (himpunan bulat negatif) dan
a €(0,1) serta hasil pemetaannya ditunjukkan pada makalah ini. Dapat ditunjukkan

pemetaan ini konformal. Hasil pemetaan diperoleh dengan melakukan transformasi
geometri.

Kata kunci : pemetaan konformal, fungsi analitik, persegi

1. Pendahuluan
Pemetaan konformal adalah pemetaan yang mempertahankan besaran dan
arah sudut diantara sebarang dua kurva yang berpotongan di suatu titik tertentu. Pada

makalah terdahulu (Parhusip dan Sulisyono, 2009) ditunjukkan hasil pemetaan

1 o
w= [—j untuk @ =1dan a =2 . Hasil pemetaan ditunjukkan dengan terlebih dahulu
z

ditunjukkan untuk pemetaan garis vertikal dan garis horizontal secara terpisah.
Selanjutnya dilakukan pemetaan untuk 1 bidang persegi. Untuk persegi lebih dari 1

dilakukan dengan menggunakan transformasi geometri seperti pencerminan. Pada

1 a
makalah ini akan ditunjukkan pemetaan w = (—J untuk berbagai nilai « .
z

Pada Bab Il ditunjukkan pemetaan konformal w=1/z dan hasil pemetaannya
yang merupakan hasil penelitian sebelum ini (Parhusip dan Sulisyono, 2009) . Pada Bab
Il dijelaskan cara melakukan penelitian ini. Hasil dan Pembahasan ditunjukkan pada

Bab IV. Selanjutnya kesimpulan ditunjukkan pada Bab terakhir.

2. Pemetaan konformal w=1/z dan hasil pemetaannya

Pemetaan garis vertikal dan garis horizontal
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Telah diketahui bahwa pemetaan garis vertikal dan haris horisontal oleh w=1/z
merupakan persamaan lingkaran (Parhusip dan Sulisyono, 2009). Beberapa hasil
pemetaan untuk garis vertikal dan horizontal ditunjukkan pada Gambar 1-3.
Sedangkan untuk y = a dan garis x = b (a,b # 0 ) dengan fungsi pemetaan w = 1/z
untuk berbagai nilai a dan b yang berbeda, yaitua,b>0,a>0dan b<0,a<0dan b

> 0dan a,b < 0 berturut-turut ditunjukkan pada Gambar 4.
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Bidang z Bidang w Hidbgra Bidang w
Gambar 1. Persamaan garis x=c, x=d Gambar 2. Persamaan garis x=c, x=d
dipetakkan dengan w=1/z dipetakkan dengan w=1/z
menjadi lingkaran, ¢, d>0 menjadi lingkaran ,c,d < 0.
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Gambar 3. Persamaan garis x=c dan x=d dan bayangannya untuk c>0 dan d<0

L v

SN
>

ol b u (7] L] x ,,

)
5 o i = = 7| o x
a
(b)

Gambar 4. Persamaan garis y=a, x=b dipetakkan dengan w=1/z menjadi lingkaran
dengana,b>0,a>0danb<0,a<0danb>0dana,b<0.
Bayangan persegi untuk 1 persegi
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Gambar 4a menunjukkan bahwa a,b > 0 dan bayangan digambarkan dalam

lingkaran penuh. Bayangan pada Gambar 4a ini dapat dibatasi (tidak sebagai lingkaran
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penuh) jika kita juga membatasi persegi yang terbentuk pada Gambar 4a, yaitu

Gambar 4a diubah sedemikian sehingga terbentuk Gambar 5.

@ ©
Gambar 5. Persegi ABCO dan bayangannya dengan pemetaan w=1/z.
Bayangan pada Gambar 5b diperoleh pertama kali mencari batas dari bayangannya
yaitu titik 4', B'dan C'dan kemudian menghubungkan titik-titik tersebut. Untuk titik
asal tetap dipetakkan ke titik asal, karena titik asal O(0,0) adalah titik singular atau

kesingularan dari w=1/z. Untuk titik A(0,a) pada bidang z akan dipetakkan oleh fungsi

w=1/z ke titik A‘(O,—l) pada bidang w. Hal ini karena titik A(0,a) pada bidang z dapat
a

1 1 1
ditulis sebagai z = 0+ia, sehingga w=—= — =—— dan karena w = u + iv maka
z O+ia a

diperoleh titik A'(O,—l) .
a

Untuk titik B(b,a) pada bidang z akan dipetakkan oleh fungsi pemetaan w=1/z

b a
a’+b* a*+b?

ke titik B'[ j pada bidang w. Titik B'diperoleh dengan menuliskan titik

B sebagai z = b + ia , sehingga diperoleh w=—

;az sehingga diperoleh koordinat B'
a +b

tersebut. Untuk selanjutnya titik C(b,0) pada bidang z dipetakkan ke titik C'(%,Oj

pada bidang w oleh fungsi pemetaan w=1/z Kemudian titik-titik tersebut dihubungkan
untuk memperoleh Gambar 5b. Untuk selanjutnya kita dapat menyusun hasil
pemetaan untuk tiap persegi pada kuadran yang lain dengan cara melakukan
pencerminan.

Matriks transformasi untuk pencerminan terhadap sumbu x dan sumbu u

adalah
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Y - 1 0 a)
o -1
X
sehingga jika koordinat suatu titik A dinyatakan dalam notasi vektor posisi { A}
Y4

X 5
A} maka dapat

dengan koordinat bayangannya adalah A'sebagai vektor posisi {
Y4

Biaci

Kita dapat melakukan transformasi pencerminan untuk titik B dan C untuk

ditulis

mendapatkan koordinat pencerminannya berturut-turutB' dan C'. Kita dapat
melakukan pencerminan dengan cara serupa sehingga dapat diperoleh berbagai hasil
pemetaan yang ditunjukkan pada Gambar 6. Gambar 6 diperoleh dengan melakukan

pencerminan Gambar 5a dan Gambar 5b terhadap Sumbu y dan sumbu v secara

1 0
berturut-turut  menggunakan matriks  transformasi Xy = {0 | dan
¥ -1 0

R~ .
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Gambar 6. Pemetaan 1 persegi dan hasil pemetaannya melalui pencerminan.

2.3 Bayangan persegi untuk n x n persegi
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Dengan menggabungkan hasil gambar-gambar yang diperoleh pada subbab
sebelum ini beserta bayangannya, diperoleh beberapa hasil pemetaan sebagaimana
ditunjukkan pada Gambar 7. Untuk persegi dengan jumlah yang lebih banyak,

bayangannya dapat diperoleh dengan langkah-langkah yang sama.

v " .
y ok H

w=l'z | :

:}

INEEN } ......
Gambar 7a. llustrasi persegui 4 x 4 Gambar 7b. llustrasi persegui 14 x 14
yang dipetakkan (kiri) dan hasil yang dipetakkan (kiri) dan hasil
pemetaannya (kanan) oleh w=1/z. pemetaannya (kanan) oleh w=1/z.

Modifikasi pemetaan w=1/z dan hasil pemetaannya
Modifikasi yang ditunjukkan pada makalah ini adalah menyusun pemetaan

1 (04
w= (—j dan a € N (himpunan bilangan asli). Dapat ditunjukkan bahwa pemetaan ini
z

merupakan pemetaan konformal dengan menyatakan w dalam koordinat polar dan

memenuhi persamaan Cauchy-Riemann. Untuk persegi yang dibentuk dari persegi 14

2

x14 yang dipetakkan oleh w = (1 ditunjukkan pada Gambar 10.
z

‘4

2
1
Gambar 10. Pemetaan persegi 14 x 14 (kiri) oleh w, = (—j dan hasil pemetaannya
z

(kanan).

3. METODE PENELITIAN
Dalam tahap ini dibagi dalam beberapa kasus, yaitu:
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3.1 Menunjukkan bahwa pemetaan w = [1) dengan a € Z~ (himpunan bulat negatif)
z
adalah pemetaan konformal

j , a=—f dan S =2 untuk bidang

N =

3.2 Mengilustrasikan hasil pemetaan w=(
persegi yang dipetakkan.

3.3 Menunjukkan bahwa pemetaan w:(éjadengan a € (0,1) adalah pemetaan
konformal.

3.4 Mengilustrasikan hasil pemetaan w:(éja,a:O.S untuk bidang persegi yang

dipetakkan.

4. HASIL & PEMBAHASAN
1 (04

4.1 Pemetaan w = (—) dengan o € Z~ (himpunan bulat negatif)
zZ

Untuk a € Z maka dapat dituliskan sebagai o =—f dengan e N (himpunan
bilangan asli) sehingga
N (1Y’
w=(—j = [—j =2/ . Sebutlah w=z” = w,dengan w, = u +iv.
z z
(4.1)

-8
1
Teorema 4.1. Pemetaan (—) = z” dengan S € N merupakan pemetaan konformal.
z

Bukti. Perlu ditunjukkan bahwa w=z" = w, merupakan pemetaan analitik yang dapat

ditunjukkan 2 cara yaitu dengan Koefisien Binomial (cara I) dan koordinat kutub (cara
I). Pada bagian ini ditunjukkan kedua cara.
Caral.
Karena z = x + iy maka w, = z” =(x +iy)” . Dengan menggunakan koefisien Binomial
diperoleh

ﬂ . .
w, =z"=(x+ iy)ﬁ=ZCjﬁxﬁ_" (iy)’

Jj=0

=Clx” +iClx" "y = Clx"?y* —iClx"7y* + CPXP 7yt +iClx"7y% +. (4.a)

Dengan menuliskan bagian r||I dan bagian khayal dari persamaan (4.a) berturut-turut
diperoleh

k

y + . Z( I)Jcﬂ ﬂ2/

Jj=0

u=x"-Clx"?y* +Clx"*y* —Clx"*
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u=p"y—Clx"2 Yy + Clx"7y + Clx"7y° +.. Z( 1)’C2J+1xﬂ (2741 3,271

Sehingga
k
= Z( D/ (B—=2)CTx" y (5.a)
j=0
k
% Z( )]2]Cﬂ p- 21 2j-1 (5.b)
j=0
=Y (=D (B=2j-1C x"2D y2, (5.c)
j=0
a —-2(j 27
ZZ( 1)’ (2]+1)C21+1xﬂ Dy (5.d)
=0
dengan kzng . Dari persamaan (5.a)-(5.b) belum terlihat bahwa
persamaan tersebut memenuhi persamaan Cauchy-Riemann
(Zu 2;} dan Z—u gvl Oleh karena itu masing-masing turuna parsial
X )y X
pada persamaan (5.a)-(5.d) dijabarkan diperoleh
Z—u = pClx"! —(,B—2)Czﬁxﬂ_3y2 +(ﬂ—4)Cfxﬂ_5y4 + ey (6.a)
Z”—o 2CL %P2y +4CE XY +6C XY 4, (6.b)
y
& (B-DCL X Ry (B-3CL Y+ (B-5)CL Y (6.
X
?=C{8xﬂ“ —3CIx"7y? +5CE Xyt 4 (6.d)
4
Dengan menggunakan identitas 0!=1, maka C; =C; =1, C/ =adan C, =C;,.
Selain itu
bC* — b al a(a D(a—-2)....a—(b—1))(a—-Db)!
b bla-b)) bl(a—b)!
_b a(a—1)(a-2)a-3)...(a-(b-1))
bl(b-1)!
—(a—(b-1)) a(a—1)(a-2)a-3)..(a-(b-1))
b-1)!
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Maka  didapatkan  2C7 =(8-1)C/,3Cf =(p-2)C’,4C’ =(p-3)C?  dan

seterusnya sehingga persamaan (6.a)-(6.d) diperoleh [a_u:@ dan %:—@j.

ox Oy oy ox

Yang berarti w, memenuhi persamaan Cauchy-Riemann.

Cara 2. Dalam koordinat polar w, dapat ditulis sebagai
w, = z” =r”(cos fO +isin fO). Denan menuliskan bagian riil dan bagian khayal w,
diperoleh u(r,8) =r” cos 6 dan w(r,0) =r” sin 50 . Sehingga
ou = fr’™ cos B0 = lﬂrﬁ cos S0 =lﬁ
or r r o6

dan ? = Br’ ™ sin O = —rpr” sin O = —rZ—u. Jadi memenuhi persamaan Cauchy-

r r
Riemann.

Karena w, merupakan polinom berderajat f atau dapat juga disebut sebagai fungsi
pangkat, maka turunan w, yaitu w, = 8z "ada untuk setiap z#0eC. Jadi w,
merupakan pemetaan konformal.

Untuk S =1 maka diperoleh w,= z . Hasil pemetaan adalah gambar yang sama
karena fungsi pemetaan ini tidak mengubah bentuk gambar tetapi hanya menggantu
sumbu-sumbu koordinat, yaitu sumbu x menjadi sumbu u dan sumbu y menjadi sumbu
v berturut-turut untuk bidang z dan bidang w. Pada bagian selanjutnya ditunjukkan
untuk g =2.

4.2 Hasil pemetaan w = (lj ,a=—f dan =2
z

Untuk nilai =2 diperoleh w, =z dan ini merupakan fungsi parabolik atau
fungsi kuadrat. Berdasarkan persamaan (4.1) maka w, = x? +2ixy—y2. Dengan
menuliskan bagian riil dan bagian khayal dari w, berturut-turut diperoleh

u=x>—y*> dan v=2xy. (7)
Berdasarkan persamaan (7) maka persamaan garis x = a pada bidang —z dipetakkan

sebagai keluarga parabola pada bidang-w, yang ditunjukkan oleh persamaan (8.). Yaitu
karena

2 2
v =+2ay sehingga y =+ — dan u=a> — y* maka u = a’ —(ilj =g’ -2 —.
2a 2a 4a

(8.a)
Untuk persamaan garis y =+b pada bidang-z dipetakkan sebagai suatu keluarga
parabola pada bidang-w, yaitu

2 2
v =+2bx sehingga x =+ dan u = x* —b* maka 4 :(J_rl —pr=Y__p2. (8.b)
2b 2b ?
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Keluarga parabola persamaan (8.a)-(8.b) merupakan sistem ortogonal (Gordon,1963).
Masing-masing dari bayangan garis x =+a dan y =+b dan persegi ditunjukkan pada
Gambar 4.1-4.3.

¥ v Vi
‘ { ‘ _ ‘! ) . - T
4 “:_\_ - x "' u

(a) b}

()

Gambar 11. Bayangan garis x =+a dany =1b beserta bayangan persegi ABCD

dengan fungsi w=z".

Bidang-z

Gambar 13. Bayangan sejumlah persegi berukuran 14 x 14 dengan fungsi w=z>.

4.3 Pemetaan w = (1) dengan « € (0,1)
z
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Karena «a € (0,1), maka dapat dituliskan « :% dengan a,be N, a<b, sehingga

diperoleh

1 j :r‘b(cosﬁg_ismﬁej.Dengan
b b

re'?

Dalam koordinat polar dapat diperoleh w :(

—a —a

menuliskan bagian riil dan khayalnya diperoleh u=r?t cosgﬁ, v=—rtsing.

Sehingga
_a _a
6_”:_27/ b Cosge ; 6_1/‘:—2}’ b Singe ; (93)
or b b 00 b b
@:ﬁr_;_l Singﬁ ; ﬁ:—ﬁl"_; COSEH . (9b)
or b b 00 b b
4
Jadi persamaan Cauchy-Riemann dipenuhi. Karena w':ﬁ(l)b #0, Vz € C maka
zZ

1 o
terbukti w = (—) dengan « € (0,1) merupakan pemetaan konformal.
z

1 1
Untuk a:E, maka diperoleh bentuk pemetaan w:\/:. Dengan
z

menggunakan koordinat polar diperoleh

w= (e ) 2\/1;(c05£9+ ;k”)—isin[e f’”j} k=0,1. (10)

Sehingga untuk k = 0 diperoleh nilai utamaw,_, =L[cos(§j—isin[§n dan untuk

NP

nilai k = 1 diperolehwk:1:(re"f’)’”zzi COS(9+2”j_isin(e+2”), Dengan
Jr 2 2

mengingat bahwa
sin (a + b) = sin a cos b + cos a sin b dan cos(a+b)=cos a cos b —sin a sin b, maka

B -

Dengan menuliskan w,_, =u +iv , maka bagian riil dan bagian khayal dapat ditulis

sebagai

uchosg dan v:—Lsing. (12)

Jroo2 Jr
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1 /1+ 0
Dengan menuliskan persamaan (11) dalam x dan y diperoleh u:T %.
r

1+ 20
Karena cos H—& diperoleh
1 \/r+x \/r+x 1 \/Xz"'yz +Xx
2 '\/7 xz +y2 2
) 1- 20 .
Secara sama, karena sin” 8 = 1TC0sLY diperoleh

X
_;:_L r—xz_l r-x __ 1 \/x2+y2 -
o\ 2 N2 [x2 4?2 2

Sehingga untuk setiap titik (a,b) pada bidang-z akan dipetakkan menjadi titik

1 ya'+b® +b 1 Va’+b° —a | pada bidang-w. Dengan mengambil
Va® +b’ 2 C Vb 2

nilai utama w,_, yaitu 0 < 8 <27 maka bayangan sejumlah persegi berukuran 14 x 14

ditunjukkan pada Gambar 14 pada dua cabang.

Gambar Mula-mula

Bayangan

Bidang-z

cabang ulama
ia)

Bidang-w

cabang lainnya
(B}

Gambar 14 Hasil pemetaan w,_, = untuk 14 x14 persegi.

1
Jz
Kita dapat melakukan pemetaan untuk berbagai nilai ¢ yang lain dan menyusun aspek

1
matematis sebagaimana di atas. Untuk nilai o = = dapat ditunjukkan hasil pemetaan

yang ditunjukkan pada Gambar 15.

Gambar Mula-mula

Bayangan

Yy

cabang ulama cabang lannya
(a) (b}

Bidang-z Bidang-w

1\ 1
Gambar 15. Hasil pemetaan persegi 14x14 dengan w = (—j dengan o = _5 .
z

5 KESIMPULAN DAN SARAN
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Pada makalah ini telah ditunjukkan hasil pemetaan persegi n x n dari

w=(1j untuk «a € Z (himpunan bilangan bulat negatif) dan «a€(0,1).
z

Diperoleh bahwa hasil pemetaan persegi n x n untuk @ =2 merupakan keluarga
1
parabola. Sedangkan pemetaan persegi n x n dengan « :E merupakan bentuk

lemniscate yang terpotong-potong. Beberapa pengembangan dapat dilakukan
dengan melakukan pemetaan tak konformal untuk bidang persegi.
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