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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1. KESIMPULAN 

 Pendefinisian Fungsi Bervariasi Terbatas tak lepas dari keterkaitan interval 

dan partisi. Interval dapat dibentuk menjadi beberapa partisi dengan mengambil 

sebarang titik pada interval, dimana titik-titik yang diambil menjadi batas dari 

partisi  pada interval. 

 Jika ��, ��  adalah suatu interval, maka dapat diambil titik-titik 

��, ��, �	, … , �� ∈ ��, ��  dengan � 
 �� � �� � �	 � ⋯ � �� 
 �  dan dibentuk 

menjadi partisi pada ��, ��.  Selanjutnya himpunan titik-titik � 
 ���, ��, … , ��� 

disebut sebagai partisi pada ��, ��, dan himpunan dari semua partisi pada ��, �� 

disimbolkan dengan  ���, ��. 

Suatu fungsi f : [ ],a b  → ℝ , dikatakan bervariasi terbatas (bounded 

variation) pada [ ],a b ,  jika terdapat konstanta 0K >  dengan sifat untuk setiap 

partisi 0 1{ , , , }nP x x x= …  pada [ ],a b , berlaku
1

1 1

( ) ( )
n n

i i i
i i

f f x f x K−
= =

∆ = − ≤∑ ∑ . 

Variasi  fungsi f pada [ ],a b  yang terkait dengan partisi 0 1{ , , , }nP x x x= …  pada 

[ ],a b , ditulis ( ),b
aV f P  , diberikan dengan  

1
1

( , ) ( ) ( )
n

b
a i i

i

V f P f x f x −
=

= −∑  

Selanjutnya  total variasi  fungsi f pada [ ],a b ,  dituliskan ( )b
aT f , didefinisikan 

[ , ]
( ) sup ( , )b b

a a
P a b

T f V f P
π∈

= . 
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Fungsi Bervariasi Terbatas memiliki beberapa sifat diantaranya adalah : 

1. Diberikan fungsi :[ , ]f a b →ℝ .  Fungsi f  bervariasi terbatas pada [ , ] a b

jika dan hanya jika 
[ , ]

( ) sup ( , )b b
a a

p a b

T f V f
π∈

= < ∞P . 

2. [ , ] { : [ , ]  fungsi bervariasi terbatas pada [a,b]}BV a b f f a b= → ℝ
 
merupakan 

ruang linear atas ℝ . 

3. Jika  :[ , ]  f a b →ℝ  fungsi monoton, maka  fungsi  f  bervariasi terbatas. 

4. Jika �  monoton naik pada interval ��, �� dan monoton turun pada interval 

��, ��, maka fungsi � bervariasi terbatas pada selang ��, ��. 

5. Jika � fungsi monoton bagian demi bagian pada selang ��, ��, maka fungsi  f   

bervariasi terbatas pada ��, ��. 

6. Fungsi :[ , ]f a b →ℝ   bervariasi terbatas pada [ , ]a b  jika dan hanya jika 

untuk setiap [ , ]c a b∈  ,  �  bervariasi terbatas pada [ , ]a c  dan [ , ]c b .    Lebih 

lanjut ( ) ( ) ( )b c b
a a cT f T f T f= + . 

7. Jika [ , ]f BV a b∈ , maka [ , ]f BV c d∈ , untuk setiap [ , ] [ , ].c d a b⊂  

8. Diberikan fungsi :[ , ]f a b →ℝ  bervariasi terbatas pada ��, �� , maka 

�	terbatas. 

9. Diberikan fungsi , :[ , ]f g a b →ℝ .  Jika , [ , ]f g BV a b∈ , maka [ , ]fg BV a b∈  

10. Diberikan [ , ]f BV a b∈ .  Didefinisikan fungsi  :[ , ]fv a b → ℝ  , dengan 

( ) ( )x
f av x T f=  untuk setiap [ , ]x a b∈ , maka fv merupakan fungsi naik 

monoton  pada [ , ]a b . 
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11. Fungsi [ , ]f BV a b∈  jika dan hanya jika fungsi f  dapat dinyatakan sebagai 

selisih dua fungsi naik  monoton  pada [ , ]a b . 

12. Jika �  kontinu pada ��, �� dan �′  terbatas pada ��, ��  maka �  bervariasi 

terbatas pada ��, ��. 

 

4.2  SARAN 

Pada penulisan ini dibahas mengenai Fungsi Bervariasi Terbatas, bagi 

pembaca yang tertarik dengan masalah ini dapat melanjutkan penelitian untuk 

mengembangkan  dan memperluas pada pembahasan Fungsi Bervariasi Terbatas 

pada Ruang Euclide ��. 
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