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Abstrak

Dalam suatu semigrup terdapat himpunan elemen idempoten yang menjadi latar

belakang munculnya E_semigrup dimana kelas semigrup ini merupakan
generalisasi dari semigrup ortodoks. Seperti halnya semigrup ortodoks yang

mempunyai kaitan erat dengan semigrup reguler, E_semigrup mempunyai
kaitan pula dengan E -inversive semigrup dimana semigrup ini merupakan
generalisasi dari semigrup reguler. Untuk mengkarakterisasi E -semigrup digunakan
sifat-sifat dari E -inversive semigrup, sandwitch set dan himpunan invers lemah.
Akan ditunjukkan bahwa jika S adalah E -inversive semigrup maka terdapat
pernyataan-pernyataan yang ekuivalen mengenai E. semigrup, sandwitch set dan
himpunan invers lemah dari elemen S. Selanjutnya E -inversive dan E—
semigrup mengantarkan pada pembahasan E-inversiveE_semigrup. Dibahas

pula mengenai hubungan urutan Mitsch H , urutan Lallement A dan relasi U yang
erat kaitannya dengan terbentuknya himpunan elemen idempoten menjadi normal

band. Normal band merupakan salah satu bentuk dari E_semigrup. Dengan
demikian hubungan urutan Mitsch M urutan Lallement A dan relasi U tersebut

menjadi syarat perlu dan cukup himpunan elemen idempoten merupakan E-
semigrup.

Kata kunci: E_semigrup, E -inversive semigrup, sandwitch set dan himpunan
invers lemah.

PENDAHULUAN

Salah satu konsep yang dipelajari dalam struktur aljabar adalah grup. Jika
aksioma eksistensi elemen identitas tidak diharuskan berlaku, maka akan berdampak
pada tidak dapat diberlakukannya aksioma eksistensi dari elemen invers elemen-
elemennya. Dengan latar belakang ini didefinisikan struktur aljabar baru yang lebih
umum yaitu semigrup.

Himpunan tak kosong S dengan operasi biner ([) disebut grupoid yang
selanjutnya dituliskan dengan (S,). Grupoid (S,) dimana operasi biner (0) berlaku
asosiatif, yaitu untuk setiap a,b,ceS berlaku (alb).c=al(blc) disebut semigrup.
]
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Selanjutnya dalam penulisan operasi biner ini dituliskan sebagai pergandaan dan
semigrup (S,)) dinotasikan dengan S .

Misalkan (G,[) grup, berlaku aksioma eksistensi elemen identitas yaitu terdapat

eeG dimana untuk setiap a€G berlaku ae =ea=a. Selanjutnya e disebut elemen
identitas. Sebagai akibatnya selalu berlaku terdapat e e G sehingga ee =ee=e atau

secara umum dapat dituliskan terdapat x € G sedemikian sehingga berlaku xx = x* = x
. Hal ini tentu saja belum tentu berlaku pada semigrup. Kenyataan ini memberi peluang

untuk membentuk himpunan elemen-elemen x di S dengan sifat x* = x. Selanjutnya
himpunan ini disebut himpunan elemen-elemen idempoten dan dinotasikan E(S).

Dengan demikian E(S)={aeS|a*=a}. Elemen a di dalam E(S) disebut elemen
idempoten. Semigrup S dimana setiap elemennya adalah idempoten disebut band.
Normal band dan rectangular band merupakan contoh dari jenis-jenis band.

Tidak dijaminnya berlaku aksioma eksistensi elemen identitas pada semigrup
akan berpengaruh pada aksioma eksistensi invers untuk elemen di G . Sudah diketahui

bahwa pada grup G berlaku untuk setiap aeG terdapat a~ €G sedemikian sehingga
aa ' =a'a=e. Jika kedua ruas dikalikan dengan a maka berlaku untuk setiap aeG

terdapat a'eG sedemikian sehingga aa'a=a'aa=ea=a atau secara umum
dituliskan untuk setiap a<G terdapat xeG sedemikian sehingga axa=a. Hal ini
tentu saja belum tentu berlaku pada semigrup karena aksioma elemen invers tidak selalu
berlaku. Kenyataan ini memberi peluang untuk mendefinisikan semigrup reguler.
Semigrup S disebut semigrup reguler jika untuk setiap aeS terdapat xeS
sedemikian sehingga axa =a. Selanjutnya a di dalam S dengan sifat terdapat x di S
sedemikian sehingga axa=a disebut elemen reguler dari S .

Pada semigrup reguler didefinisikan sandwitsch set dimana munculnya
sandwitsch set ini dilatarbelakangi oleh sifat operasi elemen identitas pada grup. Pada
dasarnya sandwitsch set merupakan himpunan elemen idempoten yang memiliki sifat

tertentu. Di dalam grup dengan elemen identitas eberlaku e*=e dan (e*)*=e™

sehingga untuk setiap a<G berlaku ae=a;e'a=ajee’=e dan eee ' =ee=e. Hal
ini belum tentu berlaku pada semigrup mengingat ketidakberadaan elemen identitas dan
elemen invers. Jika hal tersebut diberlakukan pada himpunan elemen idempoten dengan
memisalkan e, g, f € E(S), sandwitsch set S(e, f) didefinisikan sebagai himpunan
dengan elemen g yang bersifat ge=g = fg dan egf =ef .

Berdasar sifat semigrup reguler dan himpunan elemen idempoten dapat dibentuk
suatu kelas semigrup, yaitu semigrup ortodoks. Semigrup ortodoks merupakan semigrup
reguler dimana himpunan elemen idempoten membentuk subsemigrup. Dari sifat
semigrup ortodoks tersebut muncul kelas semigrup yang lebih umum dimana
disyaratkan merupakan sebarang semigrup dengan himpunan elemen idempoten
membentuk subsemigrup. Kelas semigrup ini disebut E —semigrup. E —semigrup
merupakan generalisasi dari semigrup ortodoks sehingga sifat yang berlaku pada E -
semigrup menginduksi sifat dari semigrup ortodoks. Sebagai contoh adalah sifat
himpunan invers lemah dari  E—semigrup mempunyai kemiripan dengan sifat
himpunan invers pada semigrup ortodoks. Seperti halnya semigrup ortodoks yang
mempunyai kaitan erat dengan semigrup reguler, dalam mengkarakterisasi E —
semigrup berkaitan pula dengan E —inversive semigrup yang merupakan generalisasi
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dari semigrup reguler. Dalam pengkarakterisasian tersebut diperlukan pula sifat
sandwitch set dan himpunan invers lemah.

Selanjutnya sifat-sifat yang telah didapatkan dari E —inversive dan E-—
semigrup menjadi dasar dalam pembahasan E —inversive E —semigrup. Dalam hal ini
hanya akan dibahas tentang kongruensi grup terkecil di dalamnya. Selanjutnya dibahas
lebih lanjut tentang sifat urutan Mitsch x pada sebarang semigrup serta hubungan
antara urutan Mitsch u, urutan Lallement A dan relasi v yang kemudian diketahui erat

kaitannya dengan terbentuknya himpunan elemen idempoten menjadi normal band.
Normal band merupakan salah satu bentuk dari E —semigrup, sehingga dari hubungan
urutan Mitsch ., urutan Lallement A dan relasi v tersebut diketahui merupakan syarat

perlu dan cukup himpunan elemen idempoten adalah E —semigrup.

Untuk menjawab pertanyaan ini akan dibahas tentang sifat himpunan idempoten
yang mendorong suatu semigrup menjadi E —semigrup, sifat E —inversive semigrup,
karakterisasi E —semigrup dari sifat-sifat E —inversive, kongruensi grup terkecil o
pada E —inversive E—semigrup, sifat-sifat urutan Mitsch x serta hubungan urutan
Mitsch u, urutan Lallement A dan relasi v dimana hubungan ketiganya erat kaitannya
dengan syarat perlu dan cukup suatu himpunan elemen idempoten E(S) merupakan
E —semigrup.

PEMBAHASAN

Dalam bab ini akan dibahas mengenai E —inversive, E—semigrup dan E -
inversive E —semigrup. Berikut diberikan beberapa definisi, sifat, teorema serta contoh
yang berlaku dalam E —inversive, E —semigrup dan E —inversive E —semigrup.

1. E —inversive dan E —semigrup
Telah diketahui bahwa pada suatu grup berlaku untuk setiap aeG terdapat
a™* eG sedemikian sehingga berlaku aa™ =a‘a=e. Jika kedua ruas dikuadratkan
yaitu (aa')’ =e” =e maka diperoleh (aa™)*=aa™. Bila ditulis secara umum untuk

setiaqp a <G terdapat xeG sedemikian sehingga berlaku (ax)>=ax . Jadi dapat
disimpulkan bahwa dalam suatu grup berlaku untuk setiap aeG terdapat xeG
sehingga (ax)® =ax. Hal ini belum tentu berlaku pada semigrup mengingat eksistensi

elemen identitas dan elemen invers tidak dijamin berlaku. Dengan latar belakang
tersebut, didefinisikan pengertian sebagai berikut.

Definisi: Diberikan sebarang semigrup S. Semigrup S disebut E —inversive jika
untuk setiap aeS terdapat xeS sedemikian sehingga ax idempoten. Sedangkan
semigrup S disebut E —semigrup jika himpunan idempoten dari S membentuk
subsemigrup di dalam S.

Contoh:
Diberikan semigrup S ={a,b,c,d} dimana operasi biner didefinisikan seperti pada tabel

Cayley berikut:
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Semigrup S dengan operasi biner seperti pada tabel diatas merupakan E —inversive
dan semigrup S bukanlah E —semigrup.

Contoh:
Setiap band merupakan E —semigrup.
Berikut didefinisikan urutan Mitsch x, relasi o dan urutan Lallement 1

yang akan mengantarkan pada pembahasan tentang syarat cukup dan syarat perlu suatu
himpunan elemen idempoten menjadi normal band .

Definisi: Diberikan sebarang semigrup S dan a,beS. Urutan Mitsch x pada S
didefinisikan sebagai berikut:
(aub) < (3s,teSH)sa=sb=a=at=bt.

Definisi: Diberikan sebarang semigrup S dan a,beS. Relasi v pada S didefinisikan
sebagai berikut:

(avb) < (Fe, f e E(SY))a=eb=bf .
Sifat: Jika S merupakan semigrup reguler maka v merupakan urutan parsial natural
di S.

Definisi: Diberikan semigrup regular S dan a,beS.Urutan Lallement 2 pada S
didefinisikan sebagai berikut:
(atb) < (Vx,yeS)xRxa=xa=xb danyLay = ay =hy.
Jika G grup dan e elemen identitas pada G, maka berlake’ =e dan
(e™M)?=e™. Untuk setiap g G berlaku ge=g;e'g=g;ee™ =e dan eee ' =ee=e.
Hal ini juga belum tentu berlaku pada semigrup mengingat ketidakberadaan elemen

identitas dan elemen invers. Dengan latar belakang tersebut akan dapat di definisikan
sandwitsch set sebagai berikut

Definisi: Diberikan semigrup regular S dengan e, f € E(S). Sandwitch set S(e, f)
didefinisikan sebagai berikut:
S(e, f)={g E(S)|ge=g = fg;eqf =ef}.
Lemma berikut adalah sifat dari sandwitch set.

Lemma: Diberikan semigrup regulerS. Untuk setiap g e S(e, f), ef adalah inverse
dari g.

Berikut diberikan definisi dari himpunan invers lemah yang selanjutnya
akan digunakan dalam teorema karakterisasi E —semigrup,
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Definisi: Diberikan sebarang semigrup S dan ae<S. Himpunan invers lemah dari a
dinotasikan dengan W (a) didefinisikan sebagai berikut:

W(a) ={x eS| xax=x}
Elemen-elemen dari W (a) disebut elemen invers lemah dari a.

Lemma: Jika S semigrup regular dan heS(a'a,bb’) dimana a'eW(a),b'eW(b),
maka b'ha'eW (ab).
Berikut adalah teorema karakterisasi E —semigrup.

Teorema: Jika semigrup S adalah E —inversive semigrup, maka pernyataan berikut
ekuivalen.

1. S adalah E —semigrup;

2 (Ve, f eE(S))feeS(e, T);

3. (Va,b e S)W(b)W (a) cW (ab);

4 (Ve, f eE(S)W(eW(Ff)cW(Tfe).

Teorema: Jika semigrup S adalah E-inversive semigrup dan a,beS dengan
W (b)W (a) c W (ab) , maka untuk setiap idempoten e dari S berlaku W(e) c E(S).

Tabel dibawah ini menunjukkan bahwa pada E —inversive semigrup S, jika
untuk setiap e<E(S) berlaku W(e) < E(S) maka W (b)W(a) z W(ab) dengan
a,beS.

Contoh:
Misal S = {a, b, c, d}. Didefinisikan operasi pergandaan > e’ pada S seperti pada tabel
Cayley berikut.

. a b c d
a a a a a
b a a b a
c a a c a
d a b b d

Dapat dibuktikan bahwa S dengan operasi biner didefinisikan seperti pada tabel adalah
E -inversive semigrup dan untuk setiap eecE(S) berlaku W(e) c E(S) maka

W (b)W (a) W (ab) dengan a,beS.
Pada E —inversive semigrup , jika W(b)W(a) W (ab) berlaku untuk

suatu a,b €S maka tidak perlu bahwa S merupakan E —semigrup. Hal ini
diilustrasikan dalam contoh berikut:

Contoh:
Misalkan S ={A,B,C,D,0} dimana =H 8],B=[(1) g],cz[g ﬂ,D:

8 (1)]0 = [8 8] , maka S membentuk semigrup dibawah operasi perkalian seperti
terlihat dalam tabel berikut:
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Dapat dibuktikan bahwa jika
W (b)W (a) < W (ab) berlaku untuk
suatu a,b € S maka tidak perlu
bahwa S merupakan E —semigrup.
1] E-—inversive E —semigrup

Berikut akan dibahas
tentang E —inversive E—semigrup
dimana definisi E—inversive E—
semigrup diturunkan dari definisi E —inversive dan E —semigrup.

Q| O O W »

QW »| | > >
Q| Q| Q| | »| ™
Q| | O T O O
Q| Q| Q| T| O T
Q| Q| Q| Q| ©| O

Definisi: Semigrup S disebut E —inversive E —semigrup jika :
1 (VaeS)(@xeS)axe E(S)

2. E(S) subsemigrup S .
Berikut adalah contoh dari E —inversive E —semigrup.

Contoh:

Setiap band adalah E —inversive E —semigrup.
Berikut akan dibahas tentang kongruensi grup terkecil o pada E —inversive
E —semigrup.

Definisi: Diberikan E —inversive E—semigrup S. Relasi o pada S disebut
kongruensi grup terkecil o pada S dan didefinisikan sebagai berikut:
(Va,beS)(ach) < (Je, f e E(S))ea=Dbf.

Teorema: Jika S adalah E —inversive E —semigrup maka
o ={(a,b) e SxS|W(a)nW (b) = ¢}
adalah kongruensi grup terkecil pada S .
Berikut akan diberikan beberapa sifat dari urutan Mitsch x yang

nantinya akan digunakan dalam pembuktian syarat cukup dan syarat perlu suatu
himpunan elemen idempoten menjadi normal band.

Teorema: Diberikan sebarang semigrup S. Urutan Mitsch x4 pada S merupakan
urutan parsial.

Teorema: Diberikan sebarang semigrup S. Urutan Mitsch g pada S tidak

kompatibel terhadap pergandaan.
Dari dua sifat diatas dapat disimpulkan bahwa relasi urutan Mitsch u

pada sebarang semigrup adalah urutan parsial dan tidak kompatibel terhadap
pergandaan . Lemma berikut membahas tentang syarat cukup urutan Mitsch u

merupakan urutan trivial.
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Lemma: Jika S merupakan rectangular band, maka rutan Mitsch x pada S adalah
urutan trivial.

Akibat: Pada sebarang semigrup komutatif, urutan Mitsch u selalu kompatibel.

Contoh berikut ini merupakan contoh semigrup non-komutatif yang non-
reguler, non trivial dimana x kompatibel terhadap pergandaan.

Contoh:
Misalkan S ={a,b,c,d,e, f} semigrup yang memenuhi sifat(Vva,b,c e S)abc=ac
dengan operasi biner "eo" didefiniskan sebagai berikut:

° a b Cc d e f
a b b e e e b
b b b e e e b
c f f d d d f
d f f d d d f
e b b e e e b
f f f d d d f

Teorema berikut menyatakan syarat perlu dan syarat cukup suatu himpunan elemen
idempoten menjadi normal band.

Teorema Jika semigrup S dengan Reg(S) subsemigrup S, maka E(S) adalah
normal band jika hanya jika o= =1 pada Reg(S).

KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya dapat disimpulkan bahwa E —
semigrup merupakan generalisasi dari semigrup ortodoks. Terdapat kaitan erat antara
E —inversive dan E —semigrup. Dalam pengkarakterisasian E —semigrup diperlukan
sifat-sifat dari E —inversive, sandwitch set serta himpunan invers lemah. Selanjutnya
E —inversive dan E —semigrup diperlukan dalam mengkarakterisasi E —inversive
E —semigrup. Dalam pembahasan ini hanya dibahas tentang kongruensi grup terkecil
di dalamnya. Pada akhir pembahasan dibuktikan beberapa sifat dari urutan Mitsch s .

Selanjutnya diketahui pula bahwa kesamaan relasi v dengan urutan Mitsch 4« dan
urutan Lallement A4 pada himpunan elemen-elemen idempoten sebarang semigrup

menjadi syarat cukup dan syarat perlu suatu himpunan elemen idempoten menjadi
normal band.
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