QUIVER SEBAGAT REPRESENTASI ALJABAR
INTAN MUCHTADI-ALAMSYAH

Abstrak. Dalam tulisan ini akan dibahas bagaimana setiap aljabar berdimensi hingga
atas lapangan K yang tertutup secara aljabar berkorespondensi dengan suatu graf, yang
dinamakan quiver, dan sebaliknya setiap quiver berkorespondensi dengan suatu R -aljabar
asosiatif yang memiliki unsur kesatuan dan berdimensi hingga dengan kondisi tertentu.
Kemudian dengan menggunakan quiver yang berasosiasi dengan suatu aljabar A, kita da-
pat menggambarkan A-modul sebagai koleksi K -ruang vektor yang dihubungkan dengan
pemetaan-pemetaan linier.

Kata Kunci: Quiver, Aljabar Lintasan, Representasi Quiver

1. PENDAHULUAN

Teori Representasi lahir untuk memudahkan mempelajari suatu objek matematika vang
kompleks dengan cara merepresentasikan menjadi objek yang lebih sederhana. Representasi
aljabar asosiatif berawal dari pendeskripsian bilangan kompleks sebagai pasangan bilangan
riil oleh Hamilton. Sekitar tahun 1930, E.Noether menginterpretasikan representasi seba-
gal modul. Hal tersebut memudahkan mempelajari aljabar semi sederhana seperti juga
memberikan kemudahan untuk menerapkan Aljabar Homologi dan Teori Kategori untuk
mempelajari Teori Representasi. Dengan adanya keterkaitan tersebut, Teori Representasi
berkembang sangat pesat dalam tiga puluh tahun terakhir.

Tulisan ini membahas bagaimana setiap aljabar berdimensi hingga atas lapangan yang
tertutup secara aljabar K berkorespondensi dengan suatu graf, yang dinamakan quiver, dan
sebaliknya setiap quiver berkorespondensi dengan suatu K-aljabar asosiatif yang memiliki
unsur kesatuan dan berdimensi hingga dengan kondisi tertentu. Kemudian dengan menggn-
nakan quiver yang berasosiasi dengan suatu aljabar A, kita dapat menggambarkan A-modul
sebagai koleksi K-rnang vektor yvang dihubungkan dengan pemetaan-pemetaan linier. Ide
untuk merepresentasikan aljabar dalam bentuk graf ini dimulai sekitar tahun 1940-an (lihat
[3], [6], dan [7]) namun menjadi sangat berkembang pada tahun 1970-an, terutama karena
Gabriel ([4], [5]). Istilah quiver dan representasi quiver secara ekplisit diperkenalkan oleh
Gabriel dalam [4]. Hal tersebut merupakan titik awal representasi modern dari aljabar
asosiatif.

Sistematika pembahasan adalah sebagai berikut : pada bagian kedua akan diperkenalkan
mengenai Quiver dan Aljabar Lintasan, yaitu suatu K-aljabar yang dibentuk dari suatu
quiver. Kemudian bagian ketiga akan membahas mengenai Ideal Admissible dari aljabar lin-
tasan dan kuosien dari aljabar lintasan, yang dinamakan Aljabar Lintasan Terbatas. Bagian
keempat yang merupakan bagian utama, akan membahas bagaimana membentuk quiver
dari sebarang K-aljabar A (basic) terhubung dan presentasi sebarang K -aljabar (basic) ter-
hubung sebagai aljabar lintasan terbatas. Pada bagian kelima akan dibahas bagaimana
menggambarkan A-modul sebagai representasi quiver, dan pada bagian keenam akan diba-
has penggambaran A-modul sederhana, projektif tak terdekomposisi dan injektif tak ter-
dekomposisi. Sebagai penutup akan dibahas pengembangan lebih lanjut dari representasi
aljabar dalam bentuk quiver.

Disampaikan pada Seminar Nasional "Aljabar, Pengajaran dan Terapannya,” Universitas Negeri Yo-
gvakarta, 31 Januari 2009.
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Tulisan ini merupakan rangkuman materi kuliah MA 5023 Topik dalam Aljabar I yang
diberikan pada Semester I 2008/2009 berdasarkan buku rujukan Assem, Simson dan Skowron-
ski [1] untuk mahasiswa program magister (S2) Matematika ITB. Teorema, lema dan akibat
akan diberikan tanpa bukti, pembaca yang berminat dapat mempelajarinya dalam [1] dan

[2].
2. QUIVER DAN ALJABAR LINTASAN

Dalam bagian ini akan diperkenalkan mengenai quiver, dan akan dibahas bagaimana
mengasosiasi suatu aljabar dengan suatu quiver dan mempelajari sifat-sifatnya.

Definisi 2.1. Suatu quiver Q = (Qo, Q1, 8,t) terdiri dari dua himpunan: Qo (yang unsur-
unsurnya dinamakan titik atauw verteks) dan Q1 (yang unsur-unsurnya dinamakan panah),
dan dua pemetaan s,t : ()1 — (o yang memetakan setiap panah o € ()1 ke titik asalnya
s(a) € Qo dan ke titik targetnya t(a) € Qo.

Dengan demikian, quiver pada dasarnya adalah graf berarah tanpa pembatasan banyaknya
panah antara dua titik, pembatasan akan adanya loop atau cyele berarah. Berikut ini adalah

beberapa contoh quiver:
!
2 1
’ OU ﬁ—. )
¥

Suatu quiver @ dikatakan hingga jika Qp dan @ merupakan himpunan hingga. Graf Q
dari suatu quiver @ diperoleh dari @ dengan mengubah panah menjadi garis. Suatu quiver
() dikatakan terhubung jika @ merupakan graf terhubung.

Misalkan Q = (Qy, Q1, s,t) suatu quiver dan a,b £ (Jy. Suatu lintasan dengan panjang
[ > 1 dengan titik asal a dan target b (dengan kata lain dari a ke b) adalah barisan

(alar, g, ap]b),

dimana oy € @ untuk setiap 1 < k < [, dan s{a1) = a,t(ag) = s(agy1), untuk setiap
1 <k < [, dan t(ey) = b. Lintasan vang demikian dinotasikan sebagai aijavg -+ - ¢y dan dapat
digambarkan sebagai berikut:

a:agﬂalﬂ»ag% v--iag:b.

Kita notasikan dengan ); himpunan semua lintasan di () dengan panjang [. Untuk setiap
titik a € Qg kita asosiasikan suatu lintasan dengan panjang [ = 0, yang dinamakan lintasan
trivial atau stasioner di a, dan dinotasikan sebagai ¢, = (a||a). Dengan demikian lintasan
dengan panjang 0 dan 1 berkorespondensi satu-satu dengan unsur-unsur di Qg dan Q1. Su-
atu lintasan dengan panjang [ > 1 dikatakan cyecle jika titik asal dan targetnya berimpit.
Suatu cyele dengan panjang 1 dinamakan loop. Suatu quiver dinamakan asiklis jika tidak
memuat cyele.

Komposisi lintasan-lintasan dapat mendefinisikan operasi secara parsial pada himpunan
semua lintasan suatu quiver. Kita akan menggunakan operasi tersebut untuk mendefinisikan
suatu aljabar.

Definisi 2.2. Misalkan Q suatu quiver. Aljabar lintasan KQ dari Q adalah K-aljabar
yang scbagai K -ruang vektor memiliki basis himpunan semua lintasan (alaq, -+, oy|b) den-
gan panjang l > 0 di Q, sedemikian sehingga perkalian dua vektor basis (a|ovy, -« -, aq|b) dan
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(c|B1,- -, Bi|d) di KQ didefinisikan sebagai
(a|a.1:~ T !af|b)(c|"31- T !"3?\|d) = §bc(a|als Ty af,lﬁl, T -'33\|d)-
dimana oy, merupakan delta Kronecker.

Dengan kata lain, perkalian dua lintasan aj -y dan 3y --- G adalah nol jika t(ag)
s(1) dan sama dengan lintasan komposisi aq - 31+ 5 jika t(a;) = s(5;). Perkalian
unsur-unsur basis diperluas menjadi perkalian unsur-unsur di K¢ dengan menggunakan
sifat distributif.

Contoh
(1) Misalkan @ adalah quiver

vang terdiri dari 1 titik dan 1 loop. Maka basis aljabar lintasan K @) adalah {e;, o, a? .- s al - }

perkalian vektor basis diberikan sbh.

1ol = aley = o' untuk setiap [ >0, dan
alak = altk untuk setiap I,k = 0,

dimana o = ¢. Maka K () isomorf dengan aljabar suku banyak K[#] dengan 1 variabel ¢,

dimama ¢; dipetakan ke 1, dan a dipetakan ke £.
(2) Misalkan @ adalah quiver
2 1
o - 0
Aljabar lintasan K@ memiliki basis {1, €2, a} dengan eje) = €1, €062 = €3, 6300 = v, o€ = @,
dan €160 = €26 = €10 = aea = aa = 0. Jelas bahwa K@) isomort dengan aljabar matriks
segitiga bawah 2 x 2

mﬁ’}:( 2 g, ): {( . 2 J\a._.b_.cEK}

dimana isomorfisma. diberikan oleh

(10 /(0 0 (00
€] +— 0 0 L E2 +— 0 1 P 1 0 .

Lema 2.1. Misalkan QQ suatu quiver dan KQ adalah aljabar lintasannya. Maka
(1) KQ adalah aljabar asosiatif,
(2) KQ memiliki unsur identitas jika dan hanya jika Qo hingga,
(3) KQ berdimensi hingga jika dan hanya jike Q hingga dan asiklis.

Akibat 2.2, Misalkan @ suatu quiver hingga. Unsur 1 = EQGQD €, merupakan unsur
identitas di KQ dan himpunan {e,la € Qo} yang terdiri dari semua lintasan stasioner
€, = (a||a) membentuk himpunan lengkap idempoten ortogonal primitif dari KQ.

Himpunan {¢,|a € Qp} bukan satu-satunya himpunan lengkap idempoten ortogonal prim-
itif di K'@Q. Pada contoh 2 di atas, selain {e1, 62:}, himpunan {e1 +a, ez — a'} juga merupakan
himpunan lengkap idempoten ortogonal primitif di K@Q.

Lema 2.3. Misalkan Q) suatu quiver hingga. Aljabar lintasan K Q) terhubung jika dan hanya
gika Q) adalah quiver terhubung.

Kini kita akan menentukan radikal dari aljabar lintasan dari suatu quiver yang hingga,
terhubung dan asiklis.

Definisi 2.3. Misalkan Q) suatu quiver hingga yang terhubung. Ideal dari aljabar lintasan
KQ yang dibangun oleh panah-panah dari Q@ dinamakan ideal panah di KQ dan dino-
tasikan sebagai Rg.
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Proposisi 2.4. Misalkan Q suatu quiver hingga yang terhubung, R adalah ideal panah di
KQ dan ¢, = (alla) uniuk a € Qo. Himpunan {&, = ¢o + Rla € Qu} merupakan himpunan
lengkap idempoten ortogonal primitif di KQ/R dan KQ/R =K x K x ... x K. Jika Q juga
asiklis, maka Rad K = R dan K merupakan aljabar basic yang berdimensi hingga.

Jika @ tidak asiklis, secara nmum tidak selalu Rad K @Q = Rg. Sebagai contoh misalkan Q) adalah
quiver

Sebelumnya telah dijelaskan bahwa K@Q = K|f]. Karena K tertutup secara aljabar; maka himpunan
{t — AN € K} merupakan himpunan tak hingga suku banyak tak tereduksi, yang membangun
ideal-ideal maksimal yang irisannya adalah nol. Dengan demikian Rad KQ = 0. Sebaliknya Rg =
oK ol sebagai K-ruang vektor dan tentu saja tidak nol.

3. IDEAL Admissible DAN KUOSIEN DARI ALJABAR LINTASAN

Misalkan @ suatu quiver hingga. Berdasarkan Lema 2.1, aljabar lintasan K@ dari @)
merupakan aljabar asosiatif dengan identitas dan berdimensi hingga jika dan hanya jika Q
asiklis. Pada bagian ini kita akan membahas kuosien berdimensi hingga dari aljabar lintasan
vang belum tentu berdimensi hingga.

Definisi 3.1. Misalkan Q quiver hingga dan Rq ideal panah di aljabar lintasan KQ. Suatu
ideal T di KQ dikatakan admissible jika terdapat m = 2 sedemikian sehingga

e — 2
R5 €1 C R,
Jika I suatu ideal admissible di KQ, (Q,I) dinamakaen quiver terbatas. Aljabar kuosien
KQ/I dinamakan aljobar dari quiver terbatas atau aljabar lintasan terbatas.

Berdasarkan definisi, suatu ideal I di KQ vang termuat di REQ merupakan ideal admissible
jika dan hanya jika I memuat lintasan-lintasan yvang cukup panjang. Jika @ asiklis, maka
setiap ideal yang termuat R'ZQ merupakan ideal admissible.

Contoh
(1) Untuk setiap quiver hingga ) dan m > 2, ideal RES admissible.
(2) Ideal nol admissible jika dan hanya jika () asiklis. Hal ini karena ideal nol admissible jika dan
hanya jika terdapat m > 2 sedemikian sehingga R}} = 0, yvaitu setiap komposisi m panah di
K@) adalah nol. Ini terjadi jika dan hanya jika € asiklis.
(3) Misalkan @ adalah quiver

2 .
[ s
/ ™ {/ Y
I: ) (3]
NN
3

Ideal I =< aff — ¥4, 3¢, € > merupakan ideal admissible. Jelas hahwa I C Rf?. Selanjutnya
setiap lintasan dengan panjang > 4 dan titik asal 1, 2, atau 3 memuat %, akibatnya berada
di I. Lintasan dengan panjang > 4 dan titik asal 4 memuat lintasan berbentuk a8e? atau
~de2, herada di T karena umtuk yang pertama (3¢ € I, dan yang kedua karena yde? =
(76 — aB)e? + ade? ¢ I. Akibatnya Rf? C I, dan dapat disimpulkan bahwa [ admissible.
Sebaliknya ideal < fe, a8 — ~d > tidak admissible.

Definisi 3.2. Misalkan Q suatu gquiver. Suatu relasi di Q dengan koefisien di K adalah
K -kombinasi linier dari lintasan-lintasan dengan panjang paling sedikit dua yang memiliki
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titik asal dan titik target yang sama. Dengan kato lain, suatu relasi p adalah suatu unsur
di K(Q sedemikian sehinggao

m
p= E Aiwi,
i=1

dimana A; adalah skalar (yang tidak semua nol) dan w; adalah lintasan di () dengan panjang
paling sedikit 2 sedemikian sehingga, jikai # j, maka w; dan w; memiliki titik asal dan target
yang sama.

Suatu relasi dimana m = 1 dinamakan relasi nol, dan jika berbentuk wy — w> dina-
makan relasi komutatif. Jika (p;);cs adalah koleksi relasi untuk @ sedemikian sehingga
< pjli € J > admissible, maka kita katakan @ terbatas oleh relasi (p;) atau terbatas
oleh relasi p; = 0 untuk semua j € .J.

Sebagai contoh, pada contoh 2 di atas, ideal I dibangun oleh satu relasi komutatif py = a3 — 46
dan dua relasi nol p2 = Fe dan pg = 63, dengan demikian @ terbatas oleh relasi a3 = ~4, 3¢ = 0,
dan e* = 0.

Lema 3.1. Misalkan Q suatu quiver hingga dan I suatu ideal admissible di K Q.

(1) Himpunan {e, = ¢, + I|la € Qu} merupakan himpunan lengkap idempoten ortogonal
primitif dari aljabar lintasan terbatas KQ /1.

(2) Aljabar lintasan terbatas KQ/I terhubung jika dan hanya jika Q terhubung.

(3) Aljabar lintasan terbatas KQ/I berdimensi hingga.

(4) Terdapat suatu himpunan hingga relasi-relasi {py, -+ , pym + sedemikian sehingga I =
<P P

(5) Jika Rg adaloh ideal panah di KQ, maka Rad (KQ/I) = Rg/I. Lebih lanjut aljabar
lintasan terbatas KQ/T merupakan aljabar basic.

Contoh Migalkan ¢ adalah quiver
i /_\é/—\) F;
NN

Ideal I yang dibangun oleh a3 — Ba, 3%, o® merupakan ideal admissible. Aljabar lintasan terbatas
K Q/I berdimensi 4, dengan basis {ej,a, 3.af8 }.

4. QUIVER DARI ALJABAR BERDIMENSI HINGGA

Misalkan 4 suatu aljabar asosiatif berdimensi hingga dengan unsur kesatuan atas lapan-
gan K yang tertutup secara aljabar. Karena kategori modul atas aljabar ekivalen dengan
kategori modul atas aljabar basic yang bersesuaian (lihat [1, Akibat 1.6.10]), dalam pemba-
hasan selanjutnya A diasumsikan basic. Kita akan membahas bagaimana A isomorf dengan
aljabar lintasan terbatas K'Q/I, dimana Q suatu quiver hingga yang terhubung dan [ suatu
ideal admissible dari K Q.

Definisi 4.1. Misalkan A suatu K-aljabar basic terhubung yang berdimensi hingga dan
{e1,--- ,e,} himpunan lengkap idempoten ortogonal primitif dari A. Quiver dari A, yang
dinotasikan sebagai Q 4, didefinisikan sbb.:
(1) Titik-titik Qa adalah 1,2, .- n, berkorespondensi satu-satu dengan idempoten ey, - -, ey.
(2) Diberikan dua titik a,b € (Qa)o, panah @ a — b berkorespondensi satu-satu dengan
vektor-vektor di basis ruang vektor eq(Rad A/Rad® A)ep.

Karena A berdimensi hingga, maka setiap ruang vektor berbentuk e,(Rad A/ Rad? Aley,
(dengan a,b € (Q4)p) juga berdimensi hingga. Akibatnya Q4 hingga.
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Lema 4.1. Misalkan A aljabar berdimensi hingga., basic dan terhubung. Maka berlaku
(1) quiver Q4 dari A tidak bergantung pada pemilihan himpunan lengkap idempoten
primitif ortogonal.
(2) quiver Q4 terhubung.

Lema 4.2. Misalkan Q gquiver hingga terhubung, I suatu ideal admissible di KQ, dan A =
KQ/I. Maka Q4 = Q.

Teorema berikut membahas presentasi dari aljabar A sebagai aljabar lintasan terbatas.

Theorema 4.3. (Teorema Utama) Misalkan A suatu K-aljabar basic, terhubung dan
berdimensi hingga. Maka terdapat suatu ideal admissible I dari KQ 4 sedemikian sehingga
A=KQu/1.

Contoh

(1) Jika A = K[t]/ < t'" >, dengan m > 1, maka ()4 hanya memiliki satu titik, karena satu-
satunya idempoten tak nol dari A adalah unsur identitas. Radikal A adalah < f >, dimana
f=t 4 <t™ > karena < f >"=0dan A/ < > = K. Akibatnya Rad’A = < > dan
dimg (Rad Af/Rad?A) = 1. Suatu basis dari Rad A/Rad?A diherikan oleh kelas £ dalam
<ft>/<# >.Dengan demikian Q4 adalah quiver

1
(o]

Isomorfisma KQa/I = A diinduksi dari homomorfisma K-aljabar ¢ : KQa4 — A yang
didefinisikan oleh ©(e1) = 1, p(a) = . Jelas bahwa ¢ surjektif dan Ker ¢ = < o™ > .
(2) Misalkan A adalah subaljabar dari himpunan matriks segitiga atas n x n

K K K --- K
o K 0 - 0
A=| 0O 0O K - 0
o o o - K

vaitu himpunan matriks segitiga atas dimana unsur-unsur tidak nol hanya terdapat di baris
pertama dan di diagonal. Himpunan lengkap idempoten primitif ortogonal dari A diberikan
oleh {ej, e, -+ ,e,}, dimana e; = {(a.) € Alay; = d5}, dimana §,; adalah delta Kronecker.

Radikal A adalah

0 K K K
0o 0 o0 0
A=| 0 0 0 - 0
o o o0 .- 0

dan Rad?A = 0. Dari perhitungan diperoleh bahwa e, (Rad A)e; berdimensi satu untuk
1< j < n, dan e;(Rad A)e; adalah nol untuk 1 < j < n, 2 < i < n. Maka @ 4 adalah quiver

berikut:
1
/ o \
(o] o Q \O [w] [+]
2 3 4 n-2 n-1 n

5. REPRESENTASI DARI QUIVER TERBATAS

Dalam bagian ini akan dibahas bagaimana quiver dapat digunakan untuk menggambarkan
modul atas aljabar. Dengan menggunakan quiver terbatas (Q,I) yang berkorespondensi
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dengan suatu aljabar A, setiap A-modul berdimensi hingga M akan digambarkan sebagai
representasi K -linier dari (Q, I'), yaitu koleksi K-rnang vektor berdimensi hingga M, dengan
a € Qq, yang dihubungkan dengan pemetaan K-linier ¢, : M, — M; yang berkorespondensi
dengan panah a:a — b di @), dan memenuhi suatu relasi yang diberikan oleh 1.

Definisi 5.1. Misalkan Q) suatu quiver hingga. Suatu representasi K-linier, atau singkat-
nya representasi dari Q) diberikan oleh data berikut:

(1) Untuk setiap titik a di Qg diasosiasikan suatu K -ruang vektor M,.

(2) Untuk setiap panah o : a — b di Q1 diasosiasikan suatu pemetaan K -linier @ :

M, — M.

Representasi seperti di atas dinotasikan sebagai M = (Mg, ¢a)ec@oacq,, atau singkatnya
M = (Mg, ). Suatu representasi dikatakan berdimensi hingga jika setiap ruang vektor
M, berdimensi hingga.

Misalkan M = (M,, p,) dan M’ = (M}, ¢!,) dua representasi dari Q. Suatu morfisma
dari representasi f : M — M’ adalah koleksi f = (f.)acq, dari pemetaan K-linier (f, :
M, — M])acq, vang memenuhi ¢!, f, = fy¢,, dengan kata lain diagram berikut komutatif:

M, % M,
| fa | fo
M, %M
Misalkan f : M — M’ dan g : M’ — M" dua morfisma representasi dari @, dimana
f = (fa)acg, dan g = (ga)acq,- Komposisi dua morfisma tersebut didefinisikan sebagai

koleksi gf = (9qfa)acqo- Jelas bahwa gf merupakan morfisma dari M — M”. Dengan
demikian terdefinisi suatu kategori Repy(Q) vang objeknva adalah representasi K-linier
dari @. Kita notasikan dengan repg(Q) subkategori penuh dari Repy (Q) vang objeknya
adalah representasi berdimensi hingga.

Contoh Misalkan @) adalah quiver Kronecker 1 tgr 2. Suatu contoh representasi dari @ adalah M

;1 /1 0
(o) (o 1)
M=|K* — K|, M = | K? — K?

(V) (1 5)

Keduanya berdimensi hingga. Terdapat juga morfisma M — M’ sbb.

()

dan M’ vang diberikan sbb.

K* - K
.
1)
1 0 1
(0 1 ! ! ( 0
1 04
01 )
K* — K*

Jelas bahwa

Go 1) (o)=0 ) (o) o (o 1) (0)=(10) (o),
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Definisi 5.2. Misalkan Q quiver hingga dan M = (M, ¢o) suatu representasi dari Q).
Untuk setiap lintasan tak trivial w = ayeg - - - dari a ke b di Q, kita definisikan evaluasi
dari M pada lintasan w sebagai pemetoan K-linier dari M, ke My didefinisikan sebagai
P = 5’9&'5‘7‘9&';_1 o PagPay-
Defini evaluasi dapat diperluas untuk kombinasi K -linier lintasan-lintasan dengan titik
asal dan target yang sama. Untuk p = E;’;l Ajw;, dimana A; € K dan w; suatu lintasan di
() untuk setiap i, maka ¢, = 221 AitPw, -

Sekarang kita dapat mendefinisikan representasi dari quiver terbatas. Misalkan @ suatu
quiver hingga dan I suatu ideal admissible di K Q. Suatu representasi M = (M, o) dari
() dikatakan terbatas oleh I atau memenuhi relasi di 7, jika berlaku

wp = 0, untuk setiap relasi p € I.

Jika I dibangun oleh himpunan hingga relasi {p1,- -+, pm }, representasi M terbatas oleh [
jika dan hanya jika ¢, = 0. untuk setiap 1 < j < m. Kita notasikan Repg (Q./) (atau
repg(Q, 1)) subkategori penuh dari Repg (Q) (atau dari repg(Q)) vang objeknya adalah
representasi yang terbatas oleh /.

Contoh Misalkan ) adalah quiver

3
B8/ ~oa
12 2 5
I V'
4
dan terbatas oleh relasi a3 = ~4. Misalkan representasi M dan N diberikan shh.
K
/1
K
(_ 0 ) 1 1
_ 7 ™ Ve AN
M=| g @Y g 0 dan N=| K <& K K
P 1 1
( v ) NS
1, K
N e
K
Jelas bahwa M dan N terbatas oleh o = ~d. Sebaliknya representasi berikut tidak terbatas oleh
afd =~vd
0
e ™
N=| K & K K
1 1
AN 7
K

Dalam bab sebelumnya telah dibahas untuk A suatu K-aljabar berdimensi hingga, yvang
tanpa mengurangi perumuman diasumsikan basic dan terhubung, terdapat suatu quiver
hingga terhubung @4 dan suatu ideal admissible I di KQ,4 sedemikian sehingga A =
KQ4/I. Teorema dan akibat berikut membahas ekivalensi antara kategori mod A vang
objeknya adalah A-modul kanan dibangun secara hingga dengan kategori repg (Q, ).

Theorema 5.1. Misalkan A = KQ/I, dimana Q suatu quiver hingga terhubung dan I
suatu ideal admissible di K Q. Terdapat ekivalensi kategori K -linier

F:Mod A = Repg(Q,I)
yang dapat dibatasi menjadi ekivalensi kategori K -linier F : mod A = repr(Q.1).
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Akibat 5.2. Misalkan Q) quiver hingga terhubung yang asiklis. Maka terdapat suatu eki-
valensi kategori K-linter Mod KQ = Repr(Q) yang dapat dibatasi menjadi ekivalensi
mod KQ = repr (Q, I).

6. MoODUL SEDERHANA, MODUL PROJEKTIF DAN MODUL INJEKTIF
Dalam bagian ini akan diberikan gambaran eksplisit A-modul sederhana, projektif tidak

terdekomposisi dan injektif tidak terdekomposisi sebagai representasi terbatas dari (Q,1).

Misalkan a € Qo, kita notasikan dengan S(a) representasi (S(a)p, pa) dari Q yang didefin-
isikan sbb.:

. _ 0 jika ba
Sla)y = { K jika b= a,
Yo = 0 untuk setiap a € @y

Jelas bahwa S(a) adalah representasi terbatas dari (@, ) (untuk sebarang 7).

a4

Contoh Misalkan @ adalah quiver Kronecker 1 ? 2. Modul-modul sederhana atas K¢} diberikan

oleh representasi

S(1) = (K &= 0) dan S(2) = (0 &£ K)
Lema 6.1. Misalkan A = KQ/I aljabar lintasan terbatas dari (Q,I). Himpunan {S(a)|a €
Qo} adalah himpunan lengkap representatif dari kelas isomorfisma A-modul sederhana.

Namun berbeda dengan deskripsi di atas, setiap A = K@ aljabar lintasan dari suatu
quiver hingga @ vang memiliki cyele, memiliki tak hingga banyak modul sederhana berdi-
mensi hingga yang tidak saling isomorf, yang berbeda dengan modul S(a).

v

Sebagai contoh untuk aljabar lintasan A = K Q dari quiver 1 g 2. Modul (1) = (K < 0),

1
5(2) = (0= K) dan Sy =1 __ 2, untuk setiap A € K, merupakan modul-modul sederhana,
A

dan Sy tidak isomorf dengan S, untuk setiap A # p.

Sekarang akan kita bahas bagaimana menentukan A-modul projektif dan A-modul in-
jektif tak terdekomposisi. Karena A basic dan {eq|a € Q¢} merupakan himpunan lengkap
idempoten primitif ortogonal dari A, dekomposisi A4 = $,20,€,4 merupakan dekompo-
sisi A4 sebagai tambah langsung projektif tak terdekomposisi yang tidak saling isomortf.
Berdasarkan [1, Akibat 1.5.17] himpunan lengkap A-modul projektif tak terdekomposisi dan
injektif tak terdekomposisi yang tidak saling isomorf diberikan oleh modul P(a) = e, A dan
I{a) = D(Ae,), dengan a € (p, dimana D = Hompg(—, K). Kita akan mendeskripsikan
modul P(a) = e,A dan modul I(a) dengan a € Qp.

Lema 6.2. Misalkan (Q,1) suatu quiver terbatas, A = KQ/I, P(a) = e A, dan I(a) =
D(Ae,), dimana a € Qp.

(1) Jika P(a) = (P(a)s, ¢3), moka P(a), adalah K-ruang vektor dengan basis himpunan
semua 10 = w+ I, dimana w adalah lintasan dari a ke b dan, untuk sebarang panah
3 : b — ¢, pemetaan K-linier 5 : P(a)y, — P(a). diberikan oleh perkaliun kanan
dengan 3= 05 +1.

(2) Jika I(a) = (I(a), @), maka I(a)y adalah dual dari K-ruang vektor dengan basis
himpunan semua w = w + I, dimana v adalah lintasan dari b ke a dan, untuk
sebarang panah v : b — ¢, pemetaan K-linier ., : I(a), — I(a), diberikan oleh dual
dari perkalian kiri dengan 7 = v + 1.
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“ontoh
(1) Misalkan Q adalah quiver 2 —= 1 £ 3. Modul-modul projektif tak terdekomposisi atas
K@ diberikan sbh.
P1)=5(1)=(0 — K «—0), P2)=(K LNy g 0), PB)=(0— K L K).
Modul-modul injektif tak terdekomposisi atas K@ adalah 1(2) = 5(2),I(3) = 5(3), dan
- 1 - 1 -
I(1)=(K — K «— K).

o

8
(2) Misalkan @} adalah quiver 1 T~ 2 _ 3. terbatas oleh a8 = 0,746 = 0. Modul projektif tak
& Y
terdekomposisi diberikan oleh P(1) = S(1),
20
o)
P2y=|K* - K=ol dan P(33)=| K*

(1)

Modul injektif tak terdekomposisi diberikan oleh I(3) = S5(3),

T ——
—_

oo
RS : -
N
T
—

0 0\
(1o ( 10 J
I2y=|o=Kk __ K* - K?
(0 1) 0o 1°
()
7. PENUTUP

Kita telah membahas bagaimana setiap aljabar berdimensi hingga berkorespondensi dengan suatu
quiver dan sebaliknya, dan bagaimana dengan menggunakan quiver yang berasosiasi dengan suatu
aljabar 4, kita dapat menggambarkan A-modul sebagai representasi quiver. Penelitian lebih lanjut
dalam bidang ini diantaranya adalah penggambaran kategori modul sebagai quiver Auslander-Reiten
dengan titiknya adalah kelas isomorfisma modul tak terdekomposisi dan sebagai panahnya adalah
suatu homomorfisma diantara mereka (lihat [2]). Selain itu dapat juga dilakukan pengklasifikasian
aljabar berdasarkan modul tak terdekomposisinya melalui quiver dan representasi quiver (Teorema
Gabriel, [1, Teorema VII.5.10]).
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