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Abstact
Diberikan F lapangan dengan minimal lima elemen. Mn(F) adalah himpunan semua

matriks nxn atas lapangan F . Pada penelitian ini dikaji tentang bentuk pemetaan linear dari Mn(F)

ke Mm(F)yang mempertahankan invers Drazin matriks atas lapangan dengan Cch F #2 dan
m,n>1.

Kata kunci : lapangan, invers Drazin.

Pendahuluan.
Latar belakang
Linear Preserver Problem merupakan masalah yang sampai saat ini masih aktif

dikaji oleh matematikawan terutama yang bekerja pada teori matriks dan teori
operator. Banyak hasil yang telah diperoleh pada Linear Preserver Problem ini
antara lain pemetaan linear yang mengawetkan sifat idempoten, pemetaan linear
yang mengawetkan rank matriks dan pemetaan linear yang mengawetkan
detrminan matriks. Invers Drazin merupakan perumuman dari invers biasa dan
pemetaan linear yang mengawetkan invers Drazin merupakan masalah yang sangat
menarik untuk dijkaji.

Perumusan Masalah

Diberikan himpunan matriks nxn M, (F) dan himpunan matriks mxm M_(F) dan
I menotasikan hinpunan semua pemetaan linear dari M, (F) ke M_(F) yang

mempertahankan invers drazin matriks. Pada tulisan ini dikaji karakteristik dari
elemen I'.
Tujuan dan Manfaat
Tujuan penelitian ini adalah mengkaji bentuk pemetaan linear yang

mempertahankan invers Drazin matriks atas lapangan, sedangkan manfaat yang

Dipresentasikan dalam Seminar Nasional Aljabar, Pengajaran Dan Terapannya dengan tema Kontribusi Aljabar dalam Upaya
Meningkatkan Kualitas Penelitian dan Pembelajaran Matematika untuk Mencapai World Class University yang diselenggarakan
oleh Jurusan Pendidikan Matematika FMIPA UNY Yogyakarta pada tanggal 31 Januari 2009
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diharapkan adalah memperkaya kajian tentang masalah pemetaan linear yang
mempertahankan invers tergeneralisasi matriks dan merupakan salah satu kajian
yang menarik khususnya dalam teori matriks.
Pembahasan
Pada tulisan ini F menyatakan lapangan, F~ menyatakan semua elemen tak nol
dari F. Himpunan semua matriks nxn dengan unsur-unsurnya anggota F dinotasikan
(F) jika

dengan M, (F), Matriks X e M (F) disebut invers drazin matriks Ae M

nxn nxn

X adalah penyelesaian dari persamaan-persamaan :
(i). AX = XA
(ii). XAX = X
(iii). A“XA= A" untuk suatu bilangan bulat positif k.
Apabila  A° menotasikan invers Drazin dari matriks A untuk sebarang

AeM . (F), maka pemetaan linear T dari M (F) ke M, (F)mempertahankan

invers Drazin dari matriks apabila T(A")=T(A)® untuk setiap AeM__(F), dan

himpunan semua pemetaan linear dari M (F) ke M_(F) yang mempertahankan
invers Drazin dinotasikan dengan I'. Pada tulisan ini lapangan F diasumsikan

mempunyai paling sedikit lima elemen.

Himpunan semua matriks nxn yang invertible dinotasikan dengan Gl (F),

sedangkan E; menotasikan matriks dengan unsur 1 pada posisi (i,j) dan 0 pada yang
lainnya, O, menyatakan himpunan matriks O txt dan [Ln]={12,...,n}.

Matriks A dan B dikatakan similar jika terdapat matriks invertible P sedemikian

sehingga A=PBP™

Teorema berikut sangat penting untuk menghasilkan teorema utama pada
tulisan ini.
Teorema 3.2
Diberikan T:M (F) > M_(F) pemetaan linear yang mengawetkan idempoten
matriks,chF =2, 1<n<m, maka T mempunyai bentuk salah satu dari dua bentuk

berikut.
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(i). T=0

(ii). Terdapat matriks P € Gl _(F) dan bilangan bulat non negatif r,d dan s sedemikian
sehingga,

P T(AP=(A®1,)®(A®I, _,)®0,

Untuk semua Ae M (F) dengan m=nr+sdan 6<r.

Selanjutnya sebelum pembahasan teorema utama diperlukan beberapa lemma
pendukung terlebih dahulu. Pada empat lemma berikut F diasumsikan lapangan
sebarang dengan paling sedikit memuat lima elemen.

Lemma 3.1

Diberikan  sebarang  X,X,,%;,X, empat elemen berbeda di F dan
AB,C,DeM, (F).Jka A+xB+xC+xD=0 untuk semua ke[L4],maka
A=B=C=D=0.

Bukti.

Dengan memasukan indek k €[1,4] ,diperoleh sistem persamaan berikut.
A+xB+XxC+xD=0

A+xB+xC+xD=0

A+xB+XC+xD=0

A+x,B+xC+xD=0

Karena X,X,,X%,X, semua berbeda, maka dengan sifat yang ada dalam sistem

persamaan linear dapat disimpulan bahwa A=B=C=D=0.
Lemma 3.2.

Diberikan T eT" maka T(I1,)T(E;)=T(E;)T(l,) untuk sebarang i €[1,4].

Bukti.

Dengan menggunakan kenyataan bahwa (I +(Xx-1)E,)° =(I,+(X*-1E,,
AP A= AA® dan T €T, maka diperoleh,
T(,+(X=DE)T(I,+(x =DE) =TI, +(x"-DE)T(,+(x-DE)

Untuk sebarang i €[1,n] dan xe F".
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Karena F memuat lima elemen, maka dapat dipilih xe F* sedemikian sehingga
x*#1, dengan demikian akan diperoleh T(I )T(E,)-T(E)T(l,)=0 atau
T(UT(E) =TET(,).

Lemma 3.3.

Diberikan T ", maka T(E,)=T(E,)*T(l,) =T(E,)T(l,)? untuk sebarang i [1,n] .
Bukti.

Dengan menggunakan kenyataan bahwa (I, +(x*-1)E,)° =(I,+(x -)E, ,
APAAP = AP dan T eT, diperoleh,

T, +(X-DE)T(U, +(X*-DE)T(U, +(Xx-DE,) =T, +(x-1E,)

Untuk sebarang i €[1,n] dan sebarang xeF".

Apabila diambil A=T(l,), B=T(E,), maka diperoleh,
(A+(x=)B)(A+ (X' =DB)(A+(X-1)B) = A+ (X=DB .covvverreerrerrreeec. 31

Dan dengan mengalikan persamaan ( 3.1 ) dengan X didapatkan,
(A+(x-1)B)(A(x-1+1)-(x-1)B)(A+(x-1)B)=A(x-1+1)+(x-1+1)(x-1)B
(A+(Xx=1)B)(A+(Xx-1)(A-B))(A+(x-D)B= A+ (x—1)(A+B)+ (x-1*B.....(3.2)

Karena I” =1, EP=E, dan TeTl, maka diperoleh A° =A B° =B dan dengan

kenyataan bahwa A®= A B® =B, dan menggunakan lemma 3.2, dari persamaan (3.2)
diperoleh,
(x—=1D(BA*> - B) + (x-1)*(2A’B- B°A-B) + (x—1)*(B°A-B) =0

Dan dengan lemma 3.1 disimpulkan bahwa B=B?A, B=BA*.

Lemma 3.4

Diberikan A’= Ae M (F) maka terdapat matriks P eGI(F) dan matriks A € M, (F)
sedemikian sehingga A= Pdiag(A,O, )P dan A’ =1, dengan rank A=r.

Bukti.

Matriks A dapat dinyatakan sebagai berikut,
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ol O a_o[A Ao
A_F;[O onlPlPl _Pl[ jFi ) e (3.3)

Dengan B,Q Gl (F),A €M, (F) dan rank A=rank (A A)=r

Diketahui A®= A dan A= Pl('g Aszl—l

0
F;(Ai Azjala{ﬁ Azjala(ﬁ Azjalza(ﬁ Azjal
0 O 0 O 0 O 0O O
Pl[ﬂf AfAzJal:a(A Azjal
0 0 0 O
A2(AA) = (A A) oo (3.4)

Karena matriks (A A) adalah mempunyai rank baris penuh, maka dari (3.4)

didapatkan Af =1, dan selanjutnya diperoleh

A:F{A Azjal

0O O
:HEIr —AAZ](A OJ[Ir AAz]a_l
o 1. Jlo o)lo 1,
:P(A OJP_l
0 O

dengan P:F;(Ir _AAZJ
o |

Selanjutnya pada lemma berikut diasumsikan karakteristik dari F tidak sama

dengan 2.
Lemma 3.5

Diberikan T € I', maka persamaan-persamaan berikut berlaku:
(i). TADT(E) =T(E)T(,).

(i) T(E)T(1,)" =T(E;)

Untuk sebarang i,j yang berbeda dengan i, j €[1,n].

Bukti.
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Untuk sebarang i, ] yang berbeda dengan i, j €[, n] dan XxeF" dan menggunakan
(I,+XE;)° =(1,-xE;) dan T eI ,diperoleh

T(l,+XE)" =T((l,+xE;)") =T(l,— XE;) ,sehingga berlaku persamaan berikut

T, +xE)TU,-xE) =T, -xE)T(l,+XxE).

Dan dengan penyederhanaan diperoleh,

24T )T(E)-T(E))T(1,)]=0 , karena karakteristik F tidak sama dengan 2 dan
xe F", maka 2x# 0, sehingga didapat T(I )T(E;)=T(E;)T(l,) terbukti ().

Dengan menggunakan T(l,+XE;)” =T(I,—XE;) kembali, diperoleh,

T, =xE)TU, +XE)T, = XE) =T, = XE;) v, (3.5)

karena T ) =T(,), diperoleh
T =TUA)TU)TA)=TU)°TAITA,)° =T(1,)°=T(l,).Dari (i) yang telah
dibuktikan, T(1,)®=T(l,) dan persamaan (3.5) diperoleh,
X(T(E)-T(E)T(,)?)-XT(E)*T(1,)+XT(E;)’=0 dan dengan lemma 2.1

diperoleh
T(Eij)_T(Eij )T( n)2 =0 ataUT(Ej) :T(Eij T n)2

Lemma 3.6.

Diberikan A*=1,, Ae M (F), maka terdapat matriks P € Gl (F) dan bilangan bulat
nonnegatif  p,q  sedemikian  sehingga A= Pdiag(l ,, - q)P*l dengan
p=rank(A+1,),rank(A)=p+q=n.

Bukti.

Diketahui A’=1_, dibentuk matriks %(A+In) ,Matriks %(A+In)adalah matriks

idempoten karena (%(A+ 1) = (%(A+ In))(%(A+ 1) :%(A+ 1) :%(A+ l.).Dan
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selanjutnya  karena %(A+In)idempoten maka terdapat matriks PeGl (F)

sedemikian

I O
sehingga %(AWLI,T):P(O'J Oj P dengan p=rank(A+1,), sehingga didapatkan

1, 0)_,
(A+“):2P(O O]P

I, O
A :ZP[ P j|:>-1_|n
0 O

5 o]

Ip—ll 0
2 ° -1
=2<P P
0 -=1
_p[ ijl
0 -l ,dengan g=n-r.
Lemma 3.7.

Diberikan A’= Ae M (F) maka terdapat matriks PeGl (F) dan bilangan bulat
nonnegatif p,qdans sedemikian sehingga,

A= Pdiag(l,,,-I,,0,)P™

Dengan rank(A)= p+q, p=rank(A+I,)+rank A-n dan p+g+s=n

Bukti.

Dengan lemma 3.4 , terdapat matriks B eGlI (F) sedemikian sehingga

0
A= Pl['gl OJ P, dengan rank A=r dan A’=1 . Dengan lemma 3.6 , terdapat

matriks P, € Gl (F) sedemikian sehingga,

[ 0
A:Pz[ P )Pl_l,dengan p+q=r dan p=rank(A+1,).

_|q
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Selanjutnya diperoleh,

H Ip 0 -1 -1
A=PRdiag| B| 0 | |R"0,|R

_|q

P, 0), PR 0)_
=Pl[02 ISjdlag(lp,—lq,os)( (2) | Jal

= Pdiag(l ,,-1,,0,)P™

P, O
Dengan P=RH

0 | j,S: N— p—d, dan kemudian didapat,

S

p=rank(A +1,)
A+l 0
0 Onr]

+1 0
=rank A+l —N+r
0 In—r

0
= rank A +1, |—-n+r
0 0,

=rank(A+1,)+rank A—n

=rank

Lemma 3.8

Diberikan T pemetaan linear dari M, (F) ke M, (F) yang mengawetkan idempoten

dan chF #2.Jika n>m>1, maka T =0.

Dari lemma-lemma diatas kemudian dibuktikan teorema utama berikut.

Teorema 3.9

Diberikan chF =2, m,n>1 dan F dengan paling sedikit lima elemen, maka T €T°
jika dan hanya jika T mempunyai salah satu bentuk dari dua bentuk berikut:

(i). T=0

(ii).Terdapat matriks invertible PeGl (F) dan bilangan bulat nonnegatif

P, P,, 0,0, dan's sedemikian sehingga,

—1-
P T(A)P=(A®Ipl)(-B(At®I%)@(A®—Ipz)@(At ®-1,)®0,, untuk  semua
AeM, (F), dengan m=(p,+p,+0q +0,)Nn+S.

Bukti.
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Karena T(1,)°=T(,°)=T(,), maka T(l,)?=T(l,).Menggunakan lemma 3.7 ,
terdapat matriks P e Gl (F) sedemikian sehingga
T(1,)=Pdiag(l,,-1.,0,) P, dengan t,+t, +1, =M. oo, 3.6
Untuk sebarang X e M (F), dari lemma 3.2 dan bagian (i) lemma 3.5 berlaku
TU)TOX) STOX)T,) e 3.7
Dari lemma 3.3 dan bagian (ii) lemma 3.5 berlaku,
T(X) S T(X)T(1,)7 ot sssss s sss s sssess s 3.8
Menggunakan persamaan (3.6), (3.7) dan (3.8) diperoleh,
T(X)=Pdiag(X,, X,,0,) P, X, e M, (F), X, eM, (F).
Dimisalkan f,(X)=X,, f,(X)=-X,, maka
T(X):Pdiag(1‘1(X),—f2(X),0t3)P‘1 ................................................ 3.9

Karena T adalah pemetaan linear , maka dari (3.9) didapat bahwa

f.:M (F) > M, (F) dan f,:M (F)—>M, (F) adalah pemetaan linear. Dari (3.6) dan
(3.9) diperoleh f,(I,)=1, dan f,(I,)=1_.

Menggunakan (3.9) kembali dipunyai

T(X®)=Pdiag(f,(X®),=F,(X®),0,) P oo 3.10
Dan
T(X)® = Pdiag(f,(X)®,=F,(X)%,0,) P oo 3.11

Dari persamaan (3.10), (3.11) dan T(XP)=T(X)® disimpulkan bahwa
f.:M, (F)>M, (F) dan f,:M (F)—>M,(F) adalah pemetaan linear yang
mengawetkan invers Drazin matriks.

Selanjutnya dibuktikan bahwa f, mengawetkan idempoten. Untuk sebarang
M?=M e M (F) terdapat matriks Qe GI_(F) sedemikian sehingga

M =Q(l, ®0)Q ™, ettt sss st seeeneees 3.12

dengan rank M =r.

Diambil T,(X) = f,(QXQ™), untuk semua X eM_(F), maka T, adalah pemetaan

linear dari M (F) ke Mtl(F) yang mengawetkan invers Drazin matriks dan
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T(,)=fQ . Q"H="(1,)= |, - Menggunakan lemma 3.3 diperoleh

T.(E) =T(E)°T(1,) =T(E)!, =T.(E;)* untuk sebarang ie[Ln].......3.13

Karena (XE;+E;)” =x"E;£E; untuk sebarang i= j,i,je[Ln] dan sebarang
xe F", maka (X'I'l(E“)i'I'l(E”))D = 71T1(E“)iT1(Ejj), selanjutnya jika diambil
T(E)=A dan T(E;)=A maka berlaku (XA =A)"=x"AxA Selanjutnya

diperoleh

CAEA)ALA)XTALA)=XTAEA e 3.14
Dari (3.13) dan (3.14) berlaku

AA+AA FXAAA =0 e 3.15
Dengan (3.15) dan lemma 3.1 didapatkan

AAA=0 , AA+AA=0
Mengkombinasikan kedua persamaan diatas dan dengan (3.13) disimpulkan bahwa
AA = AA S0 3.16

Dengan persamaan (3.11)-(3.13) dan (3.16) diperoleh

f.(M)=1,(Q(I, ®0Q™)
=T,(I, ®0)

:iTl(Ei)
Y TE)

- T(E)

= (T,(1, ®0))° = f,(M)?
Hal ini berarti bahwa f, mengawetkan idempoten.Dengan cara yang sama dapat
ditunjukkan bahwa f, juga mengawetkan idempoten.
Karena f, dan f, keduanya mengawetkan idempoten, maka dengan lemma 3.8 dan

teorema 3.1 didapat kasus berikut:

Jika n>t, maka dengan lemma 3.8 disimpulkan bahwa f =0, dan jika n<t, maka f;

mempunyai bentuk salah satu dari(i) atau (ii) pada teorema 3.2.Secara sama , jika
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n>t, maka dengan lemma 3.8 disimpulkan bahwa f,=0 dan jika n<t, maka f,

mempunyai bentuk salah satu dari (i) atau (ii) pada teorema 3.2. Dengan pertimbangan

tentang f, dan f, diatas disimpulkan bahwa T mempunyai bentuk salah satu dari (i)

atau (ii) pada teorema 3.9.
Kebalikan teorema 3.9, Jika T mempunyai bentuk salah satu dari (i), (ii) pada teorema
3.9 maka dapat ditunjukkan bahwa T merupakan pemetaan linear dari M (F) ke

M, (F) yang mempertahankan invers Drazin matriks. Dengan demikian terbukti

teorema di atas.

Berikut diberikan contoh untuk memperjelas teorema di atas untuk kasus T
bukan pemetaan 0.
Diambil pemetaan T:M,(Z;) > M;(Z;), untuk setiap AeM,(Z;), didefinisikan
pemetaan sebagai berikut

T(A) =P[(A®1,)®0,]P™ dengan

1 0 4
P={0 2 0| dan dengan operasi baris elementer diperoleh invers dari matriks P
0O 0 3
1 0 2
yaitu P*=|{0 3 2
0 0 2

L 13 b (3 4 . b :
Jika diambil A= 5 4 dan A" = 1 2 , maka diperoleh T(A) dan T(A") sebagai

berikut.

1 4 2 2 1
T(A=|4 4 3| dan T(A®)= 2 4], setelah dilakukan pengecekan dengan
00O 00

o N W

definisi invers Drazin diperoleh bahwa T(A®) =T(A)° yaitu memenuhi kondisi berikut
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T(AT(A”) =T(A*)T(A)
T(A)T(AT(A?)=T(A%)
T(AT(A)T(A)=T(A)

Kesimpulan
Berdasarkan uraian di atas diperoleh kesimpulan bahwa telah diperoleh bentuk dari
pemetaan linear yang mempertahankan invers Drazin matriks seperti pada teorema

3.9.
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