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ABSTRAK. Matriks Circulant adalah matriks berukuran nx n yang elemen baris ke-i
untuk i =2, 3, ..., n diperoleh dengan cara menggeser elemen-elemen baris pertama
ke arah kanan sebanyak i — 1 langkah. Paper ini mengkaji penggunaan matriks
circulant untuk menentukan nilai eigen dari graf Sikel (Cn), n > 3.

Kata kunci : Matriks Circulant, Nilai Eigen, Graf Circulant.

1. Pendahuluan

Graf G adalah suatu struktur (V,E) dengan V(G) merupakan himpunan tak
kosong dari elemen-elemen yang disebut titik dan E(G) merupakan himpunan
pasangan tak terurut yang mungkin kosong, dari elemen-elemen di / yang disebut sisi.
Sebuah graf sederhana G dapat direpresentasikan ke dalam  matriks
ketetanggaan, A(G). Elemen-elemen dari matriks A(G), yaitu a;; adalah O atau 1,
dengan a;; = 0 bila titik v; dan titik v; tidak bertetangga, sedangkan a;; = 1 bila
titik v; dan titik v; bertetangga.

Graf yang matriks ketetanggaannya berupa matriks circulant disebut graf
circulant. Salah satu jenis graf yang termasuk graf circulant adalah graf sikel. Nilai
eigen dari graf sikel dapat ditentukan dengan mencari akar-akar dari polinom
karakteristik matrik ketetanggaannya. Paper ini mengkaji cara lain menentukan nilai

eigen dari graf Sikel (Cn), n > 3 dengan menggunakan matriks circulant.

2. Tinjauan Pustaka
Suatu matriks bujur sangkar dikatakan matriks circulant jika elemen baris ke-i,

dengan i = 2,3, ..., n diperoleh dengan cara menggeser elemen-elemen baris pertama
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sebanyak i — 1 langkah ke arah kanan. Sebagai contoh, matriks A adalah matriks

a b c
A=<c a b)
b ¢ a

Misal S = [sj] adalah matriks circulant yang baris pertamanya adalah

circulant.

[S1,S2,++,S,] dan W adalah matriks circulant yang baris pertamanya adalah

[0,1,0,---,0].

Perhatikan bahwa
S1 S22 Szt Sp 0 1 0 0
[Sn S1 Sz v Sn—1-| [O 0 1 0}
S=|Sn-1 S 51 v Spz | dan W=[0 0 0 0
Sy S3 S4 v S L 0 0 - OJ
Sehingga matriks S dapat dinyatakan sebagai;
1 0 0 - O 0 1 0 0 0 0 1 0
0o 1.0 - O o o1 - O 0 0 O 0
S=s10 0 1 -+ Of+s(0 0 O O[+s3/0 0 O 0
o 00 - 1 1 0 0 - O 01 0 - O
0 0 O 1
1 0 0 0
+--+s,(0 1 0 0
[O 0 0 0J
1 0 0 0 0 1 0 0
[0 1 0 0] [0 0 1 0]
=5, [o 0 1 0[+s2]0 0 0 0‘
0 0 O 1 1 0 0 0
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0 1 0 010 1 0 07 [0 1 0 0]”1

|0 0 1 0”0 0 1 0| 0 0 1 0|
+s3l0 0 0 ollo o o ol+-+s,l0 0 o0 0

[1 0 0 0“1 0 0 0J [1 0 0 OJ

=s; WO+ s,W + ssW2 + -+ 5, W™ dengan WO = |

n

= Z Sjo_1

j=1

Menurut [3] nilai eigen matriks Wy, untuk n > 2 dengan menggunakan “nth roots

of unity” adalah 1, w, w?, -+, 0", dengan w = e?™/™,
Proposisi 1 [2]
Jika S adalah matriks circulant berukuran n X n, dengan [s;, s,, S3, =+, Spl

merupakan baris pertama dari matriks S, maka nilai eigennya adalah

n
AT = Z Sj(l)(j_l)r,
j=1

dengan w = e?™/™ dan vektor eigen ke-r yang bersesuaian dengan nilai eigen A

adalah u, = [1, 0", @?7, -+, w(”‘l)r]T, untuk setiapr = 0,1,2,-,n — 1.

Bukti:

Diketahui S adalah matriks circulant berukuran n X n, dan u,. adalah vektor eigen ke-
: o . T
r yang bersesuaian dengan nilai eigen A, dimana u, = [1, wr,wzr,---,a)("_l)r]

untuk setiapr =0,1,2,---,n — 1, maka  Su, = A,.u,, U, #0.

Perhatikan bahwa
Su, = A,u,
S1 S22 83 Sn 1 1
Sp S1 Sz Sp-1 w” w”
Sp-1 Smn S1 Sn-2 w?" = Ar 2r
|_ SZ 53 54 Sl J w(n_l)r w(n_l)r
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[ 514 S,0" + 5307 + -
| sp+ 5,07 + 5,077 + -
Sp-1 + Spw" + s;0%" + -

Sz + S30" + 507" + -

+ 5,0 @ D7

[ 1+ S207 + 5307 + 4 5,0 VT
‘ S10" + S, + o+ 510D 5

S10% o+ 5, 0™V 5, 45,07

510 V45, + 5307 + 5,077 + -+ + 5,027

Sehingga

- n

j—1
Z sjwU=Dr

j:

1
n
wIT

j=1
n

Z sjwUHT

j=1

n

Z Sjw(j+n—2)r

=1

Z S]w(]_l)r

_j=1 i

Jadi nilai eigen ke-  dari matriks S adalah

+ s,0@ D
+ Sy @ |
+ 5y DT [= 4,

1
w’
er

w(n.—l)r

A
A"
Aerr

/'Irw (;l—l)r

A"

2r
Arw

Arw(.n—l)r
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n
/11' = Z Sjw(j_l)T’
j=1

untuk setiapr =0,1,2,---,n — 1. [ ]

Suatu graf dikatakan reguler berderajat » (r-reguler) jika untuk setiap titiknya
mempunyai derajat ». Misalkan G = (V, E) adalah graf sederhana dengan # titik dan m
sisi. Matriks ketetanggaan dari graf G adalah matriks 4, «, = A(G) dengan entri

1,jika (v;, vj) € E(G)
Y = 0, jika (v, v) € E(G).

Suatu graf G dikatakan graf circulant apabila matriks ketetanggaannya
merupakan matriks circulant. Jika baris pertama matriks ketetanggaan dari graf
circulant adalah a4, a,,:-,a,, maka a; = 0dana; = a,_;;, untuk i =273, ,n.
Salah satu graf reguler dan graf circulant adalah graf Sikel. Sebagai contoh, matriks

ketetanggaan dari graf C3 adalah

0 1 1
AC)=]1 o 1}
1 1 0

Proposisi 2 [1]
Jika G adalah graf k-reguler dengan n titik maka:
i. k adalah nilai eigen dari G,

ii. untuk setiap nilai eigen A dari G, berlaku || < k.

Proposisi 3 [1]
Misalkan [0, a,, +,a,] adalah baris pertama dari matriks ketetanggaan pada graf

circulant G. Maka nilai eigen dari graf G adalah
n
A= Z ajwU=r
j=2

untuk setiap 7 = 0,1,--,n — 1 dengan w = e?™/"
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Bukti:

Diketahui G adalah graf circulant dan A adalah matriks ketetanggaan dari graf G.

Perhatikan bahwa
0 a, az - a,
a, 0 a, - a,4
A(G) = |an—1 ap 0 - ap |
I. az a3 a4 b O J

dengan mengasumsikan matriks A = S sehingga menurut proposisi 1, diperoleh nilai

eigen ke-» dari graf G adalah

n

)'1” = Z ajw(j_l)r

Jj=1
= a, 0% + a0 + azw? + -+ a,®@ DT

Karena a; = 0 maka

n
A = Z a;jwV=r
j=2

untuk setiapr =0,1,---,n— 1. [

3. Pembahasan

Matriks ketetanggaan dari graf C,, adalah

0 1 0 1
[1 0 1 0}
0 1 0 0
1 0 0 - O

dengan [0,1,0,:-+,0, 1] baris pertama dari graf circulant C,. Misal terdapat matriks
W,,xn dengan nilai eigen dari matriks Wy, adalah 1, w,w?, -, w™ !, dengan
w = e?™/™ dan n merupakan banyaknya titik pada graf C,. Sehingga berdasarkan
proposisi 3 diperoleh nilai eigen sebagai berikut:

A =X, ajwY D" untuk setiapr = 0,1,+-,n — 1.
Perhatikan bahwa
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n
Ao = Z ajwV ™0 = q,0% + g’ =1+1=2
=2
n
A= Z ajwV ™ = g0t + a,0"! =lo+lo"=w+ e
j=2

= w+w = e?/n 4 e 2m/M = 2 cos (2_71')
n

n
Ay = Z 2wV ™? = a,0? + @™ V? =102 + 1.2V
=2
2 N2
= 0w+ w?= w?+w? = (e?™M")" + (e?™/m) " = 2cos (ﬂ)
n
n
S Z a0V ™3 = g,0% + a3 =1.0%+1.03"D
=2

_ _ . 3 . -3 3.2
= 0¥+ w3 = 0w+ d= (e2/M) + (e?™/m) 7 = 2cos (T)

n
Aoy = Z a0V = g™ D + g0 D" =1, 0" 1 + 1@ DE-D
=2
— wn—1+wn(n—1).w—(n—1) — wn—1+w—(n—1)
o2

1'ri/n)n_1 + (ezm/n)-(n-l) = 2 cos Z(n;l)rr.

Sehingga nilai eigen ke-r dari graf sikel (C,,),n = 3 diperoleh

27r
A, = 2 cos ,
n

untuk setiapr =0,1,2,---,n — 1.
Selain itu, karena graf sikel merupakan graf reguler berderajat 2 maka menurut
proposisi 2 nilai eigen A, dari graf sikel (C,)),n =3 , |4,| <2, r=

0,1,2,-,n—-1.

4. Kesimpulan
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Berdasarkan dari hasil pembahasan maka dapat disimpulkan bahwa nilai

eigen dari graf sikel (C,), n = 3 dengan menggunakan matriks circulant adalah

Ay = 2coszﬂ,dan [1,] <2 untuksetiapr =0,1,2,---,n—1.
n
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