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Abstrak 

 
Dalam makalah ini pengertian bilangan Fibonacci dan Lucas diberikan dengan subskrip riil. Secara 
umum, jika subskrip bukan integer, maka merupakan bilangan kompleks. Langkah berikutnya akan 
diberikan beberapa sifat dasar bilangan Fibonacci dan Lucas , membuktikan beberapa sifat dasar bilangan 
tersebut serta beberapa aplikasi. 
Kata kunci: bilangan Fibonacci, bilangan Lucas, formula Euler 
 

1. PENDAHULUAN 

Leonardo Pisano Fibonacci  lahir sekitar tahun 1170 dan meninggal sekitar tahun 1250 

di Pisa, Italia. Dia menulis teks matematika, antara lain  memperkenalkan Eropa dengan 

notasi Hindu-Arab untuk bilangan. Meskipun buku-bukunya harus ditulis  

dengan tangan, tetapi teks tentang natematika beredar luas.  

Dalam beberapa literatur didefinisikan bahwa bilangan Fibonacci dan Lucas adalah 

dengan subskrip (index) riil. 

Pada umumnya menurut Andre-Jeannin (1991),Horadam & Shannon(1988) dan 

J.Lahr(1981) definisi akan rumit jika subskrip bukan  bilangan bulat. Dalam makalah ini 

didefinisikan bahwa ܨ௫ dan ܮ௫ adalah riil ketika index x adalah riil. 

Pada bagian berikut akan diberikan ekspresi dari ܨ௫ dan ܮ௫ dan beberapa sifat dari 

mereka lebih tepatnya yaitu memberikan ekspresi dalam bentuk eksponensial. 

Kami membatasi untuk mempertimbangkan nilai-nilai hanya nonnegatif dari subskrip, 

sehingga dalam semua 

pernyataan yang melibatkan bentuk  ܨ௫ି௬  dan  ܮ௫ି௬  dipahami bahwa  ݕ ൑  ݔ

 

2. PEMBAHASAN 

2.1 Definisi Dasar 

Perbandingan dari tiap dua bilangan Fibonacci adalah konvergen dari suatu 

perbandingan  hasil bagi yang takhingga [1,1,1,....] = x 

Untuk n yang besar : ி೙శభ
ி೙

 ൎ ሾ1,1,1 … . ሿ ൌ  (1)                                                               ݔ
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Sebut saja bahwa ܨ௡ mendekati ݔ ܥ௡ untuk n besar, C adalah konstan positif dan x 

didefinisikan dengan (1). Jika kita substitusikan  ݔ ܥ௡ untuk ܵ௡ yang didefinisikan 

sebagai  ܵ௡ାଵ ൌ  ܵ௡ ൅ ܵ௡ିଵ   ݊ ൒ 2,            (2) 

maka di dapat :  ݔ ܥ௡ାଵ ൌ ௡ݔ ܥ  ൅ , ௡ିଵݔ ܥ  ݊ ൒ 1                        (3) 

Dengan membagi kedua ruas persamaan (2) dengan ݔ ܥ௡ିଵ , maka x memenuhi 

persamaan :                                          ݔଶ ൌ ݔ ൅ 1          (4) 

Hal tersebut dikatakan sebagai persamaan karakteristik dari relasi rekursi (3).  

Kita dapat menuliskan persamaan (4) sebagai: 

൬ݔ െ
1
2൰

ଶ

ൌ ଶݔ  െ ݔ ൅ 
1
4 ൌ  

5
4 

atau disederhanakan menjadi: 

ݔ െ
1
2 ൌ  േ

√5
2  

Dua penyelesaian tersebut adalah  ߙ ൌ  ଵ
ଶ

 ൫√5 ൅ 1൯ dan ߚ ൌ   ଵ
ଶ

 ൫െ√5 ൅ 1൯      (5) 

Karena  ߚ adalah negatif, penyelesaian yang  memenuhi (1)  adalah: 

ߙ ൌ  ሾ1,1,1, … . ሿ ൌ  ଵ
ଶ

 ൫√5 ൅ 1൯                    (6)    

Karena ܵ௡ ൌ ௡ dan  ܵ௡ߙ  ൌ  ௡ yang keduanya memenuhi relasi rekursi (2), dan telahߚ 

dibuktikan bahwa tiap kombinasi linier dari dua penyelesaian juga memenuhi (2), 

sehingga                               ܵ௡ ൌ ௡ߙ ܣ ൅  ௡                           (7)ߚ ܤ

yang memenuhi (2). Dalam bentuk khusus dari barisan Fibonacci dapat dinyatakan 

sebagai:            ܨ௡ ൌ ௡ߙ ܣ  ൅  ௡          (8)ߚ ܤ

dengan ܨଵ ൌ ௡ߙ ܣ  ൅ ௡ߚ ܤ ൌ 1    dan  ܨଶ ൌ ଶߙ ܣ ൅ ଶߚ ܤ ൌ 1        (9) 

Karena keduanya ߙ dan ߚ memenuhi (4), maka ߙଶ െ ߙ ൌ ଶߚ  െ ߚ  ൌ 1  

atau ߚଶ ൌ 1 ൅ ଶߙ  dan ߚ  ൌ 1 ൅   ߙ 

Tinjau ܨ௡ akan naik untuk n bertambah besar.  

ଶݔ   െ ݔ െ 1 ൌ  ሺݔ െ ݔሻሺߙ െ ሻߚ ൌ ଶݔ  െ ሺߙ ൅ ݔሻߚ ൅   : sehingga ߚߙ 

ߙ   ൅ ߚ  ൌ ߚ ߙ  , 1 ൌ  െ1  dan ߙ െ ߚ  ൌ  √5       (10) 

Nilai ߚ mendekati – 0.618, jadi |ߚ| ൏ 1 

Berikut ini terdapat tiga bentuk identitas yang memenuhi bilangan Fibonacci dan Lucas 

yang dinyatakan dengan ܨ௡ dan ܮ௡ , ݊ א ܰ merupakan bentuk umum  definisi ܨ௡ dan 

  :௡ untuk indeks nܮ
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௡ܨ 5√   ൌ ௡ߙ  െ ߚ௡           (11) 

௡ାଵܨ   െ ௡ܨ ߚ  ൌ  ௡                  (12)ߙ 

௡ܮ   ൌ ௡ߙ 2 െ  ௡           (13)ܨ 5√ 

dengan ݊ א ܰ, sedang (12) dan (13) telah dibuktikan oleh Rabinowitz dan Witula. 

Bahwa dalam kenyataannya proses prosedur merupakan definisi umum dari ܨ௡ dan ܮ௡ 

dengan indeks  ݊ א ܴ. Persamaan (11) sampai (13) telah dibuktikan oleh Suzyanna 

(2011). 

Secara umum bentuk bilangan Fibonacci ܨ௦ pertama-tama diberikan untuk א ݏ ሾ0,1ሻ 

berdasarkan (11) bahwa:  

௦ܨ 5√   ൌ ௦ߙ  െ  ݁௜ గ ௦ ሺെߚሻ௦         (14) 

Dan untuk langkah berikutnya untuk א ݏ ሾ1,2ሻ, untuk  א ݏ ሾ2,3ሻ, .... dan terakhir untuk 

א ݏ ሾെ1,0ሻ, untuk א ݏ ሾെ2, െ1ሻ,.... yang dapat dilihat pada relasi berikut yaitu bahwa: 

௦ାଵܨ   ൌ ௦ߙ  ൅  ௦                     (15)ܨ ߚ 

Akibat 2.2 

Tinjau bahwa ߙ ൐ 0 dan െߚ ൐ 0 , dalam (14)  hanya jika ݁௜ గ ௦ adalah fungsi kompleks. 

Selanjutnya dari (13) maka ܮ௦ ൌ ௦ߙ 2 െ א ݏ ௦ , denganܨ 5√  ܴ       (16) 

yang didefinisikan sebagai bentuk umum bilangan Lucas. 

Akibat 2.3 

Dari (14) didapat: ߙ௦ ൌ ௦ܨ 5√  ൅ ݁௜ గ ௦ ሺെߚሻ௦ , sedang dari (15) didapat :  

௦ାଵܨ   ൌ ௦ߙ  ൅  ௦ܨ ߚ 

                                ൌ ௦ܨ 5√ ൅  ݁௜ గ ௦ ሺെߚሻ௦ ൅     ௦ܨ ߚ 

         ൌ  ݁௜ గ ௦ ሺെߚሻ௦ ൅ ൫ߚ ൅  √5 ൯ ܨ௦   

                      ൌ  ݁௜ గ ௦ ሺെߚሻ௦ ൅  ௦                                 (17)ܨ ߙ 

 

3. SIFAT-SIFAT DASAR 

Beberapa sifat dasar dari ܨ௦ dan ܮ௦ dengan א ݏ ܴ adalah berikut: 

௦ܨ 5√  ൌ ௦ߙ  െ  ݁௜ గ ௦ ሺെߚሻ௦                                (18) 

௦ܮ  ൌ ௦ߙ  ൅  ݁௜ గ ௦ ሺെߚሻ௦          (19) 

௦ାଶܨ  ൌ ௦ାଵܨ  ൅  ௦           (20)ܨ 

௦ାଶܮ  ൌ ௦ାଵܮ  ൅  ௦                                 (21)ܮ 

ܨି  ௦ ൌ  െ ݁ି ௜ గ ௦ ܨ௦           (22) 
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௦ିܮ  ൌ   ݁ି ௜ గ ௦ ܮ௦                      (23) 

ଶ ௦ܨ  ൌ  ௦             (24)ܮ ௦ܨ 

௦ାଵܨ  = ௦ܮ  ൅  ௦ିଵ           (25)ܨ 

 ݁ ௜ గ ௧ ܮ௦ି௧ ൌ ௦ܮ ௧ାଵܨ  െ ܨ௧ ܮ௦ାଵ         (26) 

௧ܨ ௦ܨ  െ ௧ା௥ܨ ௦ି௥ܨ ൌ  ݁ ௜ గ ሺ௦ି௥ሻ ܨ௥  ܨ௧ି௦ା௥             (27) 

௦ା௧ାଵܨ  ൌ ௧ାଵܨ ௦ାଵܨ  ൅  ௧             (28)ܨ ௦ܨ

 

4. BUKTI BEBERAPA IDENTITAS SIFAT DASAR 

௦ܮ (19) ൌ ௦ߙ 2 െ ௦ ൌܨ 5√  ௦ߙ 2  െ  √5 . ଵ
√ହ

௦ߙൣ  െ ݁௜ గ ௦ ሺെߚሻ௦൧   

             ൌ ௦ߙ 2  െ ௦ߙൣ  െ  ݁௜ గ ௦ ሺെߚሻ௦൧ 

   ൌ ௦ߙ ൅ ݁௜ గ ௦ ሺെߚሻ௦ 

௦ାଶܨ (20) ൌ ௦ାଵߙ  ൅ ௦ାଵܨ ߚ ൌ ௦ାଵߙ  ൅ ௦ߙሺߚ  ൅  ௦ܨ ሻ ߚ 

                ൌ ߙ௦ ሺߙ  ൅ ሻߚ ൅ ௦  ൌܨ ଶߚ  ௦ߙ  ൅ ሺߚ ൅ 1ሻ ܨ௦ 

     ൌ ௦ߙ  ൅ ௦ܨߚ  ൅ ௦ܨ     ൌ ௦ାଵܨ  ൅ ܨ௦   

௦ାଵܮ (21) ൅ ܮ௦ ൌ ௦ାଵߙ 2  െ √5 ܨ௦ାଵ ൅ ௦ߙ 2  െ √5 ܨ௦  

                          ൌ ߙ௦ ሺߙ2 ൅ 1ሻ െ  √5 ሺܨ௦ାଵ ൅  ௦  ሻܨ

                          ൌ .௦ߙ2  ଶߙ െ √5 ܨ௦ାଶ ൌ ௦ାଶߙ2  െ    ௦ାଶܨ 5√ 

    ൌ  ௦ାଶܮ 

ܨି (22) ௦ ൌ  െ ݁ି ௜ గ ௦ ܨ௦    

௦ܨ 5√       ൌ ௦ߙ  െ  ݁௜ గ ௦ ሺെߚሻ௦   seningga 

ܨି 5√      ௦ ൌ ௦ିߙ  െ ݁௜ గሺି ௦ሻ ሺെߚሻି௦       

          ൌ   ሺെߚሻ௦   െ ݁௜ గሺି ௦ሻ.  ߙ௦    

       ൌ   ሺെߚሻ௦   െ ݁௜ గሺି ௦ሻ ൣ√5 ܨ௦ ൅  ݁௜ గ ௦ ሺെߚሻ௦൧ 

                ൌ   ሺെߚሻ௦   െ ݁ି௜ గ௦ √5 ܨ௦ െ  ሺെߚሻ௦    

                ൌ െ ݁ି௜ గ௦ √5 ܨ௦    sehingga : 

ܨି            ௦ ൌ  െ ݁ି௜ గ௦ ܨ௦  

(23)   dari (19) didapat ܮ௦ ൌ ௦ߙ  ൅  ݁௜ గ ௦ ሺെߚሻ௦, sehingga  

௦ିܮ           ൌ ௦ିߙ  ൅  ݁ି௜ గ ௦ ൫– ൯ߚ
ି௦

 

          ݁ି ௜ గ ௦ ܮ௦ ൌ  ݁ି ௜ గ ௦ ൣߙ௦ ൅  ݁௜ గ ௦ ሺെߚሻ௦൧ 

        ൌ ݁ି ௜ గ ௦ߙ௦ ൅ ሺെߚሻ௦  
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        ൌ ݁ି ௜ గ ௦ ൫– ൯ߚ
ି௦

൅ ିߙ௦  

                    ൌ  ௦ିܮ

  

௦  ୀܮ ௦ܨ  (24)
ሺଵ଼ିଵଽሻ ଵ

√ହ
௦ߙൣ  െ ݁௜ గ ௦ ሺെߚሻ௦൧  ൣߙ௦ ൅  ݁௜ గ ௦ ሺെߚሻ௦൧ 

                ൌ ଵ
√ହ

ଶ௦ߙൣ  ൅ ߙ௦. ݁௜ గ ௦ ሺെߚሻ௦ െ ߙ௦. ݁௜ గ ௦ ሺെߚሻ௦ െ ݁ଶ௜ గ ௦ ሺെߚሻଶ௦ ൧ 

                    ൌ ଵ
√ହ

ଶ௦ߙൣ  െ ݁ଶ௜ గ ௦ ሺെߚሻଶ௦൧ 

௦ܮ ௦ܨ            ൌ   ଶ ௦ܨ 

 (25) Dari (14) dan (15) diperoleh : 

௦ܮ     ൌ ௦ߙ 2 െ ௦ܨ 5√  ൌ ௦ߙ 2  ൅ ሺߚ െ  ௦ܨ ሻߙ

       ൌ  ሺߙ௦ ൅ ௦ሻܨ ߚ  ൅  ሺߙ௦ െ   ௦ሻܨ ߙ

     ൌ ௦ାଵܨ  ൅ ௦ିଵߙሺ ߙ  െ  ௦ሻܨ

                ൌ ௦ାଵܨ  െ  ௦ିଵܨ ߚ ߙ 

                ൌ ௦ାଵܨ  ൅ ܨ௦ିଵ 

(26) Di satu sisi ditunjukkan bahwa:  

    ݁௜ గ ௧ ߙ௦ ൫– ൯ߚ
௧

൅  ݁௜ గ ௦ ߙ௧ ൫– ൯ߚ
௦

ൌ     

     ݁௜ గ ௧ ߙ௧ ሺെߚሻ௧ . ൫ߙ௦ି௧ ൅ ݁௜ గ ሺ௦ି௧ሻሺെߚሻ௦ି௧൯  ୀ
ሺଵଽሻ  ݁௜ గ ௧ ܮ௦ି௧.  

       Di sisi yang lain dengan (15) dan (17), didapat bahwa: 

        ݁௜ గ ௧ ߙ௦ ൫– ൯ߚ
௧

൅ ݁௜ గ ௦ ߙ௧ ൫– ൯ߚ
௦

ൌ     

       ሺܨ௦ାଵ െ ௧ାଵܨሺ ݔ ௦ሻܨ ߚ  െ ௧ሻܨ ߙ  ൅ ሺܨ௧ାଵ െ ௦ାଵܨ௧ሻ ሺܨ ߚ  െ   ௦ሻܨ ߙ 

        ൌ 2 ሺܨ௦ାଵܨ௧ାଵ െ ௧ ሻܨ ௦ܨ െ  ሺߙ ൅ ௧ାଵܨ௦ܨሺ ݔሻߚ ൅  ௧ሻܨ ௦ାଵܨ

        ൌ 2 ሺܨ௦ାଵܨ௧ାଵ െ ௧ ሻܨ ௦ܨ െ ௧ାଵܨ௦ܨ െ  ௧ܨ ௦ାଵܨ 

        ൌ ௦ାଵܨ ௧ାଵሺ2ܨ  െ ܨ௦ሻ െ ௦ܨ ௧ሺ2ܨ  ൅  ௦ାଵ ሻܨ

          ୀ
ሺଶ଴ሻሺଶହሻ ௦ܮ௧ାଵܨ െ ܨ௧  ܮ௦ାଵ  

           Sehingga:  ݁௜ గ ௧ ܮ௦ି௧ ൌ ௦ܮ௧ାଵܨ െ    ௦ାଵܮ  ௧ܨ 

 

5. BEBERAPA APLIKASI 

Andaikan didefinisikan: 

 ቂ1 1
1 0ቃ

௦
: ൌ  ൤ܨ௦ାଵ ௦ܨ

௦ܨ ௦ିଵܨ
൨ untuk tiap א ݏ ܴ                    (29) 

Misalkan : 
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൤ܨ௦ାଵ ௦ܨ
௦ܨ ௦ିଵܨ

൨ ൤ܨ௧ାଵ ௧ܨ
௧ܨ ௧ିଵܨ

൨   

ൌ  ൤ܨ௦ାଵ ܨ௧ାଵ ൅ ௧ܨ ௦ܨ ௧ܨ௦ାଵܨ    ൅ ௧ିଵܨ௦ܨ
௧ାଵܨ ௦ܨ ൅ ௧ܨ ௦ିଵܨ ௧ܨ ௦ܨ ൅ ௧ିଵܨ ௦ିଵܨ 

൨  

ൌ  ൤ܨ௦ା௧ାଵ ௦ା௧ܨ
௦ା௧ܨ ௦ା௧ିଵܨ

൨  

Berarti (29) adalah benar untuk bilangan rational s. Berikutnya cukup 

pernyataan untuk semua  א ݏ ܴ      

Dengan cara serupa dapat pula didefinisikan: 

ቂ 1 െ1
െ1 0 ቃ

௦
ؔ  ൤ܨ௦ାଵ െܨ௦

െ ܨ௦ ௦ିଵܨ
൨  , א ݏ   ܴ        (30) 

 

6. SIMPULAN 

Penulis dapat membuktikan beberapa identitas dasar dan menerapkan dalam 

matriks. Diharapkan untuk selanjutnya dapat menerapkan atau memberikan 

contoh ke dalam matriks dengan pangkat bulat dengan elemen-elemen  dalam 

matriks adalah  bilangan Lucas. 
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