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Abstrak

Dalam makalah ini pengertian bilangan Fibonacci dan Lucas diberikan dengan subskrip riil. Secara
umum, jika subskrip bukan integer, maka merupakan bilangan kompleks. Langkah berikutnya akan
diberikan beberapa sifat dasar bilangan Fibonacci dan Lucas , membuktikan beberapa sifat dasar bilangan
tersebut serta beberapa aplikasi.

Kata kunci: bilangan Fibonacci, bilangan Lucas, formula Euler

1. PENDAHULUAN
Leonardo Pisano Fibonacci lahir sekitar tahun 1170 dan meninggal sekitar tahun 1250
di Pisa, Italia. Dia menulis teks matematika, antara lain memperkenalkan Eropa dengan
notasi Hindu-Arab untuk bilangan. Meskipun buku-bukunya harus ditulis
dengan tangan, tetapi teks tentang natematika beredar luas.
Dalam beberapa literatur didefinisikan bahwa bilangan Fibonacci dan Lucas adalah
dengan subskrip (index) riil.
Pada umumnya menurut Andre-Jeannin (1991),Horadam & Shannon(1988) dan
J.Lahr(1981) definisi akan rumit jika subskrip bukan bilangan bulat. Dalam makalah ini
didefinisikan bahwa E, dan L, adalah riil ketika index x adalah riil.
Pada bagian berikut akan diberikan ekspresi dari F, dan L, dan beberapa sifat dari
mereka lebih tepatnya yaitu memberikan ekspresi dalam bentuk eksponensial.
Kami membatasi untuk mempertimbangkan nilai-nilai hanya nonnegatif dari subskrip,
sehingga dalam semua

pernyataan yang melibatkan bentuk F,_, dan L,_, dipahamibahwa y < x

2. PEMBAHASAN
2.1 Definisi Dasar
Perbandingan dari tiap dua bilangan Fibonacci adalah konvergen dari suatu

perbandingan hasil bagi yang takhingga [1,1,1,....] = X
Untuk n yang besar : % ~[1,1,1...]=x (1)
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Sebut saja bahwa F, mendekati C x™ untuk n besar, C adalah konstan positif dan x

didefinisikan dengan (1). Jika kita substitusikan C x™ untuk S,, yang didefinisikan
sebagai S,41 = Sp+ Sp_1 n =2, (2)
maka didapat: Cx™*1= Cx"+ Cx"',n >1 (3)
Dengan membagi kedua ruas persamaan (2) dengan C x™ ! , maka x memenuhi
persamaan : x2=x+1 4)
Hal tersebut dikatakan sebagai persamaan karakteristik dari relasi rekursi (3).

Kita dapat menuliskan persamaan (4) sebagai:

( 1)2_2 +1_5
x—z) =xt-x+ =7

atau disederhanakan menjadi:

1_ V5
2T
Dua penyelesaian tersebut adalah a = % (V5+1)danpg = % (—V5+1) (5)

Karena B adalah negatif, penyelesaian yang memenuhi (1) adalah:
_ -1
a=[111,..]= - (V5+1) (6)

Karena S,, = a™ dan S,, = " yang keduanya memenuhi relasi rekursi (2), dan telah

dibuktikan bahwa tiap kombinasi linier dari dua penyelesaian juga memenuhi (2),

sehingga Sp=Aa*+Bp" (7)
yang memenuhi (2). Dalam bentuk khusus dari barisan Fibonacci dapat dinyatakan
sebagai: F,=Aa"+Bp" (8)
dengan F; = Aa®+Bp"=1 dan F,=Aa’?+Bp*=1 9)

Karena keduanya a dan g memenuhi (4), makaa? —a = B2 — =1
ataup? =1+ pdan a’? =1+ «a
Tinjau F,, akan naik untuk n bertambah besar.
x2—x—1= (x—a)(x—p) = x> — (a + B)x + ap sehingga:
a+ pf=1,af=—-1dana— B=+5 (10)
Nilai § mendekati — 0.618, jadi |B| < 1
Berikut ini terdapat tiga bentuk identitas yang memenuhi bilangan Fibonacci dan Lucas
yang dinyatakan dengan F, dan L, , n € N merupakan bentuk umum definisi F, dan

L,, untuk indeks n:
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V5F, = a™— p" (11)
Foy1 — ﬁFn: a™ (12)
L,=2a"— \5E, (13)

dengan n € N, sedang (12) dan (13) telah dibuktikan oleh Rabinowitz dan Witula.
Bahwa dalam kenyataannya proses prosedur merupakan definisi umum dari F, dan L,
dengan indeks n € R. Persamaan (11) sampai (13) telah dibuktikan oleh Suzyanna
(2011).
Secara umum bentuk bilangan Fibonacci F; pertama-tama diberikan untuk s € [0,1)
berdasarkan (11) bahwa:

V5F = a— e'™5 (=B)° (14)
Dan untuk langkah berikutnya untuk s € [1,2), untuk s € [2,3), .... dan terakhir untuk
s € [—1,0),untuk s € [—2,—1),.... yang dapat dilihat pada relasi berikut yaitu bahwa:

Fop1= a®+ BF (15)
Akibat 2.2
Tinjau bahwa a > 0 dan —f > 0, dalam (14) hanya jika e’ ™* adalah fungsi kompleks.
Selanjutnya dari (13) maka L, = 2 a® — V5 F, , dengan s € R (16)
yang didefinisikan sebagai bentuk umum bilangan Lucas.
Akibat 2.3

Dari (14) didapat: a® = V5 F, + e!™5 (—)°, sedang dari (15) didapat :
Fsp1= a®+ BF
=V5F + e (=p)* + B
= ei" (=) + (B+ VE)E
= '™ (—B)° + aF (17)

3. SIFAT-SIFAT DASAR

Beberapa sifat dasar dari F; dan L, dengan s € R adalah berikut:

VS E = a¥— ei™s (=f)° (18)
Ly= a’+ e'™s (—=p)S (19)
Fsi2 = Fsy1 + Fs (20)
Lsy2 = Lgia + L (21)
Fo=—e TS F (22)

|
Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika

Yogyakarta, 3 Desember 2011 MA - 161



PROSIDING ISBN : 978 —979-16353-6-3

L,= e '™S L (23)
Fyg= F, L (24)
Ls = Foyq + Fooy (25)
et Lt = Feyq Ly — Fy Loy (26)
FF—Fy Fopp = e'"C T E F_gyy (27)
Fsytv1 = Fsy1 Fria + K F (28)

4., BUKTI BEBERAPA IDENTITAS SIFAT DASAR
(19)Ly=2a*— V5F = 2a°— \/E% [as — ei™s (—B)*]
= 245 — [a® = ei™s (=p)’]
= a5+ i (=)
(20) Fsyp = a** 1 + B Fpq = a1 + B(a®+ B F
=a’(@a+P)+ p*FK =a*+(B+DFE
=a'+ P+ K =Fu+ K
(1) Lgyq + Ly= 2a’*' = V5F,1 + 2a°— V5F,
=2a°(@+1)— V5 (Fspq +F)
= 2a%.a? — V5 Fyy, = 2a°*% — /S F,,,
= Lsy2
(22)Fg= —e '™ F
V5 F, = as— e!™s (—B)° seningga
VEF, = a5 — el™=9 (_pg)~s
= (=B)S — eim=9) g5
= (=B)° — "I [VEE + €75 (—B)°]
= (=) — e'™V5F — (=p)°
=—e"i™/5F, sehingga:
F,= —e i™F
(23) dari (19) didapat L, = a° + e!™S (—)%, sehingga
Lg= a5+ e iTs (—,8)_5
e imS [ = e~ iT5 [qS + el (—p)7]
= e~ i75¢5 + (=B)°
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I
—p-ims (_ﬁ)—s + as

=L_,

(24) Fo Ly 87 = [a® = '™ (=p)°] [a® + €'™* (=p)7]

— \/ig [a,ZS + gS.eims (—B)° — as.eims (-B)° — e2iTs (_3)25]
— \/ig [aZS — plims (—,3)25]
FsLg= Fyq
arl an Iperoilen .
25) Dari (14) d 15) diperoleh
Ly=2a*—V5F=2a+ (B—a)F,
=@+ BF)+ (@ —akF)
=Fuuta (as—l - Fs)
= Fgyy— a B Fey
= Fop1+ Fsq
(26) Di satu sisi ditunjukkan bahwa:
eint as (—,B)t + eins at (—,B)S —
elimt ot (—,B)t _ (as—t + eirc(s—t)(_ﬁ)s—t)(lg_) eimt L_,.
Di sisi yang lain dengan (15) dan (17), didapat bahwa:
eirtt as (_B)t + eirrs at (_‘3)5 —
(Fss1— BE)x (Fy1 — aF) + (Fepy — B F) (Fsy — a F)
=2 (Fs41Fy1 — K F ) — (a+ B)x (FFpyq + Foq Fr)
=2 (Fs+1Ft+1 —KF ) —FKFi1— Fsq Fy
= Ft+1(2 Foiq— Fs) - Ft(z F+ Foyq )
COC 1Ly — Fy Lo

SEhIngga eint LS—t = Ft+1LS - Ft LS+1

5. BEBERAPA APLIKASI
Andaikan didefinisikan:

1 1]S_= Fspr K
1 ol° Es Fs—l

Misalkan :

] untuk tiap s € R (29)
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. _________________________________________________________________________________________________|
Fspr K5 ] [Fm F ]
Fs FsallFe Fy

_ [Fsri Pt B Fe FoqFe FsFt—l]
FsFepg + Fsoi Fy K Fe+ Fooq Frg

— [Fs+t+1 Fs+t ]
Fs+t Fs+t—1

Berarti (29) adalah benar untuk bilangan rational s. Berikutnya cukup
pernyataan untuk semua s € R
Dengan cara serupa dapat pula didefinisikan:

[ 1 —1]5 — Fopw —K
-1 0 _Fs Fs—l

] s € R (30)
6. SIMPULAN
Penulis dapat membuktikan beberapa identitas dasar dan menerapkan dalam
matriks. Diharapkan untuk selanjutnya dapat menerapkan atau memberikan
contoh ke dalam matriks dengan pangkat bulat dengan elemen-elemen dalam

matriks adalah bilangan Lucas.
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