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Abstrak 

 
Dalam artikel ini akan dibicarakan proses diagonalisasi matriks atas ring komutatif sebagai 

perluasan dari matriks atas lapangan yang sudah dikenal pada Aljabar Linear Elementer. Untuk 
membahas proses diagonalisasi matriks atas ring komutatif diperlukan nilai eigen, vektor eigen, ruang 
eigen dan spektrum dari matriks atas ring komutatif. Tentu saja, pendefinisiannya tidak berbeda dengan 
pendefinisian pada matriks atas lapangan yang telah dikenal dalam Aljabar Linear Elementer. 

 
Namun, menurut teori modul bahwa submodul yang dibangun oleh kolom-kolom matriks atas 

ring belum tentu punya basis. Selain itu, adanya kendala dalam karakterisasi keterdiagonalan suatu 
matriks atas ring komutatif, yaitu tidak berlakunya aksioma eksistensi invers elemen tak nol, dan 
kemungkinan adanya elemen pembagi nol. Oleh karena itu, dalam artikel ini akan dipresentasikan lebih 
lanjut karakterisasi matriks atas suatu ring komutatif dapat didiagonalkan. Salah satu sifat yang akan 
dipresentasikan adalah suatu matriks bujur sangkar A atas suatu ring komutatif R dapat didiagonalkan 
atas R jika dan hanya jika gabungan semua ruang eigen untuk setiap nilai eigennya yang bersesuaian 
memuat basis untuk R୬. Dapat ditunjukkan bahwa nilai eigen yang diambil cukup nilai eigen yang 
sekaligus menjadi akar-akar polinomial karakteristiknya.  
Kata kunci : nilai dan vektor eigen, spektrum, dan diagonalisasi matriks 
 

I. Pendahuluan 

Salah satu jenis matriks bujur sangkar yang sering dipelajari dan digunakan dalam 

berbagai aplikasi adalah matriks diagonal. Matriks diagonal merupakan matriks yang 

seluruh elemen-elemennya atau entri-entrinya sama dengan nol kecuali pada diagonal 

utamanya yang tidak semuanya nol. Karena matriks diagonal memiliki sifat-sifat 

sederhana dalam berbagai operasi perhitungan maka banyak masalah terapan 

menggunakan matriks diagonal ini. Salah satu contoh penerapannya adalah dalam 

menyelesaikan sistem persamaan differensial. Matriks yang sering dikenal terutama 

pada aljabar linear elementer merupakan matriks yang didefinisikan atas suatu 

lapangan. Dengan kata lain, matriks yang semua entrinya mempunyai invers terhadap 

operasi perkalian, kecuali nol. Sehingga dari sini dapat dicari matriks diagonalnya. 

Sebagai contoh, misalnya dalam persoalan penyelesaian solusi persamaan differensial. 

Pandang sistem persamaan differensial berikut : 

Ԣଵݕ ൌ ଵݕ ൅ ଶݕ
Ԣଶݕ ൌ ଵݕ4 െ ଶݕ2

ൠ … … … … … . ሺ1ሻ 
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Matriks koefisien dari sistem (1) adalah ܣ ൌ ቂ1 1
4 െ2ቃ. Dengan perhitungan matriks 

diperoleh matriks ܲ ൌ ቈ1 െ ଵ
ସ

1 1
቉, sehingga diperoleh ܲିଵܲܣ ൌ ܦ ൌ ቂ2 0

0 െ3ቃ. Oleh 

karena itu dengan substitusi ܻ ൌ ܷܲ dan ܻԢ ൌ ܷܲԢ menghasilkan “sistem diagonal” 

yang baru sebagai berikut. 

ܷᇱ ൌ ܷܦ ൌ ቂ2 0
0 െ3ቃ ܷ atau ݑԢଵ ൌ ଵݑ

Ԣଶݑ ൌ െ3ݑଵ
ൠ … … … … … … … . . ሺ2ሻ 

Diketahui bahwa ݕᇱ ൌ ݕ mempunyai fungsi solusi umum ݕܽ ൌ ܿ݁௔௫, dengan ܿ 

sebarang konstanta. Dari sini diperoleh solusi sistem (2) adalah 

ଵݑ ൌ ܿଵ݁ଶ௫ 

ଶݑ ൌ ܿଶ݁ିଷ௫ 

Atau ݑ ൌ ൤ ܿଵ݁ଶ௫

ܿଶ݁ିଷ௫൨, sehingga persamaan ܻ ൌ ܷܲ menghasilkan solusi ܻ sebagai berikut 

: 

ܻ ൌ ቂ
ଵݕ
ଶݕ

ቃ ൌ ൥1 െ
1
4

1 1
൩ ൤ ܿଵ݁ଶ௫

ܿଶ݁ିଷ௫൨ ൌ ቎ܿଵ݁ଶ௫ െ
1
4 ܿଶ݁ିଷ௫

ܿଵ݁ଶ௫ ൅ ܿଶ݁ିଷ௫
቏ 

Akan tetapi bagaimana apabila struktur dari lapangan tersebut diperlemah menjadi 

ring komutatif, apakah matriks bujur sangkar atas ring komutatif secara umum dapat 

didiagonalkan atau bagaimanakah karakterisasi matriks atas suatu  ring komutatif dapat 

didiagonalkan. Dalam artikel ini akan dijelaskan karakterisasi matriks atas suatu ring 

komutatif yang dapat didiagonalkan. 

 

II. Pembahasan 

Definisi 3.1 (Brown, 1993) 

Misalkan A א M୬ൈ୬ሺRሻ, dengan R adalah sebarang ring komutatif yang memiliki 

elemen satuan. 

i. Suatu elemen ߣ א R, disebut nilai eigen matriks A jika dipenuhi ܣv ൌ  v untukߣ

suatu v א R୬ yang tak nol. 

ii. ࣡ሺAሻ ൌ ሼߣ א R|ߣ nilai eigen Aሽ disebut spektrum dari matriks A. 

iii. Vektor tak nol v א R୬ disebut vektor eigen A jika ܣv ൌ ߣ v untuk suatuߣ א R. 
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iv. Eሺߣሻ ൌ ሼv א R୬|Av ൌ  vሽ disebut ruang eigen yang bersesuaian dengan suatuߣ

nilai eigen ߣ א ࣡ሺAሻ.  

v. ԸሺAሻ ൌ ሼߣ א R|CAሺλሻ ൌ 0ሽ disebut himpunan akar-akar CAሺλሻ di R. 

Dengan demikian, jika A א M୬ൈ୬ሺRሻ mempunyai nilai eigen ߣ, maka terdapat vektor 

tak nol ܞ א R୬ sedemikian sehingga ܞܣ ൌ  tersebut dikatakan sebagai ܞ Vektor .ܞߣ

vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen ߣ. Menurut definisi 3.1(iv), dapat 

dilihat bahwa ܞ א Eሺߣሻ sehingga Eሺߣሻ ് ሻߣJelas bahwa, Eሺ .׎ ൌ NSሾλI୬ െ Aሿ, dengan 

NS menotasikan Null Space (ruang nol/ruang solusi). Selanjutnya, polinomial 

karakteristik matriks A dinotasikan sebagai CAሺλሻ dan ZሺRሻ menotasikan himpunan 

semua elemen pembagi nol (kanan dan kiri) dalam R. 

Berikut ditunjukkan beberapa lemma yang akan digunakan untuk membahas 

karakterisasi dari keterdiagonalan matriks atas suatu ring komutatif. 

 

Lemma 3.2 (Brown, 1993) 

ߣadalah nilai eigen A ൫ ߣ א ࣡ሺAሻ൯ jika dan hanya jika CAሺλሻ א ZሺRሻ. 

 

CAሺλሻ dapat dipandang sebagai fungsi polinom dari R ke R. Nilai CAሺRሻ pada suatu 

elemen Z א ܴ, ditulis dengan CAሺZሻ. Jika λ adalah suatu nilai eigen A, maka menurut 

lemma 3.2 CAሺλሻ adalah pembagi nol di R.  

Contoh: 

Misalkan R ൌ Ժ/4Ժ  dan 

A ൌ ቂ1 2
0 1ቃ א MଶൈଶሺRሻ 

Maka 

ZሺRሻ ൌ ሼ0, 2ሽ  

 

CAሺλሻ ൌ detሺλIଶ െ Aሻ 

ൌ det ቂλ െ 1 െ2
0 λ െ 1ቃ 

ൌ ଶߣ ൅ ߣ2 ൅ 1 

Selanjutnya, dapat dihitung bahwa: 

CAሺ0ሻ ൌ 1 ב ZሺRሻ , CAሺ1ሻ ൌ 0 א ZሺRሻ, CAሺ2ሻ ൌ 1 ב ZሺRሻ, CAሺ3ሻ ൌ 0 א ZሺRሻ 
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Jadi, nilai eigen matriks A adalah λ ൌ 1 dan λ ൌ 3, sehingga ࣡ሺAሻ ൌ ԸሺAሻ ൌ ሼ1, 3ሽ. 

 

 

Lemma 3.3 (Brown, 1993) 

Misalkan ߣ א ࣡ሺAሻ dan Av ൌ v untuk suatu vߣ ് 0 א R୬. Jika ሼvሽ bebas linear atas R 

,maka CAሺλሻ ൌ 0. 

Perlu diperhatikan bahwa kebalikan dari lemma 3.3 belum tentu berlaku. Artinya, 

walaupun  

CAሺλሻ ൌ 0 dengan ߣ א ࣡ሺAሻ dan Av ൌ  v, belum tentu vektor eigen yang bersesuaianߣ

dengan nilai eigennya bebas linear atas R.  

Berikut ini contoh penyangkalnya: 

Misalkan R ൌ Ժ/4Ժ  dan 

A ൌ ቂ3 0
0 3ቃ א MଶൈଶሺRሻ 

Maka 

ZሺRሻ ൌ ሼ0, 2ሽ  

CAሺλሻ ൌ detሺλIଶ െ Aሻ 

ൌ det ቂλ െ 3 0
0 λ െ 3ቃ 

ൌ ଶߣ ൅ ߣ2 ൅ 1 

Ambil λ ൌ 1, diperoleh CAሺλሻ ൌ 0. Selanjutnya, dapat dihitung bahwa 

Eሺ1ሻ ൌ NSሺI୬ െ Aሻ 

ൌ NS ቂ2 0
0 2ቃ 

ൌ ቄቀ0
0ቁ , ቀ2

0ቁ , ቀ0
2ቁ , ቀ2

2ቁቅ 

Diperhatikan bahwa tak ada satupun vektor di Eሺ1ሻ yang bebas linear atas R, karena  

2Eሺ1ሻ ൌ 0. 

Berdasarkan definisi 3.1(v), bila R hanya merupakan ring komutatif maka 

mungkin saja ԸሺAሻ memiliki lebih dari n elemen. Bahkan mungkin saja ԸሺAሻ tidak 

mempunyai elemen. Pada keadaan tertentu, lemma 3.2 berakibat ԸሺAሻ ك ࣡ሺAሻ. 

Selanjutnya, ԸሺAሻ menjadi himpunan yang perlu diperhatikan untuk menentukan 

apakah suatu matriks atas ring komuatatif dapat didiagonalkan. 
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Definisi 3.5 (Brown, 1993) 

Misalkan A א M୬ൈ୬ሺRሻ. Matriks A dapat didiagonalkan atas R jika terdapat matriks 

invertibel Misalkan P sedemikian sehingga Misalkan PିଵAP merupakan matriks 

diagonal atas R. 

 

Definisi 3.5 sama artinya jika disebutkan matriks A similar dengan suatu matriks 

diagonal. Jadi, jika dikatakan suatu matriks A similar dengan B, ini berarti terdapat 

matriks invertibel P sedemikian sehingga PିଵAP ൌ B. 

 

Teorema 3.6 (Brown, 1993 “Sifat Keterdiagonalan Matriks atas Ring Komutatif”) 

Misalkan A א M୬ൈ୬ሺRሻ.  Matriks A dapat didiagonalkan jika dan hanya jika 

ڂ EሺλሻఒאԸሺAሻ  memuat suatu basis dari R-modul di R୬. 

Bukti: 

ሺ֜ሻ Diketahui A א M୬ൈ୬ሺRሻ dapat didiagonalkan. Artinya, terdapat matriks P invertibel 

sedemikian sehingga PିଵAP ൌ D ൌ diagሺλଵ, λଶ, … , λ୬ሻ א M୬ൈ୬ሺRሻ. 

Selanjutnya, 

PିଵAP ൌ D ฻ AP ൌ PD 

Misalkan P ൌ ሺwଵ| … |w୬ሻ, maka 

AP ൌ ሺAwଵ| … |Aw୬ሻ dan PD ൌ ሺλଵwଵ| … |λ୬w୬ሻ 

Karena AP ൌ PD, maka Aw୧ ൌ λ୧w୧, ׊i ൌ 1, 2, … , n. 

Karena P invertibel, maka ሼwଵ, wଶ, … , w୬ሽ adalah suatu basis dari R-modul di R୬. 

Secara khusus, setiap himpunan ሼݓ୧ሽ adalah bebas linear ׊i ൌ 1, 2, … , n. 

Menurut lemma 3.3, CAሺݓ୧ሻ ൌ 0, i׊ ൌ 1, 2, … , n atau dikatakan λଵ, λଶ, … , λ୬ א

ԸሺAሻ dan ݓ୧ א Eሺλ୧ሻ, ,i. Akibatnya, ሼwଵ׊ wଶ, … , w୬ሽ ك ڂ EሺλሻఒאԸሺAሻ . 

Jadi, ڂ EሺλሻఒאԸሺAሻ  memuat suatu basis dari R-modul di R୬. 

ሺ֚ሻ  Diketahui ڂ EሺλሻఒאԸሺAሻ  memuat suatu basis R-modul di R୬. 

Misalkan basis tersebut adalah ሼwଵ, wଶ, … , w୬ሽ, maka setiap ݓ୧ adalah vektor 

eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen λ୧ א ԸሺAሻ untuk i ൌ 1, 2, … , n.  

Berarti, Aw୧ ൌ λ୧w୧, ׊i ൌ 1, 2, … , n. 

Bentuk P ൌ ሺwଵ| … |w୬ሻ, karena ሼwଵ, wଶ, … , w୬ሽ basis R-modul di R୬, maka P 

invertibel. 

Selanjutnya,  
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AP ൌ Aሺwଵ| … |w୬ሻ 

ൌ ሺAwଵ| … |Aw୬ሻ 

ൌ ሺλଵwଵ| … |λ୬w୬ሻ 

ൌ ሺwଵ| … |w୬ሻdiag ሺλଵ, λଶ, … , λ୬ሻ 

ൌ PD 

Karena Pିଵ ada, diperoleh PିଵAP ൌ D. 

Jadi, matriks A dapat didiagonalkan. 

 

Teorema 3.6 mengatakan bahwa untuk menentukan apakah suatu matriks 

sebarang atas suatu ring komutatif dapat didiagonalkan atau tidak, cukup dengan 

menyelidiki ruang-ruang eigen matriks tersebut yang bersesuaian dengan semua akar-

akar polinomial karakteristiknya. Jika gabungan dari semua ruang eigen ini memuat 

sejumlah vektor yang bebas linear yang dapat membangun R୬, maka matriks tersebut 

dapat didiagonalkan. 

Contoh: 

Misalkan R ൌ Ժ/6Ժ  dan 

A ൌ ቂ1 0
4 2ቃ א MଶൈଶሺRሻ 

Maka 

ZሺRሻ ൌ ሼ0, 2, 3, 4ሽ  

CAሺλሻ ൌ detሺλIଶ െ Aሻ 

ൌ det ቂλ െ 1 0
െ4 λ െ 2ቃ 

ൌ ଶߣ ൅ ߣ3 ൅ 2 

Selanjutnya, dapat dihitung bahwa: 

CAሺ0ሻ ൌ 2 א ZሺRሻ,  

CAሺ1ሻ ൌ 0 א ZሺRሻ,  

CAሺ2ሻ ൌ 0 א ZሺRሻ, 

CAሺ3ሻ ൌ 2 א ZሺRሻ, 

CAሺ4ሻ ൌ 0 א ZሺRሻ, 

CAሺ5ሻ ൌ 0 א ZሺRሻ. 

Jadi, diperoleh ࣡ሺAሻ ൌ ሼ0, 1 ,2, 3, 4, 5ሽ dan ԸሺAሻ ൌ ሼ1, 2, 4, 5ሽ. 
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Dapat dilihat bahwa meskipun CAሺλሻ ൌ ଶߣ ൅ ߣ3 ൅ 2 adalah polinomial monik 

berderajat dua, namun memiliki empat akar berbeda di R. Setiap elemen R adalah nilai 

eigen matriks A. Menururt Lemma 3.3, untuk menentukan apakah matriks A dapat 

didiagonalkan, cukup diselidiki empat ruang eigen, yaitu Eሺ1ሻ, Eሺ2ሻ, Eሺ4ሻ dan Eሺ5ሻ. 

Dengan persamaan karakteristik ሺλIଶ െ Aሻv ൌ 0, maka: 

Untuk ߣ ൌ 1, diperoleh Eሺ1ሻ ൌ NS ቂ0 0
2 5ቃ 

ൌ ቄቀ0
0ቁ , ቀ1

2ቁ , ቀ2
4ቁ , ቀ3

0ቁ , ቀ4
2ቁ , ቀ5

4ቁቅ 

Untuk ߣ ൌ 2, diperoleh Eሺ2ሻ ൌ NS ቂ1 0
2 0ቃ 

ൌ ቄቀ0
0ቁ , ቀ0

1ቁ , ቀ0
2ቁ , ቀ0

3ቁ , ቀ0
4ቁ , ቀ0

5ቁቅ 

Untuk ߣ ൌ 4, diperoleh Eሺ4ሻ ൌ NS ቂ3 0
2 2ቃ 

ൌ ቄቀ0
0ቁ , ቀ0

3ቁ , ቀ2
1ቁ , ቀ2

4ቁ , ቀ4
2ቁ , ቀ4

5ቁቅ 

Untuk ߣ ൌ 5, diperoleh Eሺ5ሻ ൌ NS ቂ4 0
2 3ቃ 

ൌ ቄቀ0
0ቁ , ቀ0

2ቁ , ቀ0
4ቁ , ቀ3

0ቁ , ቀ3
2ቁ , ቀ3

4ቁቅ 

Jika seluruh ruang eigen tersebut digabungkan diperoleh 

ራ Eሺλሻ
ఒאԸሺAሻ

ൌ ቄቀ0
0ቁ , ቀ1

2ቁ , ቀ2
4ቁ , ቀ3

0ቁ , ቀ4
2ቁ , ቀ5

4ቁ , ቀ0
1ቁ , ቀ0

2ቁ , ቀ0
3ቁ , ቀ0

4ቁ , ቀ0
5ቁ , ቀ2

1ቁ , ቀ4
5ቁ , ቀ3

2ቁ , ቀ3
4ቁቅ 

Diperhatikan bahwa salah satu basis dari R-modul di Rଶ adalah  

Bଵ ൌ ቄቀ1
2ቁ , ቀ0

1ቁቅ ك ራ Eሺλሻ
ఒאԸሺAሻ

 

Jadi menurut Teorema 3.6, matriks A dapat didiagonalkan atas R. 

Jika dibentuk P ൌ ቂ1 0
2 1ቃ, maka AP ൌ ቂA ቀ1

2ቁቚ ܣ ቀ0
1ቁቃ ൌ ቂ1 0

2 2ቃ ൌ P ቂ1 0
0 2ቃ. 

Oleh karena itu, PିଵAP ൌ diagሺ1,2ሻ. 

Selanjutnya, basis dari R-modul di Rଶ lainnya adalah 

Bଶ ൌ ቄቀ2
1ቁ , ቀ3

2ቁቅ ك ራ Eሺλሻ
ఒאԸሺAሻ

 

Jika dibentuk Q ൌ ቂ2 3
1 2ቃ, maka AQ ൌ ቂA ቀ2

1ቁቚ A ቀ3
2ቁቃ ൌ ቂ2 3

4 4ቃ ൌ P ቂ4 0
0 5ቃ. 
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Oleh karena itu, PିଵAP ൌ diagሺ4,5ሻ. 

Jadi, A similar dengan sedikitnya dua matriks diagonal di M୬ൈ୬ሺRሻ. 

Contoh tersebut mengilustrasikan perbedaan penting keterdiagonalan matriks atas suatu 

lapangan dengan atas suatu ring komutatif. 

Jika matriks A similar dengan B di M୬ൈ୬ሺRሻ, maka dapat dibuktikan bahwa 

λIଶ െ A similar dengan λIଶ െ B di M୬ൈ୬ሺRሻ. Khususnya, CAሺλሻ ൌ CBሺλሻ, yaitu matriks-

matriks yang similar mempunyai polinomial karakteristik sama. 

Atas suatu lapangan, jika suatu matriks A similar dengan matriks 

diagሺdଵ, dଶ, … , d୧ሻ dan matriks diagሺeଵ, eଶ, … , e୧ሻ, maka barisan ሺeଵ, eଶ, … , e୧ሻ hanyalah 

permutasi lain dari barisan ሺdଵ, dଶ, … , d୧ሻ. Jadi, atas suatu lapangan sebarang matriks 

diagonal yang similar dengan A adalah unik, tergantung pada permutasi dari entri-entri 

diagonalnya. Hal ini tidak berlaku pada kasus matriks atas suatu ring komutatif 

sebarang. Pada contoh dapat dilihat bahwa A similar dengan diagሺ1,2ሻ dan juga similar 

dengan diagሺ4,5ሻ di MଶൈଶሺRሻ. Namun, perlu diperhatikan bahwa barian ሺ1,2ሻ bukanlah 

salah satu permutasi dari barisan ሺ4,5ሻ. 

Pada contoh tersebut diperoleh empat ruang eigen, yaitu ruang Eሺ1ሻ, Eሺ2ሻ, Eሺ4ሻ dan 

Eሺ5ሻ. Seluruh ruang-ruang tersebut adalah submodul-submodul bebas di Rଶ atas R. 

Masing-masing ruang eigen tersebut mempunyai basis, yaitu ቄቀ1
2ቁቅ , ቄቀ0

1ቁቅ , ቄቀ2
1ቁቅ dan 

ቄቀ3
2ቁቅ.  

Perlu diperhatikan bahwa vektor ቀ0
1ቁ dan ቀ2

1ቁ tidak bebas linear di Rଶ, karena 

3 ቀ0
1ቁ ൅ 3 ቀ2

1ቁ ൌ ቀ0
0ቁ di Rଶ 

Jadi, berbeda dengan kasus matriks atas lapangan, pada kasus matriks atas ring 

komutatif vektor-vektor yang bersesuaian dengan nilai eigen yang berbeda belum tentu 

bebas linear. 

 

III. Kesimpulan 

Syarat cukup agar matriks A atas suatu ring komutatif R dapat didiagonalkan adalah 

jika ڂ EሺλሻఒאԸሺAሻ  memuat suatu basis R-modul di R୬. λ adalah nilai eigen matriks A 

dan ԸሺAሻ menyatakan himpunan akar polinomial karakteristik matriks A.  
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Dengan kata lain, jika gabungan semua ruang eigen yang bersesuaian dengan semua 

akar-akar polinomial karakteristiknya memuat sejumlah vektor yang bebas linear dan 

membangun R୬, maka matriks tersebut dapat didiagonalkan. Dalam proses 

diagonalisasi, cukup diperhatikan ruang-ruang eigen yang bersesuaian dengan nilai-niali 

eigen yang menjadi akar-akar polinomial karakteristiknya. Selain itu, diperoleh juga 

bahwa matriks diagonal yang similar dengan suatu matriks atas ring komutatif tidaklah 

tunggal. 
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