PROSIDING ISBN : 978 —979-16353-6-3

. ______________________________________________________________________________________________________________|
A-9
Fungsi Generalisasi Supra Kontinu
Pada Ruang Supra Topologi

Imam Supeno

Universita Negeri Malang
imam@mat.um.ac.id

Abstrak

Pada makalah ini dikenalkan fungsi generalisasi supra kontinu pada ruang supra topologi dan diselidiki
sifat-sifatnya. Selanjutnya dikenalkan fungsi generalisasi supra buka dan fungsi generalisasi supra tutup,
dan diselidiki keterkaitan di antara ketiganya.

Kata kunci: ruang supra topologi, fungsi generalisasi supra kontinu, fungsi generalisasi supra buka,
fungsi generalisasi supra tutup

1. Pendahuluan

Ruang supra topologi dan sifat-sifatnya dikenalkan oleh Mashhour dkk, pada tahun
1983. Arockiarani dkk (2011), mengenalkan konsep himpunan generalisasi supra tutup
(buka). Selanjutnya, Imam Supeno (2011) mengenalkan fungsi supra buka, fungsi supra
tutup, dan supra homeomorfisma pada ruang supra topologi beserta sifat-sifatnya.
Selanjutnya, pada makalah ini dikenalkan konsep baru tentang fungsi generalisasi supra
kontinu, fungsi generalisasi supra tutup, dan fungsi generalisasi supra buka pada ruang
supra topologi.

2. Pembahasan

Misalkan X sebarang himpunan tak kosong dan P(X) adalah himpunan kuasa dari

himpunan X . Keluarga himpunan 7 < P( X )dikatakan topologi pada X jika memenuhi

sifat-sifat berikut.
@ X,Jer.

(b) Jika A, e7,Va e A, maka U A er.

ach

(c) Jika A e7,i=1,2,3,---,n, maka ﬂA er.

i=1
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Pasangan (X,r) disebut ruang topologi. Anggota-anggota keluarga himpunan =
disebut himpunan buka di (X,r)dan komplemen dari himpunan buka disebut

himpunan tutup.
Definisi 1. (Mashhour, 1983) Keluarga himpunan x < P (X ) dikatakan supra topologi
pada X jika memenuhi sifat-sifat berikut.

d) X,Deu.

(e) Jika A, € u,Va e A, maka U A eu.

aeA

Pasangan (X , i) disebut ruang supra topologi. Anggota-anggota keluarga himpunan

disebut himpunan supra buka di (X, )dan komplemen dari himpunan supra buka
disebut himpunan supra tutup.

Definisi 2. (Mashhour, 1983) Misalkan (X,r) ruang topologi dan x supra topologi
pada X . Supra topologi « dikatakan bersesuaian dengan topologi 7 jika ucr.
Definisi 3. (Arockiarani, 2011) Misalkan (X,y) ruang supra topologi.. Himpunan

Ac X disebut himpunan generalisasi supra tutup bila CI”(A)CO untuk setiap

himpunan supra buka O yang AcO. Komplemen dari himpunan

generalisasi supra tutup disebut himpunan generalisasi supra buka.

Akibat 1. Setiap himpunan supra tutup (buka) adalah generalisasi supra tutup (buka).
Bukti:

Misalkan Ac X adalah himpunan supra tutup di (X,7), maka CI”(A)=A.
Akibatnya CI“(A)cO untuk setiap himpunan supra buka O yang Oc A. Jika

B — X adalah himpunan supra buka di (X,r), maka komplemennya, B® supra tutup.

Akibatnya B° adalah himpunan generalisasi supra tutup. Jadi, B:(B°)c adalah

himpunan generalisasi supra buka.

Definisi 4. Misalkan (X,z) dan (Y,o) ruang topologi, xdan v berturut-turut adalah

supra topologi yang bersesuaian dengan topologi = dan o. Fungsi f:X —Y
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dikatakan fungsi generalisasi supra kontinu jika f’l(O) himpunan generalisasi supra
tutup di (X, 2) untuk setiap himpunan tutup O di (Y,o).

Akibat 6. Setiap fungsi supra kontinu adalah fungsi generalisasi supra kontinu.
Bukti:

Ambil sebarang himpunan tutupO di (Y,a). Karena fungsi f : X —Y supra kontinu,

maka himpunan f *(O) supra tutup di (X, ) . Menurut Akibat 1, himpunan supra

tutup adalah generalisasi supra tutup. Jadi, fungsi f: X —Y adalah generalisasi supra

kontinu.

Teorema 1. Misalkan (X,z) dan (Y,o) ruang topologi, . dan v berturut-turut adalah

supra topologi yang bersesuaian dengan topologi z dan o. Jika f:X —Y adalah

fungsi, maka pernyataan-pernyataan berikut adalah ekivalen.

(1) Fungsi f adalah generalisasi supra kontinu.

(2) f7(A) adalah himpunan generalisasi supra buka di (X,x), untuk setiap
himpunan A bukadi (Y,o).
(3) f(Cl“(A))=CI(f(A)) untuk setiap Ac X .

(4) CI*(f7(B))< f*(CI(B)) untuk setiap B Y .

Bukti:

(1) =(2) Misalkan f adalah fungsi generalisasi supra kontinu dan misalkan

AcY adalah himpunan sebarang buka di (Y,a). Akibatnya komplemenya, A°
tutup di (Y,a). Karena fungsi f generalisasi supra kontinu, maka himpunan
f71(A°) generalisasi supra tutup di (X, ). Karena f*(A°)=[f"(A)], maka
himpunan [f’l(A)]cgeneralisasi supra tutup di (X, ). Jadi, himpunan f(A)

adalah generalisasi supra buka di (X, x).
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(2) = (1) Misalkan B <Y adalah himpunan tutup di (Y, o), maka himpunan O° buka.

Berdasarkan hipotesis, maka himpunan f‘l(B°) adalah generalisasi supra buka di
(X, ), Karena f’l(BC):[f’l(B)]C, maka himpunan [f’l(B)JC adalah generalisasi

supra buka. Akibatnya, himpunan f’l(B)adaIah generalisasi supra tutup. Jadi, fungsi
f adalah generalisasi supra kontinu.

(2) = (3) Misalkan A< X , maka himpunan CI( f (A)) adalah tutup di (Y, o). Karena
fungsi f generalisasi supra kontinu, maka himpunan f’l(CI(f(A))) generalisasi
supra tutup di (X, «). Karena Ac f’l(CI(f(A))), maka

Cl“(A)cCl [ f(ci(f (A)))] .Karena f*(CI(f(A))) generalisasi supra tutup di
(X, u), maka CI*| £7(CI(f(A)))]= £7(CI(f (A))). Akibatnya,

Cl“(A)< £(CI(f(A)). Jadi, f(CI*(A))< f(f(CI(F(A))))=CI(f(A)).

(3) = (4) Misalkan f (CI*‘(A))cCI(f (A)) untuk setiap A< X . Ambil sebarang
himpunan B Y, maka f*(B)c X . Akibatnya f (CI" (f ‘l(B))) cCl ( f( f‘l(B))).
Karena f(f(B))< B, maka Cl(f (f’l(B)))cCI(B). Akibatnya,
f(Cl“(f7(B)))=CI(B).Jadi, CI*(f*(B)) = f *(CI(B)).

(4) = (1) Misalkan himpunan O tutup di (Y,a), maka berdasarkan hipotesis, maka
CI“(f7(0))< f*(Cl(0)) . Karena himpunan O tutup di (Y,o), maka CI(0)=0.
Akibatnya, CI*(f*(0))< f(0). Jadi, himpunan f(O)adalah generalisasi supra

tutup di (X,y) . Jadi terbukti bahwa fungsi f adalah generalisasi supra kontinu.

Definisi 5. Misalkan (X,7z) dan (Y,o) ruang topologi, . dan v berturut-turut adalah

supra topologi yang bersesuaian dengan topologi z dan o. Fungsi f:X Y
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dikatakan generalisasi supra tutup jika f(O) generalisasi supra tutup di (Y,o) untuk
setiap himpunan tutup O di (X, 7).

Teorema 2. Misalkan (X,z) dan (Y,o) ruang topologi, . dan v berturut-turut adalah
supra topologi yang bersesuaian dengan topologi z dan o. Fungsi f: X —Y adalah
generalisasi supra tutup jika dan hanya jika CI.(f(A))< f(CI(A)) untuk setiap

himpunan Ac X.
Bukti:

(=) Misalkan Ac X . Karena AcCI(A), maka f(A)c f(CI(A)). Karena CI(A)
tutup di (X,,u) dan f adalah fungsi generalisasi supra tutup , maka himpunan
f (CI(A))adalah generalisasi supra tutup di (Y,o). Sedangkan CI:(f(A))
merupakan himpunan generalisasi supra tutup terkecil yang memuat f(A), akibatnya
Cly (f(A))= f(CI(A)).

(<)Misalkan A adalah himpunan tutup di(X,z), maka CI(A)=A. Berdasarkan
hipotesisCI! ( f (A)) = f (CI(A)), maka CI.(f(A))< f(A). Jadi, himpunan f (A)
adalah generalisasi supra tutup di (Y,v).

Definisi 6. Misalkan (X,z) dan (Y,o) ruang topologi, . dan v berturut-turut adalah
supra topologi yang bersesuaian dengan topologi = dan o. Fungsi f:X —Y
dikatakan generalisasi supra buka jika f (O) generalisasi supra buka di (Y,o) untuk
setiap himpunan buka O di (X, 7).

Teorema 3. Misalkan (X,z) dan (Y,o) ruang topologi, dan v berturut-turut adalah
supra topologi yang bersesuaian dengan topologi = dan o. Fungsi f:X —Y adalah
generalisasi supra buka jika dan hanya jika f (Int(A))< Int;(f(A)), untuk setiap

himpunan Ac X.
Bukti:

(=) Misalkan fungsi f:X —Y adalah generalisasi supra buka. Karena Int(A)c A,
maka f(Int(A))c f(A). Karena Int(A) buka di (X,r)dan f adalah fungsi
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generalisasi supra buka , maka himpunan f (Int(A))adalah generalisasi supra buka di

(Y,0). CIgV(f (A)) Karena Int; merupakan himpunan generalisasi supra buka
terbesar yang termuat di f (A), maka f (Int(A)) < Int;(f(A)).

(<)Jika A adalah himpunan buka di(X,7), maka f (Int(A))c Int;(f(A)). Karena
Int(A)=A, maka f(A)c Int; (f (A)) Jadi, himpunan f (A) adalah generalisasi
supra buka di (Y,v).

Teorema 3. Misalkan (X, 7) dan (Y,o) ruang topologi, # dan v berturut-turut adalah

supra topologi yang bersesuaian dengan topologi r dan o . Jika f : X — Y adalah fungsi
bijektif, maka pernyataan-pernyataan berikut ekivalen.

(1) f dan f* adalah fungsi generalisasi supra kontinu.
(2) f dan f adalah fungsi generalisasi supra buka.

(3) f dan f adalah fungsi generalisasi supra tutup.
Bukti:

(1) = (2) Misalkan f dan f " adalah fungsi generalisasi supra kontinu. Misalkan A
adalah himpunan buka di (X,z). Karena f™ fungsi generalisasi supra kontinu, maka
(f‘l)fl(A)z f (A) adalah himpunan generalisasi supra buka. Jadi, fungsi f adalah
generalisasi supra buka. Misalkan B adalah himpunan buka di (Y,a). Karena f
fungsi generalisasi supra kontinu, maka f‘l(B) adalah himpunan generalisasi supra
buka di (X,r). Jadi, fungsi f "adalah generalisasi supra buka.

(2) = (3) Misalkan f dan f adalah fungsi generalisasi supra buka. Misalkan A
adalah himpunan tutup di (Y,a), maka A° adalah himpunan buka. Karena f* fungsi
generalisasi supra buka, maka f’l(A°):[f’l(A)}C adalah himpunan generalisasi
supra buka di (X, 7). Akibatnya, himpunan f *( A) adalah himpunan generalisasi supra

tutup. Jadi, fungsi f “adalah generalisasi supra tutup. Misalkan B adalah himpunan

tutup di (X,r), maka himpunan B® adalah buka. Karena f fungsi generalisasi supra
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buka, maka f(BC)z[f(B)]c adalah himpunan generalisasi supra buka di (Y,o).

Akibatnya, himpunan f(B) adalah generalisasi supra tutup. Jadi, fungsi f adalah

generalisasi supra tutup.

(3) = (1) Misalkan f dan f* adalah fungsi generalisasi supra tutup. Misalkan A

adalah himpunan tutup di (X,‘[). Karena f fungsi generalisasi supra tutup, maka
(f’l)fl(A)z f (A) adalah himpunan generalisasi supra tutup di (Y,o). Jadi, fungsi
f *adalah generalisasi supra kontinu. Misalkan B adalah himpunan tutup di (Y,o).
Karena f * fungsi generalisasi supra tutup, maka f’l(B) adalah himpunan generalisasi

supra tutup di (X,r). Jadi, fungsi f adalah generalisasi supra tutup.

3. Kesimpulan
Berdasarkan uraian di atas dapat disimpulkan bahwa fungsi generalisasi supra kontinu
dan inversnya, fungsi generalisasi supra buka dan inversnya, dan fungsi generalisasi

supra tutup dan inversnya adalah ekivalen jika fungsinya bijektif.
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