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Diberikan R-Modul M. Himpunan bagian ܰ di ܯ disebut submodul dari ܯ jika terhadap operasi 
yang sama dengan modul M, N merupakan R-Modul. Dapat ditunjukkan bahwa jika N, K submodul dari 
M, maka ܰ ൅ ܭ ൌ ሼ݊ ൅ ݇ | ݊ א ܰ dan ݇ א ܰ ሽ danܭ ת  .juga merupakan submodul dari M  ܭ

Submodul K dikatakan small di M, dinotasikan ܭ ا  dan ܯ adalah submodul di ܮ jika ,ܯ
ܭ ൅ ܮ ൌ ܮ maka ܯ ൌ  merupakan submodul ܯ disebut hollow jika setiap submodul sejati di ܯ Modul .ܯ
small. Untuk submodul N, K submodul dari M, dapat didefinikan pengertian supplement berikut ini: 
submodul K disebut supplement dari N di M jika K merupakan submodul minimal yang memenuhi 
ܰ ൅ ܭ ൌ  Hal ini ekivalen dengan mengatakan submodul K supplement dari N jika dan hanya jika .ܯ
ܰ ൅ ܭ ൌ ܰ dan ܯ ת ܭ ا  Modul M disebut modul tersuplemen (supplemented module) jika setiap .ܭ
submodul dari ܯ memiliki supplement di M. Submodul K disebut suplemen lemah dari N jika ܰ ൅ ܭ ൌ
ܰ dan ܯ ת ܭ ا  Modul M disebut modul tersuplemen lemah (weakly supplemented module) jika .ܯ
setiap submodul dari M memiliki suplemen lemah (suplemen lemah). 

Pada paper ini akan dibahas hubungan modul tersuplemen (supplemented module) dan modul 
tersuplemen lemah (weakly supplemented module). Kemudian akan dibahas beberapa sifat yang terkait 
dengan modul tersuplemen lemah  

 
Kata Kunci : modul, small, hollow, supplement. 

 
1. PENDAHULUAN 

1.1. Latar Belakang Masalah 

Diberikan suatu R-Modul M. Himpunan bagian ܷ di ܯ disebut submodul dari R-

Modul M, jika terhadap operasi yang sama dengan R-Modul M, ܷ juga R-Modul. Pada 

suatu modul ܯ selalu dapat ditemukan suatu submodul, paling tidak ሼ0ሽ dan ܯ. 

Diberikan ܷ, ܸ submodul di ܯ. Dapat di tunjukkan bahwa ܷ ൅ ܸ ൌ ሼݑ ൅ ݑ |ݒ א

ܷ dan ܸאݒ dan ܷܸת juga submodul di ܯ. Dari fakta tersebut, diperoleh beberapa 

definisi tentang hubungan antara submodul-submodul pada suatu modul dan akibat 

yang timbul karena hubungan tersebut pada modul, salah satu hubungan yang 

diperoleh adalah konsep submodul suplemen. 

Penelitian tentang submodul suplemen dan beberapa generalisasinya secara intensif 

dilakukan pada tahun 1970-an terutama oleh H. Zöschinger. Kemudian pada tahun 
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1990-an sampai tahun 2000-an penelitian tentang topik ini dilakukan secara meluas. 

Hasil-hasil penelitian tersebut dipublikasikan pada monograf, (lihat [5] dan [2] ) 

Salah satu klas dari modul tersuplemen adalah modul tersuplemen lemah. Pada 

Makalah ini akan dibahas beberapa sifat yang ada pada modul tersuplemen lemah. 

Makalah ini merupakan suatu studi literature dari buku “Lifting Modules” John Clark et 

al. 2006 [2], Thesis “Totally weak supplemented modules”, Serpil TOP, 2007 [4] dan 

Thesis “Cofinitely amply weakly supplemented modules”, Filiz MENEMEN, 2005 [3]. 

 

1.2. Tujuan 

Tujuan dari kajian ini adalah mempelajari hubungan antar submodul-submodul 

pada suatu modul dan akibat dari hubungan tersebut pada modulnya, khususnya tentang 

suplemen lemah dan modul tersuplemen lemah dan bebarapa  sifat yang terdapat pada 

suatu modul tersuplemen lemah. 

 

1.3. Manfaat  

Manfaat dari kajian ini adalah menambah literatur dalam teori modul, khususnya 

yang berkenaan tentang modul tersuplemen lemah 

 

2. MODUL TERSUPLEMEN LEMAH 

2.1. Modul dan Submodul 

Sebelum dibahas tentang modul tersuplemen lemah, akan diberikan beberapa 

definisi dan teorema yang berkenaan dengan modul dan submodul. 

Definisi 2. 1. 1. Diberikan grup Abelian ሺܯ, ൅ሻ dan ring ሺܴ, ൅,·ሻ dengan elemen satuan. 

Didefinisikan sebuah operasi ሺכሻ antara elemen di ܴ dan elemen di ܯ sedemikian 

hingga untuk setiap ݎ א ܴ dan untuk setiap ݉ א ݎ berlaku ܯ כ ݉ א  ܯ Grup Abelian .ܯ

disebut R-Modul terhadap operasi ሺכሻ, dinotasikan R-Modul ܯ jika memenuhi aksioma-

aksioma berikut: untuk setiap ݎଵ, ଶݎ א ܴ dan untuk setiap ݉ଵ, ݉ଶ א  berlaku ܯ

a) ݎଵ כ ሺ݉ଵ ൅ ݉ଶሻ ൌ ଵݎ כ ݉ଵ ൅ ଵݎ כ ݉ଶ 

b) ሺݎଵ ൅ ଶሻݎ כ ݉ଵ ൌ ଵݎ כ ݉ଵ ൅ ଶݎ כ ݉ଵ 



PROSIDING                         ISBN : 978 – 979 – 16353 – 6 – 3  
 
 
 

Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika 
Yogyakarta, 3 Desember 2011                                                                                                    MA ‐ 34 

c) ሺݎଵ כ ଶሻݎ כ ݉ଵ ൌ ଵݎ כ ሺݎଶ כ ݉ଵሻ 

d) 1 כ ݉ଵ ൌ ݉ଵ 

Berikut ini diberikan definisi suatu struktur dari suatu modul yang disebut 

submodul. 

Definisi 2. 1. 2. Diberikan ܰ ؿ  ,ܯ Himpunan N disebut submodul dari R-Modul .ܯ

dinotasikan ܰ ൑ ܴ jika terhadap operasi yang sama dengan ܯ െ -juga R  ܰ ,ܯ ݈ݑ݀݋ܯ

Modul 

 Berikut ini akan diberikan syarat perlu dan cukup agar suatu himpunan bagian 

merupakan submodul 

Teorema 2. 1. 2.  Diketahui R-Modul M. Himpunan bagian N dari M disebut submodul 

dari M jika dan hanya jika memenuhi dua syarat berikut 

1. Untuk setiap ݊ଵ, ݊ଶ א  ܰ, ݊ଵ െ ݊ଶ א ܰ 

2. Untuk setiap ݎ א ܴ dan setiap ݊ א ݊ݎ ,ܰ א ܰ 

Diberikan submodul N dari suatu modul M. Dapat dibentuk suatu modul baru  

ܯ ܰ⁄ ൌ ሼ݉ ൅ ܰ| ݉ א ሽܯ ൌ ሼ݉| ݉ א  ሽ yang disebut modul faktor  dengan definisiܯ

1. Untuk setiap ݉ଵതതതത, ݉ଶതതതത א  ܯ ܰ⁄ , ݉ଵതതതത ൅ ݉ଶതതതത ൌ ݉ଵା݉ଶതതതതതതതതത. 

2. Untuk setiap ݎ א ܴ dan setiap ഥ݉ א ܯ ܰ⁄ ݎ , ഥ݉ ൌ  തതതത݉ݎ

Berikut ini diberikan sebuah teorema mengenai modul faktor 

Teorema 2. 1. 1 . (Teorema Korespondensi) Diberikan ܴ െ ,ܪ dan ܯ ݈ݑ݀݋ܯ ,ܭ ܰ ൑

ܰ Jika  .ܯ ൑ ܰ ,ܪ ൑ ܪ dan berlaku ܭ ܰ⁄ ൌ ܭ ܰ⁄  maka ܪ ൌ  .ܭ

 Jika diberikan dua submodul dari suatu modul, maka dapat dibentuk submodul 

baru dari kedua submodul tersebut. Teorema berikut ini menjamin hal tersebut 

Teorema 2. 1. 2. Diberikan ܴ െ ,ܭ Jika .ܯ ݈ݑ݀݋ܯ ܰ ൑  maka kedua sifat berikut ,ܯ

berlaku 

ܭ (1 ת ܰ merupakan submodul dari ܯ. 

ܭ (2 ൅ ܰ merupakan submodul dari M. 

Diberikan dua modul ܯ dan ܰ dengan ring yang sama (misalkan R). Dibentuk 

suatu homomorfisma modul ݂: ՜ ܯ  ܰ dengan definisi 

1. Untuk setiap ݉ଵ, ݉ଶ א  ሺ݉ଵ݂ ,ܯ ൅ ݉ଶሻ ൌ ݂ሺ݉ଵሻ ൅ ݂ሺ݉ଶሻ. 

2. Untuk setiap ݎ א ܴ dan setiap ݉ א ሻ݉ݎሺ݂ ,ܯ ൌ  .ሺ݉ሻ݂ݎ

3. Kernel ݂, dinotasikan ݎ݁ܭሺ݂ሻ ൌ ሼ݉ א ሺ݉ሻ݂ | ܯ ൌ 0ேሽ. 
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4. Image f , dinotasikan ݉ܫሺ݂ሻ ൌ ሼ݂ሺ݉ሻ א ܰ | ݉ א  .ሽܯ

Jika ݂ adalah pemetaan bijektif maka ݂ disebut isomorfisma modul. Jika terdapat 

sebuah isomorfisma modul dari ܯ ke ܰ, maka modul  ܯ isomorfik dengan modul ܰ, 

dan dinotasikan ܯ ؆ ܰ. Berikut ini diberikan tiga teorema utama homorfisma modul 

 

Teorema 2. 1. 3. Teorema Utama Homomorfisma Modul  1 

Diberikan ܴ െ ,ܯ ݈ݑ݀݋ܯ ܰ. Jika ݂: ܯ ՜ ܰ homomorfisma modul maka 

ܯ ⁄ሺ݂ሻݎ݁ܭ ؆  ሺ݂ሻ.  ( lihat [1],113)݉ܫ

Jika ݂ epimorfisma (homomorfisma surjektif)  maka ܯ ሺ݂ሻݎ݁ܭ ؆ ܰ⁄ . 

Teorema 2. 1. 4. Teorema Utama Homomorfisma Modul 2 

Diberikan ܴ െ ,ܭ dan ܯ ݈ݑ݀݋ܯ ܰ ൑   dapat ditunjukkan ,ܯ

ሺܰ ൅ ሻܭ ⁄ܭ ؆ ܰ ሺܰ ת ⁄ሻܭ .  ( lihat [1], 114 ) 

Teorema 2. 1. 5. Teorema Utama Homomorfisma Modul 3 

Diberikan ܴ െ ,ܭ dan ܯ ݈ݑ݀݋ܯ ܰ ൑ ܭ Jika ,ܯ ൑ ܰ maka dapat ditunjukkan  

ܯ ܰ⁄ ؆ ሺܯ ⁄ܭ ሻ/ሺܰ ⁄ܭ ሻ. ( lihat [1], 114 ) 

 Berikut ini akan diberikan sebuah hukum pada suatu modul. 

Lemma 2. 1.1 : (Hukum Modular) Diberikan ܴ െModul ܯ. Jika ܭ, ,ܮ ܰ ൑  dan ܯ

ܭ ൑ ܰ maka berlaku ܰ ת ሺܭ ൅ ሻܮ ൌ ܭ ൅ ሺܰ ת  ሻ.  (lihat [5], 39)ܮ

 

2.2. Submodul Small dan modul tersuplemen 

Diberikan ܴ െ  Telah ditunjukkan bahwa penjumlahan dan irisan dari  .ܯ ݈ݑ݀݋ܯ

dua submodul di ܯ merupakan submodul di ܯ. Dari fakta ini diperoleh beberapa 

definisi yang berkenaan dengan hubungan antar submodul. 

Definisi 2. 2. 1.  Diberikan ܭ ൑  ݈݈ܽ݉ݏ dikatakan ܭ Submodul .ܯ submodul dari ܯ

jika ada submodul ܮ dari M sehingga ܭ ൅ ܮ ൌ ܮ maka ܯ ൌ   .ܯ

 Dari Definisi 2. 2. 1.  Dapat disimpulkan bahwa submodul ܭ dikatakan ݈݈ܽ݉ݏ 

jika ada submodul sejati ܮ dari ܮ ,ܯ ് ܭ sehingga ܯ ൅ ܮ ്  .ܯ

Berikut ini diberikan contoh submodul small 

Contoh 2. 2. 1. Diberikan Ժ െ  Ժ଺. Dapat ditunjukkan submodul-submodul sejati ݈ݑ݀݋݉

dari Ժ଺ adalah ሼ0ሽ, ሼ0, 2, 4ሽ, ሼ0, 3ሽ. 

1. Submodul ሼ0ሽ small karena ada ሼ0, 2, 4ሽ ് Ժ଺ dan ሼ0,3ሽ ് Ժ଺ sehingga ሼ0ሽ ൅

ሼ0, 2, 4ሽ ് Ժ଺ dan ሼ0ሽ ൅ ሼ0, 3ሽ ് Ժ଺. Jika ሼ0ሽ ൅ ܮ ൌ Ժ଺ maka ܮ ൌ Ժ଺. 
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2. Submodul ሼ0, 2, 4ሽ bukan small karena ada ሼ0,3ሽ ് Ժ଺ sehingga ሼ0, 2, 4ሽ ൅ ሼ0, 3ሽ ൌ

Ժ଺. 

3. Submodul ሼ0, 3ሽ bukan small karena ada ሼ0, 2, 4ሽ ് Ժ଺ sehingga ሼ0, 3ሽ ൅

ሼ0, 2, 4ሽ ൌ Ժ଺. 

Selanjutnya submodul ሼ0ሽ disebut small trivial dari suatu modul. 

 Dari Contoh 2. 1. 1, terlihat bahwa tidak semua submodul sejati dari suatu 

modul bersifat small, dengan kenyataan tersebut dapat didefinisikan sebagai berikut 

Definisi 2. 2. 2. Diberikan ܴ െ  jika setiap ݓ݋݈݈݋݄ Modul M disebut  .ܯ ݈ݑ݀݋݉

submodul sejati dari ܯ merupakan small dari ܯ. 

Contoh 2. 2. 2. Diberikan Ժ െ  Ժସ. Dapat ditunjukkan submodul-submodul sejati ݈ݑ݀݋݉

dari Ժସ yaitu ሼ0ሽ, ሼ0, 2ሽ small di Ժସ. Jadi Ժସ merupakan hollow. 

 Berikut ini diberikan beberapa sifat dari submodul small. 

Lemma 2. 2. 1. Diberikan  ܴ െ  .ܯ ݈ݑ݀݋ܯ

1. Jika  ܭ ൑ ܰ ൑ ا ܭ dan ܯ ܰ maka  ܭ ا  .ܯ

2. Diberikan  ܰ ا  .ܯ maka setiap submodul dari ܰ juga small di ,ܯ

3. Jika ا ܭ  .N ا maka K ,ܯ didalam direct summand ܰ dari ܭ dan ܯ

ܭ .4 ا ܰ dan ܯ ا ܭ jika dan hanya jika ܯ ൅ ܰ ا  .ܯ

5. Jika ܭ ൑ ܰ ൑ ܰ dan ܯ ا ܭ jika dan hanya jika ܯ ا ܭ/ܰ ,ܯ ا  .ܭ/ܯ

6. Penjumlahan berhingga submodul small di ௜ܰ dari ܯ adalah submodul small dari 

 .ܯ

7. Diberikan ݂: ܰ ՜ ܭ ke ܰ. Diberikan ܯ homomorfisma dari modul ܯ ൑ ܰ. Jika 

ܭ  .N ا ሻܭN, maka ݂ሺ ا

Bukti : 

1. Ambil sebarang ܭ ൅ ܮ ൌ ܮ untuk suatu ܯ ൑ ܰ Karena .ܯ ൑ maka ൌ ܯ ܰ ת  ܯ

ൌ ܰ ת ሺܭ ൅ ܭ ሻ. Karenaܮ ൑ ܰ, dari Hukum Modular diperoleh ܰ ൌ ܰ ת ሺܭ ൅  ሻܮ

ൌ ܭ ൅ ሺܰ ת ܭ ሻ. Karenaܮ ا ܰ maka ሺܰ ת ሻܮ ൌ ܰ, akibatnya ܰ ൑ ܭ dan ܮ ൑  .ܮ

Perhatikan ܯ ൌ ܭ ൅ ܮ ൌ ܭ Maka .ܮ ا  .ܯ

2. Ambil sebarang ܭ ൑ ܰ ൑ ܭ dan ܯ ൅ ܮ ൌ ܮ untuk sebarang ܯ ൑ ܭ Karena .ܯ ൑ ܰ 

maka ܰ ൅ ܮ ൌ ܰ dan ܯ ا ܮ maka ܯ ൌ ܭ Akibatnya .ܯ ا  .ܯ

3. Diberikan ܭ ൑ ܰ ൑ ܭ ,ܯ ا ܯ dan ܯ ൌ ܰ ْ ܮ untuk suatu ܮ ൑  .ܯ
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Diberikan ܭ ൅ ܷ ൌ ܰ untuk suatu ܷ ൑ ܰ. Perhatikan ܯ ൌ ܰ ْ  diperoleh ܮ

ܯ ൌ ܰ ൅ ܮ ൌ ܭ ൅ ܷ ൅ ܰ dan ܮ ת ܮ ൌ ሼ0ሽ. Karena ܭ ا ܷ maka ܯ ൅ ܮ ൌ  dan ܯ

ܷ ת ܮ ൑ ܰ ת ܷ akibatnya ܮ ת ܮ ൌ ሼ0ሽ sehingga ܯ ൌ  .ܮ۩ܷ

Perhatikan ܰ ൌ ܰ ת ܯ ൌ ܰ ת ሺܷ۩ܮሻ. Dengan Hukum Modular diperoleh  

ܰ ൌ ܷ۩ሺܰ ת ሻܮ ൌ ܷ. Jadi ܭ ا ܰ. 

4. ሺฺሻ Diberikan ሺܭ ൅ ܰሻ ൅ ܮ ൌ ܮ untuk suatu ܯ ൑ ܭ Karena .ܯ ا  maka ܯ

ሺܰ ൅ ሻܮ ൌ ܰ Dan karena .ܯ ا ܮ maka ܯ ൌ ܭ Jadi terbukti .ܯ ൅ ܰ ا  .ܯ

ሺูሻ  Perhatikan bahwa ܭ ൑ ܭ ൅ ܰ. Karena ܭ ൅ ܰ ا ܭ dari sifat 2 maka ,ܯ ا  ܯ

dan ܰ ൑ ܭ ൅ ܰ. Karena ܭ ൅ ܰ ا ܰ dari sifat 2 maka ,ܯ ا  .ܯ

5.  ሺฺሻ Diketahui ܭ ൑ ܰ ൑ ܰ Karena .ܯ ا ܭ dari sifat 2 maka ܯ ا  .ܯ

Misalkan terdapat ܰ/ܭ ൅ ܭ/ܮ ൌ ܭ/ܮ dengan ܭ/ܯ ൑  dari Teorema ,ܭ/ܯ

Korespondensi diperoleh ܰ ൅ ܮ ൌ ܰ Perhatikan  .ܯ ا ܮ akibatnya , ܯ ൌ  ,ܯ

diperoleh  ܭ/ܮ ൌ ܭ/ܰ Jadi, terbukti .ܭ/ܯ ا  .ܭ/ܯ

ሺูሻ Diketahui ܭ ൑ ܰ ൑ ܰ Diberikan .ܯ ൅ ܮ ൌ ܮ untuk suatu ܯ ൑  diperoleh ܯ

ሺܰ ൅ ሻܮ ⁄ܭ ൌ ܰ ⁄ܭ ൅ ሺܮ ൅ ሻܭ ⁄ܭ ൌ ܯ ⁄ܭ . Diketahui ܰ ⁄ܭ ا ܯ ⁄ܭ   diperoleh 

ሺܮ ൅ ሻܭ ⁄ܭ ൌ ܯ ⁄ܭ . Akibatnya ܮ ൅ ܭ ൌ  Perhatikan bahwa .ܯ

൫ሺܰ ൅ ሻܮ ൅ ൯ܭ ܭ ൌ ܯ ⁄⁄ܭ , diperoleh ܰ ൅ ܮ ൅ ܭ ൌ ܮ Karena .ܯ ൅ ܭ ൌ  ,ܯ

diperoleh ܰ ا  .ܯ

6. Diketahui ௜ܰ ൑ ݅ untuk ܯ ൌ 1, 2, ڮ , ݊ dan ௜ܰ ا  .ܯ

Misalkan ܰ ൌ ∑ ௜ܰ
௡
௜ୀଵ , diperoleh ܰ ൑ Diberikan ଵܰ .ܯ ൅ ଶܰ ൅ ڮ ൅ ௡ܰ ൅ ܮ ൌ  ܯ

untuk suatu ܮ ൑ Diketahui ଵܰ .ܯ ا diperoleh ଶܰ ܯ ൅ ڮ ൅ ௡ܰ ൅ ܮ ൌ  begitu ,ܯ

juga  ଶܰ ا sehingga ଷܰ   ܯ ൅ ڮ ൅ ௡ܰ ൅ ܮ ൌ  Begitu seterusnya sehingga .ܯ

diperoleh ܮ ൌ ܰ Jadi .ܯ ا  .ܯ

7.  Diberikan ݂ሺܭሻ ൅ ܮ ൌ ݂ሺܯሻ untuk beberapa ܮ ൑ ݂ሺܯሻ. Perhatikan bahwa  

݂ିଵሺ݂ሺܭሻ ൅ ሻܮ ൌ ݂ିଵ൫݂ሺܯሻ൯ ՞ ݂ିଵ൫݂ሺܭሻ൯ ൅ ݂ିଵሺܮሻ ൌ  ܯ

Diperoleh ܯ ൌ ܭ ൅ ሺ݂ሻݎ݁ܭ ൅ ݂ିଵሺܮሻ ൌ ܭ ൅ ݂ିଵሺܮሻ. Diketahui ܭ ا  akibatnya ܯ

݂ିଵሺܮሻ ൌ ሻ൯ܮSelanjutnya ݂൫݂ିଵሺ .ܯ ൌ ݂ሺܯሻ sehingga ܮ ת ݂ሺܯሻ ൌ ݂ሺܯሻ. 

Jadi ܮ ൌ ݂ሺܯሻ. Terbukti ݂ሺܭሻ ا  ז.ܯ

Berikut ini akan diberikan definisi dari suatu submodul yang bersifat suplemen. 
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Definisi 2. 2 2.  Diberikan ܭ, ܮ ൑  dikatakan ܭ Submodul .ܯ submodul dari ܯ

suplemen (supplement) dari ܮ di ܯ jika ܭ adalah submodul minimal yang memenuhi 

persamaan ܭ ൅ ܮ ൌ  .ܯ

Selanjutnya Jika setiap submodul dari ܯ memiliki suplemen di ܯ, maka ܯ disebut 

modul tersuplemen. 

Lemma 2. 2. 2 berikut memberikan syarat perlu dan cukup agar suatu submodul 

bersifat suplemen 

Lemma 2. 2. 2. Submodul ܭ adalah suplemen dari ܮ di ܯ jika dan hanya jika ܭ ൅ ܮ ൌ

ܭ dan ܯ ת ܮ ا  (lihat [2], 233 ) .ܭ

2. 3. Modul tersuplemen lemah 

Pada bagian ini akan dibahas tentang modul tersuplemen lemah beserta sifat-

sifat yang ada padanya. Berikut akan diberikan definisi dari suplemen lemah dan modul 

tersuplemen lemah. 

Definisi 2. 3. 1: Diberikan ܴ െ ܮ ,ܰ  dan ܯ ݈ݑ݀݋ܯ ൑  Submodul ܰ dikatakan .ܯ

suplemen lemah (weak supplement)dari ܮ di ܯ jika ܰ ൅ ܮ ൌ ܰ dan ܯ ת ܮ ا   .ܯ

Definisi 2. 3. 2 : Diberikan ܴ െ ܰ  dan ܯ ݈ݑ݀݋ܯ ൑  Submodul ܰ disebut suplemen .ܯ

lemah(weak supplement) di ܯ jika ada ܮ ൑  sedemikian sehingga ܰ adalah suplemen ܯ

lemah dari ܮ di ܯ. 

Definisi 2. 3. 3 : Modul ܯ disebut modul tersuplemen lemah (weakly supplemented 

module)  jika setiap submodul dari ܯ memiliki suplemen lemah di ܯ. 

Berikut akan diberikan contoh sederhana dari suatu modul tersuplemen lemah. 

Contoh 2. 3. 1. Diberikan Ժ െ  Ժ଺. Dapat ditunjukkan submodul-submodul dari ݈ݑ݀݋݉

Ժ଺ adalah ሼ0ሽ, ሼ0, 2, 4ሽ, ሼ0, 3ሽ dan Ժ଺.  

1. Untuk submodul ሼ0ሽ terdapat Ժ଺ sehingga ሼ0ሽ ൅ Ժ଺ =Ժ଺ dan ሼ0ሽ ת Ժ଺ ൌ ሼ0ሽ  ا

Ժ଺. Dengan demikian Ժ଺ adalah suplemen lemah dari ሼ0ሽ di Ժ଺. 

Sebalik  untuk Ժ଺ terdapat ሼ0ሽ sehingga Ժ଺ ൅ ሼ0ሽ ൌ Ժ଺ dan Ժ଺ ת ሼ0ሽ ൌ ሼ0ሽ ا

Ժ଺. 

2. Untuk submodul ሼ0,2, 4ሽ terdapat submodul ሼ0,3ሽ sehingga  ሼ0,2,4ሽ ൅ ሼ0,3ሽ ൌ

 Ժ଺ dan ሼ0,2,4ሽ ת ሼ0,3ሽ ൌ ሼ0ሽ ا Ժ଺, dan sebaliknya untuk submodul ሼ0,3ሽ 

terdapat ሼ0,2,4ሽ. 

Karena setiap submodul dari Ժ଺ memiliki suplemen lemah, maka Ժ଺ merupakan modul 

tersuplemen lemah. 
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 Dari contoh 2.3.1 telah diperoleh bahwa Ժ଺ adalah modul tersuplemen lemah 

dan dengan mudah, dapat juga ditunjukkan bahwa Ժ଺ juga merupakan modul 

tersuplemen. Teorema berikut menunjukkan hubungan antara modul tersuplemen dan 

modul tersuplemen lemah 

Teorema 2. 3. 1. Diberikan ܴ െ  Jika M merupakan modul tersuplemen .ܯ ݈ݑ݀݋ܯ

maka ܯ juga merupakan modul tersuplemen lemah. 

Bukti : Diberikan modul tersuplemen ܯ. Ambil sebarang ܷ ൑  akibatnya terdapat ,ܯ

ܸ ൑ ܷ sehingga ܯ suplemen dari ܷ di ܯ ൅ ܸ ൌ ܷ dan ܯ ת ܸ ا ܸ. Perhatikan 

ܷ ת ܸ ا ܸ akibatnya terdapat ܣ ൑ ܸ sehingga ሺܷ ת ܸሻ ൅ ܣ ൌ ܸ maka ܣ ൌ ܸ. 

Dibentuk persamaan  

ሺܷ ת ܸሻ ൅ ܣ ൅ ܷ ൌ ܸ ൅ ܷ 

Diketahui ܣ ൌ ܸ dan ܷ ൅ ܸ ൌ   akibatnya ܯ

ሺܷ ת ܸሻ ൅ ܣ ൅ ܷ ൌ ሺܷ ת ܸሻ ൅ ܸ ൅ ܷ ൌ ሺܷ ת ܸሻ ൅ ܯ ൌ  ܯ

Sehingga diperoleh ሺܷ ת ܸሻ ا ܷ Jadi Untuk sebarang .ܯ ൑ ܸ terdapat ܯ ൑  ܯ

sehingga ܷ ൅ ܸ ൌ dan ሺܷ ܯ ת ܸሻ ا  merupakan modul tersuplemen ܯ maka ܯ

lemah.ז 

 Berikut ini diberikan beberapa sifat terkait modul tersuplemen lemah. Hubungan 

antara modul tersuplemen lemah dan modul faktornya dapat diperhatikan pada sifat 

berikut 

Sifat 2. 3. 1 : Diberikan ܴ െ  modul tersuplemen lemah maka setiap ܯ Jika .ܯ ݈ݑ݀݋ܯ

modul faktor dari ܯ juga modul tersuplemen lemah. 

Bukti : Ambil sebarang ܭ ൑ ܰ ൑ ܯ maka dapat dibentuk modul faktor ,ܯ ⁄ܭ  dan tentu 

saja ܰ ܭ ൑ ܯ ⁄ܭ .⁄  Karena ܯ modul tersuplemen lemah maka terdapat ܮ ൑  sehingga ܯ

ܰ ൅ ܮ ൌ ܰ dan ܯ ת ܮ ا  Perhatikan bahwa .ܯ

ܯ ⁄ܭ ൌ ሺܰ ൅ ሻܮ ⁄ܭ ൌ ܰ ⁄ܭ ൅ ሺܮ ൅ ሻܭ ⁄ܭ  

Akan ditunjukkan ܰ ⁄ܭ ת ሺܮ ൅ ሻܭ ⁄ܭ ا ܯ ⁄ܭ . 

Karena ሺܰ ת ሻܮ ا dari Lemma 2. 1. 1 (7) maka ሺܰ ,ܯ ת ሻܮ ⁄ܭ ا ܯ ⁄.ܭ  Akibatnya 

ሺܰ ת ሻܮ ⁄ܭ ൌ ൫ሺܰ ת ሻܮ ൅ ൯ܭ ⁄ܭ ൌ ൫ܰ ת ሺܮ ൅ ሻ൯ܭ ⁄ܭ ൌ ܰ ⁄ܭ ת ሺܮ ൅ ሻܭ ⁄ܭ ا ܯ ⁄ܭ  

Karena untuk sebarang ܰ ܭ ൑ ܯ ⁄⁄ܭ  terdapat ሺܮ ൅ ሻܭ ⁄ܭ ൑ ܯ ⁄ܭ  sehingga ܰ ⁄ܭ ൅

ሺܮ ൅ ሻܭ ⁄ܭ ൌ ܯ ⁄ܭ  dan ܰ ⁄ܭ ת ሺܮ ൅ ሻܭ ⁄ܭ ا ܯ ⁄ܭ , maka ܯ ⁄ܭ  tersuplemen lemah.ז 
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 Sifat 2. 3. 2 berikut menunjukkan bahwa jika suatu modul adalah small cover 

dari modul tersuplemen lemah, maka modul tersebut juga modul tersuplemen lemah. 

Sifat 2. 3. 2 : Diberikan R-Modul tersuplemen lemah M. Jika ܰ small cover dari ܯ 

maka ܰ modul tersuplemen lemah. 

Bukti : Dibentuk epimorfisma ݂: ܰ ՜  Dari Teorema Utama Homomorfisma Modul .ܯ

1 diperoleh ܯ ؆ ܰ ⁄ሺ݂ሻݎ݁ܭ . Misalkan ݎ݁ܭሺ݂ሻ ൌ  ܯ Diketahui ܰ small cover dari .ܭ

sehingga ܭ ا ܰ. Ambil sebarang ܮ ൑ ܰ akibatnya ܮ ⁄ܭ ൌ ሺܮ ൅ ሻܭ ⁄ܭ ൑ ܰ ⁄ܭ . Karena 

ܮtersuplemen lemah maka ሺ ܯ ൅ ሻܭ ⁄ܭ  memiliki suplemen lemah ܺ ⁄ܭ ൑ ܰ ⁄ܭ  

sehingga 

ሺܮ ൅ ሻܭ ⁄ܭ ൅ ܺ ⁄ܭ ൌ ܰ ⁄ܭ  dan ሺܮ ൅ ሻܭ ⁄ܭ ת ܺ ⁄ܭ ൌ ൫ሺܮ ൅ ሻܭ ת ܺ൯ ⁄ܭ ا ܰ ⁄ܭ  

Dari Lemma 2. 1. 1 (5) ൫ሺܮ ൅ ሻܭ ת ܺ൯ ا ܰ. Perhatikan ܮ ת ܺ ൑ ሺܮ ת ܺሻ ൅  Dari .ܭ

hukum modular diperoleh ሺܮ ת ܺሻ ൅ ܭ ൌ ܺ ת ሺܭ ൅ ሻܮ ൌ ܺ ת ܮ ا ܰ. 

Perhatikan bahwa 

ሺܮ ൅ ሻܭ ⁄ܭ ൅ ܺ ⁄ܭ ൌ ሺܮ ൅ ܭ ൅ ܺሻ ⁄ܭ ൌ ሺܮ ൅ ܺሻ ⁄ܭ ൌ ܰ ⁄ܭ  

Diperoleh ܮ ൅ ܺ ൌ ܰ. Karena ܮ ൅ ܺ ൌ ܰ dan  ܺ ת ܮ ا ܰ maka ܺ adalah suplemen 

lemah dari ܮ di ܰ. Jadi ܰ adalah modul tersuplemen lemah.ז 

 Berikut ini ditunjukkan sifat suplemen dan direct summand dari suatu modul 

tersuplemen lemah. 

Sifat 2. 3. 3. Diberikan R-Modul tersuplemen lemah M. Setiap suplemen di ܯ dan 

setiap direct summand dari ܯ adalah tersuplemen lemah. 

Bukti : Ambil sebarang ܰ ൑ ܰ sedemikian sehingga ܯ suplemen dari ܯ ൅ ܭ ൌ  dan ܯ

ܰ ת ܭ ا ܰ untuk ܭ ൑ ܯ .tersuplemen lemah, dari Sifat 2. 3. 1 ܯ Diketahui .ܯ ⁄ܭ ൌ

ሺܰ ൅ ሻܭ ⁄ܭ  tersuplemen lemah. Dari Teorema Utama Homomorfisma Modul 2 

ܯ ⁄ܭ ൌ ሺܰ ൅ ሻܭ ⁄ܭ ؆ ܰ ሺܰ ת ⁄ሻܭ  

Perhatikan homomorfisma ݂: ܰ ՜ ሺܰ ൅ ሻܭ ⁄ܭ . Diperoleh ݎ݁ܭሺ݂ሻ ൌ ሺܰ ת ሻܭ ا ܰ, 

akibatnya ܰ small cover dari ܯ ⁄ܭ . Dari Sifat 2. 3. 2 diperoleh ܰ adalah tersuplemen 

lemah. Dari definisi direct summand, diketahui bahwa setiap direct summand adalah 

suplemen di ܯ. Jadi, setiap direct summand adalah tersuplemen lemah.ז 

Sifat 2. 3. 4. Diberikan ܴ െ ,ܭ Diberikan .ܯ ݈ݑ݀݋ܯ ܮ ൑  adalah ܮ sehingga ܯ

tersuplemen lemah dan ܮ ൅  memiliki ܭ maka ,ܯ memiliki suplemen lemah di ܭ

suplemen lemah di ܯ. 
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Bukti : Misalkan ܰ ൑ ܮ suplemen lemah dari ܯ ൅ ܮ sehingga ܭ ൅ ܭ ൅ ܰ ൌ  dan ܯ

ሺܮ ൅ ሻܭ ת ܰ ا ܭPerhatikan ሺ .ܯ ൅ ܰሻ ת ܮ ൑  tersuplemen lemah, ada ܮ Karena .ܮ

ܺ ൑ ܮ sehingga ܮ ൌ ൫ሺܭ ൅ ܰሻ ת ൯ܮ ൅ ܺ dan ൫ሺܭ ൅ ܰሻ ת ൯ܮ ת ܺ ا  Diperoleh .ܮ

ܯ ൌ ܮ ൅ ܭ ൅ ܰ ൌ ܺ ൅ ൫ሺܭ ൅ ܰሻ ת ൯ܮ ൅ ܭ ൅ ܰ ൌ ܺ ൅ ܭ ൅ ܰ ൌ ܭ ൅ ሺܺ ൅ ܰሻ 

ܭ ת ሺܺ ൅ ܰሻ ൑ ൫ሺܭ ൅ ܺሻ ת ܰ൯ ൅ ൫ሺܭ ൅ ܰሻ ת ܺ൯ ൑ ൫ሺܭ ൅ ሻܮ ת ܰ൯ ൅ ൫ሺܭ ൅ ܰሻ ת ܺ൯

ا  ܯ

Jadi ሺܰ ൅ ܺሻ adalah suplemen lemah dari ܭ di ז.ܯ 

 Diberikan dua modul tersuplemen lemah. Sifat berikut akan menunjukkan sifat 

dari penjumlahan dua modul tersuplemen lemah tersebut. 

Sifat 2. 3 . 5. Diberikan ܯ ൌ ଵܯ ൅  ଶ masing-masing adalah modulܯ ଵ danܯ ଶ denganܯ

tersuplemen lemah, maka ܯ juga modul tersuplemen lemah. 

Bukti : Ambil sebarang ܰ ൑ ܯ Maka .ܯ ൌ ଵܯ ൅ ଶܯ ൅ N. 

Perhatikan ܯ ൌ ଵܯ ൅ ଶܯ ൅ N ൅ ሼ0ሽ dan ሺܯଵ ൅ ଶܯ ൅ Nሻ ת ሼ0ሽ ا  akibatnya ሼ0ሽ ,ܯ

adalah suplemen lemah dari ܯଵ ൅ ଶܯ ൅ N di ܯ. Karena ܯଵ tersuplemen lemah, dari 

Sifat 2. 3 . 4 maka ܯଶ ൅ ܰ juga memiliki suplemen lemah di ܯ. Kemudian karena ܯଶ 

juga tersuplemen lemah, dari Sifat 2. 3. 4 maka ܰ juga memiliki suplemen lemah di ܯ. 

Jadi terbukti untuk sebarang ܰ ൑  modul ܯ maka ܯ memiliki suplemen lemah di ܯ

tersuplemen lemah.ז  

 

3. Saran 

Kajian tentang modul tersuplemen lemah pada makalah ini masih pada pembahasan 

sifat – sifat sederhana dari modul tersuplemen lemah, maka kajian lebih lanjut perlu 

dilakukan untuk melihat sifat – sifatnya lebih luas, kemudian dilanjutkan kajian 

tentang modul cofinitely amply weakly supplemented dan modul tottaly weak 

supplemented 
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