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Abstrak :

Di dalam tulisan ini dibahas syarat perlu dan syarat cukup agar subaljabar
merupakan ideal di dalam aljabar BCIL.

Dari suatu aljabar BCI X, dikonstruksikan P(X) dan SP(X) dan direct product
dari P(X) dan SP(X). Lebih lanjut ditunjukkan bahwa jika X dapat dinyatakan sebagai
direct product dari P(X) dan SP(X) serta setiap elemen tak nol dari X merupakan atom
maka setiap subaljabar dari X merupakan ideal dan sebaliknya.

Kata kunci : Aljabar BCI X.

Definisi 1
Suatu aljabar ( X, *, 0 ) tipe ( 2, 0 ) disebut aljabar BCI jika memenuhi
aksioma aksioma :

L((x*y)s(x*z))*(z%y)=0

2(xx (x*xy))*y=0

3.x* x=0

4. (x*xy=0& y*x x=0)> x=y

untuk setiap x, y, z € X.
Selanjutnya, untuk memudahkan penulisan, seluruh aljabar BCI ( X, * , 0
) dalam tulisan ini cukup disingkat dengan aljabar BCI X. Aljabar BCI X
disebut aljabar BCK jika untuk setiap x€X berlaku 0 * x = 0. Sebarang Y

€ X disebut subaljabar jika 0€ Y dan Y tertutup terhadap operasi *.

Sifat 2 [6]
Pada aljabar BCI X berlaku :
lL.(x*y)* z=(x* z)=*y

2.xx 0 = x
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30« ( x*xy)=(0=x x)* (0=xy)
4.0 (0*(0* x))=0=% x

untuk setiap x, y, z € X.

Pada aljabar BCI X dapat didefinisikan relasi < dengan definisi
sebagai berikut :
VxyeX)(xsy & xxy=0).
Sifat 3 [6]
Di dalam aljabar BCI X berlaku :
VxyzeX) (x<y = (x*xz<yx2z & z*x Yy < zx*x x)
)-
Definisi 4
Diberikan aljabar BCI ( X, *, 0 ).
a. Himpunan tak kosong I € X disebut ideal jika
1.0 el

2Vx, yeX)((xx yel & yel) > xel).

dan disebut ideal tertutup jika untuk setiap x € I berlaku 0 * x € L
b. Elemen tak nol a € X disebut atom jika :
(VxeX-{0}) (x<a=> x=a).
dan disebut atom kuat jika
(VxeX) (x#a = ax x=a).

Di dalam aljabar BCI, didefinisikan himpunan D(X) sebagai berikut

DX)={a€ X | aatom kuat } U { 0 }.
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Teorema 5 _
Diberikan sebarang aljabar BCK X. Himpunan D(X) merupakan subaljabar dan
sekaligus ideal di dalam X.

Teorema 6 [2]

Jika X merupakan aljabar BCK maka
D(X) = X & setiap subaljabar di dalam X merupakan ideal.

Dari suatu aljabar BCI X, dapat dikonstruksikan
PX)y={xeX |l 0 x=0}
dan
SPX)={xeX 10 (0= x)=x}
Dengan mudah dapat ditunjukkan bahwa keduanya merupakan subaljabar
dan P(X) n SP(X) = {0}.

Aljabar BCK bagian dari X disebut radikal positif. Aljabar X
disebut aljabar BCI p-semisimpel jika radikal positif-nya trivial yaitu
radikal positif-nya hanya memuat elemen 0.

Ideal tertututp yang termuat di dalam aljabar p-semisimpel disebut
aljabar tertutup p-semisimpel.

Teorema 7 [5]

Diberikan aljabar p-semisimpel X. Jika didefinisikan operasi “+” sebagai berikut
Vx yeX)(x+y=xx(0*y))

maka X terhadap operasi + merupakan grup abelian dengan 0 sebagai elemen

identitas.

Teorema 8 [1]
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Jika X merupakan aljabar p-semisimpel dan 1 S X maka tiga pernyataan berikut
ekuivalen.

1.1 ideal tertutup

2.1 subaljabar

3.1 subgrup

Lemma 9 [2]
Diberikan aljabar BCI X. Jika SP(X) ideal maka untuk setiap x, y € X dan u,
v € SP(X) berlaku :

x* u=y*ov = (x=y & u=v).
Lemma 10[2]
Diberikan aljabar BCI X. Jika SP(X) ideal maka berlaku

(VxeX) (x=(x*(0*x(0*xx))=*(0x*x))

Lemma 11 [2]
Jika X merupakan aljabar BCI dengan SP(X) ideal maka

(V ue P(X) & ve SP(X) ) (v x u=70v).
Lemma 12 [2]
Jika X merupakan aljabar BCI dengan SP(X) ideal maka
(V ue PX) & v, ve€ SPX) ) ( (ux v)x (ux* v )=0% (v =* v )

)-

Lemma 13 [2]
Jika X merupakan aljabar BCI dengan SP(X) ideal maka
(V ue PX) & v, ve€ SPX) ) ((0* v )x (ux*x v )=0*(v=* v ))

Lemma 14 [2]
Jika X merupakan aljabar BCI dengan SP(X) ideal maka
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(V ue PX) & v€ SPX) ) ((u* v )* (0 v)=u).
Definisi 15
Diberikan aljabar BCI X dan ideal I, | © X. Aljabar X disebut direct product
dari I dan | jika :
lL.(vxe X)(3'!'ael)(3!'be])(x=ax*b)
2. Wa b,c,de X )axb cxdelx] = (axb)*(cxd)=(a*xc
) * (bxd))
Selanjutnya, jika X merupakan direct product dari I dan ], X dapat

ditulis dengan

X=1x].
Berikut diberikan syarat perlu dan syarat cukup setiap subaljabar
merupakan ideal.
Teorema 16 [2]
Diberikan aljabar BCI X. Dua pernyataan berikut ekuivalen.
1. X =P(X) * SP(X) dan setiap elemen tak nol di dalam P(X) merupakan
atom

2. Setiap subaljabar di dalam X merupakan ideal.

Bukti :
1=2
Ambil sebarang subaljabar I di dalam X. Akan ditunjukkan I ideal. Ambil
sebarang x * y € [ dengan y € I Akan ditunjukkan x € I; karena
berlaku 1 maka x = u * v dan y = u* * v" dengan u, u~ € P(X) dan v, v’
€ SP(X). Dengan cara yang mudah diperoleh

W=y (0% (0xy) (1)
dan

W = (xxy) s (0% (0% (x*y)). )
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Berdasarkan 0, y, xx y € [ dan [ subaljabar maka dari (1) dan (2)
diperoleh u’, uxu'€ I. Di sisi lain, karena u'€ P(X) maka 0 < u’. Menurut
Sifat 3 hal ini berakibat

uxu <ux0=us (uxu )x*xu=0.
Lebih lanjut, karena u € P(X) dan setiap elemen tak nol dalam P(X)
merupakan atom diperoleh u* u = u atau wux u = 0. Jika ux u = u
maka u € I. Jika u * u° = 0 maka karena u € P(X) dan setiap elemen
tak nol dalam X merupakan atom maka diperoleh u = u" atau u = 0
sehingga

u € L 3)

Di lain pihak menurut Sifat 2 bagian 3 diperoleh

0x y=0=x*(u *= v)

(0 u )= (0= v)

0+ (0% v)

=v 4
Berdasarkan u, u* € P(X) dan v, v° € SP(X) diperoleh
0« (0*(xxy)=0*x((0*xx)x*(0x*y))
0% (0 (u*ov)*(0x(u * )

0 (((0*xu)*(0x0v))*((0*xu)=*(0=*0v))

0 ((0*(0xv))*(0x(0=x0v))

0 (v=* v)

(0* v)=*(0=*0)

(0*(0x* v))* v
=0 * 0. (5)
Berdasarkan 0, y, x* y € I dan I subaljabar, dari (4) dan (5) diperoleh
v €l dan v x v € L (6)
Akibatnya, 0 * v = (v * v ) x v = (v * v ) * v € I sehingga

diperoleh
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v=0x*(0x*v)€el (7)
Dari (3) dan (7) dan karena I subaljabar diperoleh
x=ux*x v €L
Dengan demikian terbukti I ideal.
2>1
Lemma 10 menunjukkan jika SP(X) ideal, setiap anggota X dapat
dinyatakan dalam bentuk
x=(x*(0x(0x*x))=*(0x* x)
Terlebih dulu akan ditunjukkan bahwa x * ( 0 * ( 0 * x )) € P(X) dan 0
* x € SP(X) sehingga dengan demikian terbukti bahwa setiap x € X
dapat dinyatakan dalam bentuk x = a x b dengan a € P(X) dan b €
SP(X). Berdasarkan aksioma 3 pada Definisi 1 dan Sifat 2 bagian 3 dan 4
diperoleh
O (xx(0*x(0xx))=(0x2x)x(0*x(0x(0=x x))

(0x x)x(0x* x)
= 0.
Jadi terbukti x * ( 0 * ( 0 * x )) € P(X). Lebih lanjut, menurut Sifat 2
bagian 4 juga diperoleh
0 (0x(0x x))=0=x x
Jadi, 0 * x € SP(X).

Berdasarkan Lemma 9 diperoleh bahwa untuk setiap x € X
terdapat dengan tunggal a4 € P(X) dan b € SP(X) sehingga x = a * b.
Dari Teorema 6 jelas bahwa setiap elemen tak nol di dalam X
merupakan atom. Dengan demikian tinggal menunjukkan bahwa jika x, y
€ X dengan x = u * v dany = u" * v dengan u, u° € P(X) dan v, v" €
SP(X) berlaku

(uxv)*(u v )=(uxu )*(v=* v )
Hal ini akan dibuktikan sebagai berikut :
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Berdasarkan u" € P(X) diperoleh 0 < u’. Menurut Sifat 3 hal ini berakibat

ux uw <ux0=u ©(ux*xu )*x u=20
sehingga diperoleh dua kemungkinan yaitu u * u = 0 atau u * u # 0.
1.Jika u * u = 0, maka diperoleh u = 0 atau u = u" ( sebab jika u#0
maka u'#0 sehingga menurut 1, u° merupakan atom ). Menurut
Lemma 12 dan 13, jika u = u" diperoleh
(uxv)*(uw xv )=(uxv)*x(uxov )=0x*(0v=*
v) =
(uxu)x(v*xv )=(uxu)x(vx*xv)
dan jika u = 0 diperoleh
(u*xv)*x(u v )=(0x0v)x(uxv )=0=x*(0v=*
v) =
(0* uw)x(v*x v )=(uxu)x*x(vx* v )
2. Jika u * u # 0 diperoleh u # 0 sehingga menurut 1, u merupakan
atom. Akibatnya diperoleh u * u" = u.
Dari aksioma 1 pada Definisi 1 dan Sifat 2 bagian 1 diperoleh

((uxv)*x(u xv ) x (v xv)) *xu=

((u*xv)*x(u *0v ) xu*(v *0v)

((uxv)*u)*(u v ) *x(v *x0v)=
(uxu)*xv)*(u v ) (v *v)=
(0*xv)*x(u v ))*x(v xv)=
(0*x(u xv ) xv)=*x(v x0v)=
((0*xu )x(0*xv ) *xv)* (v *x0v)=
((0*x(0x0v ) xv)x* (v xv)=

(v *xv )= (v *x0v)=0.

Jadi,
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(uxv)*x(uw*v ))*x(v xv)<u
dan diperoleh
(uxv)*x(u *xv ) x(v xv)=0 (8)
atau
(uxov)*x(u *xv ) x(v xv)=u (9
Jika (8) yang terjadi, karena 0, v, v° * v € SP(X) dan SP(X) ideal,
diperoleh
(uxov)x(u *v )=(ux*x(u * v ) * v€SPX)
sehingga
ux(u x v )€ SPX). (10)
Di lain pihak,
v=0x*x(0x v )=(0x u)*(0x* v )=0x*x(u * v )=
(uxu)*@w v )=(ux(u x v ) *u
Menurut (10) dan Lemma 11 diperoleh
v=(ux(u *x v ))*x u=ux(u * v )

Akibatnya (u * (u” * v )) * v = 0 sehingga

I
<

(u*x v )*x (u *=0v)=(ux(u * v ) * v
Jadi,
(us* v )< (u = v)

sehingga menurut Sifat 3 dan Lemma 14 diperoleh

u=(ux 0 )x(0x 0 )< (uw*0)*x(0x* v )=u

Jadi, u * u* = 0. Kontradiksi dengan u * u" # 0.

Oleh karena itu pastilah (9) yang terjadi yaitu

(uxv)*x(u * 0 ) (v *xv)=u (1)

Di sisi lain, menurut Teorema 8 dan Lemma 14 diperoleh

(ux(ovxv ))*x(v *x0v)=
(ux(vxv )*x (v *x(0x*x(0x0))=
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(ux(v*x0 )*x((0x0v)x(0xv )= (ux(v*x0v ) *(
0 (vx*xv))=u (12)

Dari (11) dan (12) diperoleh

((uxv)*x(u 0 ))*x(v xv)=(ux(v*x0))*x(0 x0v)
Akibatnya, karena v'* v € SP(X) maka menurut Lemma 9 diperoleh
(u*xv)*x(u v )=ux(vx*v)

dan karena u = u * u’ maka diperoleh

(uxv)*x(u v )= (uxu )*(v=*x0v ) o
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