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Abstrak  

Invers problem banyak muncul pada bidang teknologi dan ilmu pengetahuan. Pada 
dasarnya, invers problem menggunakan pengukuran nyata dari parameter yang diamati untuk 
menyimpulkan nilai dari suatu parameter model. Invers problem dalam hal ini, merekonstruksi dua 
koefisien independent (bebas) dalam sistem reaksi difusi dari pengukuran akhir, dengan dua 
persamaan. Model matematika reaksi difusi yang merupakan persamaan parabolik akan 
ditransformasikan menjadi masalah optimasi dengan menggunakan kerangka kontrol optimal. 
Minimizer untuk fungsi kontrol ditetapkan. Penelitian ini didasarkan pada studi literatur yang 
meliputi kajian eksistensi.  
Kata kunci: Invers Problem, Kontrol Optimal, Reaksi Difusi 

 

PENDAHULUAN  
Pada bidang ilmu pengetahuan dan teknologi, invers problem banyak muncul, misalnya 

pada dinamika populasi, pencitraan optik medis, penginderaan jauh dan ilmu pertahanan 
(K.Sakhtivel dkk, 2010). Berbagai metode telah dipergunakan untuk menyelesaikan masalah invers 
problem. 

Dalam masalah ekologi, sebagai contoh, sistem reaksi difusi. Penelitian telah dilakukan 
untuk sistem reaksi difusi dengan satu obyek saja.  Pada penelitian ini akan disajikan dua obyek 
yang mengalami reaksi kimia. Misalkan,  ada spesies yang berbeda berinteraksi satu sama lain dan 
berinteraksi dalam reaksi kimia.  

Model matematika untuk sistem reaksi difusi di peroleh dari direct problem (masalah 
langsung). Akan tetapi terdapat beberapa parameter fisik dari persamaan tersebut yang tidak 
diketahui. Oleh karena itu perlu diketahui parameter fisik dari  model matematika tersebut yang 
nantinya dapat menjadi sebuah produk.  

Invers problem digunakan untuk menentukan koefisien yang tidak diketahui dari suatu 
model matematika. Dalam hal ini, akan digunakan metode optimasi. Yaitu dengan merubah 
masalah tertentu kedalam kontrol optimum dengan menggunakan teori optimasi. 

Berdasarkan hal tersebut, maka yang ingin ditunjukkan adalah : “apakah metode optimasi 
sesuai untuk masalah invers problem pada sistem reaksi difusi?”  

Berdasarkan rumusan masalah tersebut, maka tujuan yang ingin dicapai adalah 
menunjukkan bahwa metode optimasi tersebut sesuai untuk masalah invers problem pada sistem 
reaksi difusi dengan menguji eksistensinya, dalam menentukan invers problem dari dua koefisien 
ܽ ሺݔሻ dan ܿሺݔሻ secara bersamaan untuk sistem reaksi difusi dua persamaan yang berhubungan 
dengan penyelesaian sistem pada waktu akhir. 

 

PEMBAHASAN 
Dalam masalah ekologi, ada dua spesies berbeda yang saling berinteraksi dalam reaksi 

kimia, dengan zat kimia yang berbeda dan menghasilkan zat yang baru. Pada model masalah 
seperti ini digunakan persamaan differensial. Sebagai contoh, sistem reaksi difusi bisa diturunkan 
pada model ruang dan waktu. Dalam hal ini, dimisalkan ݑ ሺݔ, ,ݔሺ ݒ ሻ danݐ  ሻ adalah fungsiݐ
kepadatan populasi dari dua spesies atau konsentrasi dari dua bahan kimia. Sistem reaksi difusi 
dengan kondisi batas Dirichlet nol ditulis sebagai berikut: (K.Sakhtivel dkk, 2010 ) 
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௧ݑ െ ௫௫ݑ ൅ ܽሺݔሻݑ ൅  ܾሺݔሻݒ ൌ  0,    ሺݔ, ሻݐ א   ܳ ൌ ൈ ܫ   ሺ0, ܶሻ 
௧ݒ െ ௫௫ݒ ൅ ܿሺݔሻݒ ൅  ݀ሺݔሻݑ ൌ  0 ,    ሺݔ, ሻݐ א   ܳ                       (1)   
Dengan kondisi batas            
,ݔሺݑ 0ሻ  ൌ  ݂ሺݔሻ, ݒሺݔ, 0ሻ ൌ ݃ሺݔሻ,    א ݔ  ܫ 
,ሺ0ݑ ሻݐ  ൌ ,ሺ1ݑ  ,ሺ0ݒ = ሻݐ ሻݐ ൌ ,ሺ1ݒ ሻݐ  ൌ א ݐ   ,0  ሺ0, ܶሻ     

Interval ܫ ൌ  ሺ0,1ሻ dan ܶ ൐ 0 adalah saat sembarang. Kondisi awal ݂ ሺݔሻ dan ݃ ሺݔሻ, 
hanya tergantung pada ݔ, ܽ ሺݔሻ dan ܿሺݔሻ merupakan paramater yang  tidak diketahui dan koefisien 
ܾ ሺݔሻ, ݀ ሺݔሻ diasumsikan smooth dan tidak tergantung pada waktu (t). Misal, diasumsikan  ada 
kemungkinan untuk memberikan tambahan temperatur (suhu) untuk masalah invers panas: sebagai 
contoh, tambahan data ݑሺݔ, ,ݔሺݒ ,ሻݐ  .ሻ pada saat akhir suhu diketahuiݐ
,ݔሺݑ ܶሻ = ݉ ሺݔሻ , ݒሺݔ, ܶሻ = ݊ ሺݔሻ , ݔ א  (2)       ܫ

Berdasarkan error estimasi ܽ dan ܿ, yang ingin dicari adalah untuk memperoleh stabilitas 
perkiraan (estimasi) untuk menentukan invers problem dari dua koefisien ܽ ሺݔሻ dan ܿ ሺݔሻ secara 
bersamaan dalam sistem reaksi difusi dua persamaan yang berhubungan dengan penyelesaian 
sistem pada waktu akhir. 

 Misalkan ሺݑ෤,  ෤ሻ merupakan persamaan estimasi untuk sistem reaksi difusi, dituliskanݒ
sebagai berikut  
෤௧ݑ  െ ෤௫௫ݑ ൅ ෤ܽሺݔሻݑ෤  ൅  ܾሺݔሻݒ෤  ൌ  0 ,  ሺݔ, ሻݐ א   ܳ  
෤௧ݒ െ ෤௫௫ݒ ൅ ܿ̃ሺݔሻݒ෤  ൅  ݀ሺݔሻݑ෤  ൌ  0 ,  ሺݔ, ሻݐ א   ܳ     (3) 
Dengan kondisi batas  
,ݔ෤ሺݑ 0ሻ  ൌ  ݂ሺݔሻ, ݒ෤ሺݔ, 0ሻ ൌ ݃ሺݔሻ,    א ݔ  ܫ 
,෤ሺ0ݑ ሻݐ  ൌ ,෤ሺ1ݑ  ,෤ሺ0ݒ ሻ ൌݐ ሻݐ ൌ ,෤ሺ1ݒ ሻݐ  ൌ א ݐ   ,0  ሺ0, ܶሻ     

Misalkan didefinisikan ܷ ൌ ݑ െ ෤ݑ  , ܸ ൌ ݒ െ ࣛ ,෤ݒ  ൌ ܽ െ  ෤ܽ, dan ࣝ ൌ ܿ െ  ܿ̃. Dengan 
melakukan pengurangan pada (3) dari (1)  

௧ݑ െ ௫௫ݑ ൅ ܽሺݔሻݑ ൅  ܾሺݔሻݒ െ ሺݑ෤௧ െ ෤௫௫ݑ ൅ ෤ܽሺݔሻݑ෤  ൅  ܾሺݔሻݒ෤ሻ  ൌ 0 
௧ܷ െ ܷ௫௫ ൅ ܽሺݔሻሺݑ െ ෥࢛ሻ  ൅  ܾሺݔሻሺݒ െ ෥࢜ሻ ൅  ൫ࢇሺ࢞ሻ െ ෤ܽሺݔሻ൯ݑ෤  ൌ 0 
௧ܷ െ ܷ௫௫ ൅ ܷܽ ൅  ܾܸ ൅ ෤ݑࣛ  ൌ 0 

௧ݒ െ ௫௫ݒ ൅ ܿሺݔሻݒ ൅  ݀ሺݔሻݑ െ ሺݒ෤௧ െ ෤௫௫ݒ ൅ ܿ̃ሺݔሻݒ෤  ൅  ݀ሺݔሻݑ෤ሻ  ൌ 0 
௧ܸ െ ௫ܸ௫ ൅ ܿሺݔሻሺݒ െ ෥࢜ሻ  ൅  ݀ሺݔሻሺݑ െ ෥࢛ሻ ൅  ൫ࢉሺ࢞ሻ െ ܿ̃ሺݔሻ൯ݒ෤ ൌ 0 
௧ܸ െ ௫ܸ௫ ൅ ܸܿ ൅  ܷ݀ ൅  ෤ ൌ 0ݒࣝ

Sehingga dihasilkan  
௧ܷ െ ܷ௫௫ ൅ ܷܽ ൅  ܾܸ ൌ  െࣛݑ෤  ,   ሺݔ, ሻݐ א   ܳ  
௧ܸ െ ௫ܸ௫ ൅ ܸܿ ൅  ܷ݀ ൌ െࣝݒ෤ ,    ሺݔ, ሻݐ א   ܳ   (4) 

Dengan syarat 
ܷሺݔ, 0ሻ  ൌ ,ݔሺݑ 0ሻ െ ,ݔ෤ሺݑ 0ሻ  ൌ  ݂ሺݔሻ െ  ݂ሺݔሻ ൌ  0,   
ܸሺݔ, 0ሻ  ൌ ,ݔሺݒ 0ሻ െ ,ݔ෤ሺݒ 0ሻ  ൌ  ݃ሺݔሻ െ  ݃ሺݔሻ ൌ א ݔ  ,0   ܫ 
ܷሺ0, ሻݐ  ൌ  ܷሺ1, ,ሻ ൌ ܸሺ0ݐ ሻݐ ൌ ܸሺ1, ሻݐ  ൌ א ݐ               ,0  ሺ0, ܶሻ   

Permasalahan yang muncul selanjutnya adalah bagaimana meminimalkan selisih 
koefisien yang sebenarnya, ܽ dengan koefisien yang diestimasi, ෤ܽ.  

Untuk menentukan koefisien ܽ dan ܿ pada sistem reaksi difusi tersebut, digunakan 
kerangka kontrol optimal. Dengan merubah masalah reaksi difusi kedalam masalah kontrol 
optimal. 

 
Transformasi Kontrol Optimal 

Pada bagian ini, masalah reaksi difusi diubah kedalam masalah kontrol optimal. Dalam 
kontrol optimal, istilah optimal seringkali merujuk pada minimal, misal meminimalkan kesalahan, 
waktu, dan lain-lain. Dalam hal ini, yang akan diminimalkan adalah selisih koefisien dari 
persamaan sistem reaksi difusi. 

Untuk ߙ ൐ 0, diasumsikan koefisien ܽ, ܾ, ܿ, ݀ dan data awal ݂, ݃ memenuhi ܽ ሺݔሻ, ܾ ሺݔሻ, 
ܿ ሺݔሻ, ݀ ሺݔሻ ܥ אఈሺܫ ҧሻ,   ݉ ሺݔሻ, ݊ ሺݔሻ ܮ אଶሺܫሻ  
dan ݂ ሺݔሻ, ݃ ሺݔሻ ܥ אଶ,ఈሺܫ ҧሻ  
Dengan ݉ ሺݔሻ, ݊ ሺݔሻ memenuhi kondisi batas Dirichlet homogen. Didefinisikan suatu himpunan  
ࣧ = ሼܽ ሺݔሻ, ܿ ሺݔሻ: 0 ൏ ܽ଴ ൑ ܽ ൑ ܽଵ, 0 ൏ ܿ଴ ൑ ܿ ൑ ܿଵ, ,ܽ׏ א ܿ׏  ሻሽ  (5)ܫଶሺܮ 
Dan persoalan kontrol optimum sebagai berikut:  
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akan ditentukan ൫ തܽ ሺݔሻ, ܿҧ ሺݔሻ൯   yang memenuhi ࣧ א
ࣤሺ തܽ, ܿҧሻ ൌ  min௔,௖ࣧא ࣤሺܽ, ܿሻ         (6) 
Dengan 
ࣤሺܽ, ܿሻ  ൌ  ଵ

ଶ
 ൫׬ ሺ|ݑሺݔ, ܶ; ܽሻ െ ݉ሺݔሻ|ଶ ൅ ,ݔሺݒ|  ܶ; ܿሻ െ ݊ሺݔሻ|ଶሻ 

ூ  ൅  ܰ ሺ|ܽ׏|ଶ ൅   ݔ݀ ଶሻ൯|ܿ׏|

 ൌ  ଵ
ଶ
׬  ሺ|ݑሺݔ, ܶ; ܽሻ െ ݉ሺݔሻ|ଶ ൅ ,ݔሺݒ|  ܶ; ܿሻ െ ݊ሺݔሻ|ଶሻ 

ூ  ൅  ே
ଶ

 ሺ|ܽ׏|ଶ ൅ ଶሻ൰|ܿ׏|  (7)      ݔ݀ 

,ݔሺݑ  ܶ; ܽሻ dan ݒሺݔ, ܶ; ܿሻ merupakan penyelesaian dari persamaan (1) untuk koefisien 
tertentu ܽ ሺݔሻ, ܿ ሺݔሻ א ࣧ yang diberikan. Sedangkan konstanta ܽ଴, ܽଵdan ܿ଴, ܿଵdiberikan dan ܰ 
adalah parameter regularisasi. 
 Untuk menyatakan bahwa penyelesaian dari sistem kontrol tersebut ada, perlu dikaji 
eksistensi dari fungsi kontrol tersebut. 
 
Eksistensi  
 Terlebih dahulu akan dikaji eksistensi untuk penyelesaian masalah kontrol optimal. Pada 
paper Sakhtivel dkk. (2010), terdapat teorema untuk menunjukkan eksistensi dari penyelesaian 
tersebut.  
 
Teorema 2.2.1  Jika ሺݑ,  ሻ merupakan penyelesaian untuk sistem (1) maka ada suatu nilaiݒ

minimizer ൫ തܽ ሺݔሻ, ܿҧ ሺݔሻ൯ א ࣧ sedemikian hingga ࣤሺ തܽ, ܿҧሻ ൌ  min௔,௖ࣧא ࣤሺܽ, ܿሻ  
 
Bukti. Dari definisi  ࣤሺܽ, ܿሻ, maka fungsi ࣤሺܽ, ܿሻ adalah nonnegatif (positif) pada batas bawah 
terbesar. Misal ሺݑ௡, ,௡ݒ ܽ௡, ܿ௡ሻ menjadi barisan yang meminimalkan ࣤ, sebagai contoh, 
inf௔,௖ࣧא ࣤሺܽ, ܿሻ ൑ ࣤሺܽ௡, ܿ௡ሻ ൑ inf௔,௖ࣧא ࣤሺܽ, ܿሻ ൅  ଵ

௡
  , untuk ݊ ൌ  1, 2, … 

Jika n ՜ ∞  
Misal ࣤሺܽ௡, ܿ௡ሻ ൑ ܥ , ini menunjukkan bahwa ԡܽ׏௡ԡ௅మሺூሻ + ԡܿ׏௡ԡ௅మሺூሻ ൑ ܥ 
Dengan ܥ konstan tidak tergantung n.  
Kemudian norm Sobolev ܪଵሺܫሻ ܥ ؿఈሺܫ ҧሻ untuk 0 ൏ ߙ ൑ ଵ

ଶ
 , menunjukkan 

 ԡܽ௡ԡ
஼

భ
మሺூሻ

 + ԡܿ௡ԡ
஼

భ
మሺூሻ

 ൑ ܥ 

Demikian, dengan eksistensi penyelesaian klasik untuk persamaan parabola,  mempunyai 
ԡݑ௡ԡ

஼
భ
మ,భరሺொതሻ

 + ԡݒ௡ԡ
஼

భ
మ,భరሺொതሻ

 ൑ ܥ, 

Untuk sebarang ܳ଴ ڏ ܳ, didapatkan 
 ԡݑ௡ԡ

஼మశభ
మ,భశభ

రሺொబሻ
 + ԡݒ௡ԡ

஼మశభ
మ,భశభ

రሺொబሻ
 ൑ ܥ 

Kemudian ada sub barisan dari ሺݑ௡, ,௡ݒ ܽ௡, ܿ௡ሻ, dinotasikan dengan ሺݑ௡, ,௡ݒ ܽ௡, ܿ௡ሻ, sehingga 
ሺ ܽ௡, ܿ௡ሻ ՜ ሺ തܽ, ܿҧሻ ܥ א

భ
మሺܫሻ secara keseluruhan (uniformly) pada ܥఈሺܫ ҧሻ 

ሺ ݑ௡, ௡ሻݒ ՜ ሺ߶, ߮ሻ ܥ א
భ
మሺܫሻ uniformly pada ܥఈ,ഀమሺ തܳሻ ת ଶାఈ,ଵାഀܥ

మሺܳሻ. 
Karena itu mengganti ሺݑ, ,ݒ ܽ, ܿሻ pada (1) dengan ሺݑ௡, ,௡ݒ ܽ௡, ܿ௡ሻ sampai dengan batas atas, tampak 
bahwa ሺ߶, ߮, തܽ, ܿҧሻ memenuhi sistem (1). Sehingga diperoleh 
ࣤሺ തܽ, ܿҧሻ ൑ lim inf௡՜ஶ ࣤሺܽ௡, ܿ௡ሻ = min௔,௖ࣧא ࣤሺܽ, ܿሻ  
Karena itu ࣤሺ തܽ, ܿҧሻ = min௔,௖ࣧא ࣤሺܽ, ܿሻ 
Jadi ሺ തܽ, ܿҧሻ ؔ  ሺܽ, ܿሻ adalah penyelesaian optimal dari permasalahan kontrol optimal (5), (6), dan 
(7).  
   
Syarat Perlu (Necessary Condition) 
 Terdapat syarat perlu untuk kondisi optimal yang harus dipenuhi oleh masing-masing 
kontrol optimal ሺܽ, ܿሻ. Misalkan ሺ݌,  ሻ merupakan penyelesaian dari sistem adjoint yangݍ
berhubungan dengan persamaan (1) dari bentuk 
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െ݌௧ െ ௫௫݌ ൅ ݌ܽ ൅ ݍ݀ ൌ 0,                                  ሺݔ, ሻݐ א ܳ
െݍ௧ െ ௫௫ݍ ൅ ݍܿ ൅ ݌ܾ ൌ 0,                                    ሺݔ, ሻݐ א ܳ
,ݔሺ݌ ܶሻ  ൌ ,ݔሺݑ  ܶሻ െ  ݉ሺݔሻ,                                        ݔ א ܫ
,ݔሺݍ ܶሻ  ൌ ,ݔሺݒ  ܶሻ െ  ݊ሺݔሻ,                                        ݔ א ܫ

,ሺ0݌ ሻݐ  ൌ ,ሺ1݌  ሻݐ ൌ ,ሺ0ݍ  ሻݐ ൌ ,ሺ1ݍ ሻݐ ൌ א ݐ      ,0  ሺ0, ܶሻۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

       (8) 

Dengan ݉, ݊ nilai penyelesaian untuk sistem (1) pada waktu akhir ݐ ൌ  ܶ 
 
Teorema 2.3.1 Misal ሺܽ, ܿሻ menjadi penyelesaian dari permasalahan kontrol optimal (6). maka 

terdapat satu himpunan fungsi ሺݑ, ,ݒ ,݌ ;ݍ ܽ, ܿሻ yang memenuhi 
׬ ൫ݑ݌ሺܽ െ ݄ሻ ൅ ሺܿݒݍ െ ݇ሻ൯  ݔ݀ ݐ݀

ொ  + ܰ ׬ ሾܽ׏ · ሺ݄׏ െ ܽሻ ൅ ܿ׏ · ሺ݇׏ െ ܿሻሿ 
ଵ ൒ ݔ݀ 0   (9) 

Untuk sebarang ݄, א ݇  ࣧ 
 
Bukti. Untuk sebarang ݄, א ݇  ࣧ dan 0 ൑ ߜ ൑ 1,  
Dimisalkan ܽఋ  = ሺ1 െ ሻܽߜ ൅ א ݄ߜ   ࣧ dan ܿఋ = ሺ1 െ ሻܿߜ ൅ א ݇ߜ   ࣧ 
Kemudian ada penyelesaian ሺݑఋ , ఋ ሻ dari sistem (1) dengan koefisien ܽ ൌݒ  ܽఋ dan ܿ ൌ  ܿఋ 
memenuhi  
ࣤఋ  = ࣤሺܽఋ, ܿఋሻ = ଵ

ଶ
׬  ሾ|ݑఋ െ ݉ሺݔሻ|ଶ ൅ ఋݒ|  െ ݊ሺݔሻ|ଶሿ  ݔ݀

ଵ  + ே
ଶ
׬  ሺ|ܽ׏ఋ|ଶ ൅ ఋ|ଶሻܿ׏|  ݔ݀

ଵ    (10) 
Dengan ݑఋ ,ݔሺݑ =  ܶ; ܽఋሻ dan ݒఋ ,ݔሺݒ =  ܶ; ܿఋሻ. Turunan Fréchet dari ࣤఋ , diperoleh 
ௗࣤഃ
ௗఋ

ቚ
ఋୀ଴

׬ =  ቀሾݑఋ െ ݉ሺݔሻሿ ௗ௨ഃ
ௗఋ

ቚ
ఋୀ଴

൅  ሾݒఋ െ ݊ሺݔሻሿ ௗ௩ഃ
ௗఋ

ቚ
ఋୀ଴

ቁ  ݔ݀
ଵ  +  

׬ ܰ      ሾܽ׏ · ሺ݄׏ െ ܽሻ ൅ ܿ׏ · ሺ݇׏ െ ܿሻሿ  ݔ݀
ଵ    

Dengan ሺܽ, ܿሻ adalah penyelesaian optimal, sehingga 
 ௗࣤഃ

ௗఋ
ቚ

ఋୀ଴
 ൒ 0           (11) 

Jika dimisalkan ሺݑതఋ, ҧఋሻ = ቀడ௨ഃݒ
డఋ

, డ௩ഃ
డఋ

ቁ, kemudian ሺݑതఋ,  ҧఋሻ memenuhi sistem berikut denganݒ
koefisien ሺܽఋ, ܾ, ܿఋ, ݀ሻ. 
ሺݑതఋሻ௧ െ ሺݑതఋሻ௫௫ ൅ ܽఋݑതఋ  ൅ ሺ݄ െ ܽሻݑఋ ൅ ҧఋݒܾ  ൌ  0 ,  ሺݔ, ሻݐ א   ܳ  
ሺݒҧఋሻ௧ െ ሺݒҧఋሻ௫௫ ൅ ܿఋݒҧఋ  ൅ ሺ݇ െ ܿሻݒఋ ൅ തఋݑ݀  ൌ  0 ,  ሺݔ, ሻݐ א   ܳ  
Misal ߦ ൌ ߟ തఋ|ఋୀ଴ danݑ  ൌ ,ߦҧఋ|ఋୀ଴ , terlihat bahwa ሺݒ   ሻ memenuhi sistem berikutߟ
௧ߦ െ ௫௫ߦ ൅ ܽߦ ൅ ߟܾ ൌ ሺܽ െ ݄ሻݑ  ,  ሺݔ, ሻݐ א   ܳ  
௧ߟ െ ௫௫ߟ ൅ ൅ ߟܿ ൌ ߦ݀  ሺܿ െ ݇ሻݒ ,  ሺݔ, ሻݐ א   ܳ      (12) 
Dengan ݑఋ|ఋୀ଴ ൌ ఋ|ఋୀ଴ݒ dan ݑ ൌ  Dari bentuk (11), akan ditunjukkan bahwa .ݒ
׬ ൫ሾݑሺݔ, ܶ; ܽሻ െ ݉ሺݔሻሿߦሺݔ, ܶሻ ൅  ሾݒሺݔ, ܶ; ܿሻ െ ݊ሺݔሻሿߟሺݔ, ܶሻ൯  ݔ݀

ଵ  + 
׬ ܰ  ሾܽ׏ · ሺ݄׏ െ ܽሻ ൅ ܿ׏ · ሺ݇׏ െ ܿሻሿ  ݔ݀

ଵ  ൒ 0   
Dari persamaan bentuk (8) diperoleh 
׬ ൫݌ሺݔ, ܶሻߦሺݔ, ܶሻ ൅ ,ݔሺݍ  ܶሻߟሺݔ, ܶሻ൯  ݔ݀

ଵ ׬ ܰ  +  ሾܽ׏ · ሺ݄׏ െ ܽሻ ൅ ܿ׏ · ሺ݇׏ െ ܿሻሿ  ݔ݀
ଵ  ൒ 0      (13) 

Misalkan ሺ݌,   sehingga diperoleh ,ߦ ሻadalah penyelesaian dari persamaan (8) dan dikalikan denganݍ
׬ =  0  ߦ

ொ  ሺെ݌௧ െ ௫௫݌ ൅ ݌ܽ ൅  ݔ݀ ݐሻ݀ݍ݀
= െ ׬  ߦ

ଵ ଴|݌ 
׬ ൅ ݔ݀ ்  ݌

ொ  ሺߦ௧ െ ௫௫ߦ ൅ ߦܽ ൅ ߟܾ െ ׬ ൅ ݔ݀ ݐ݀ ሻߟܾ  ݔ݀ ݐ݀ ߦݍ݀
ொ   

= െ ׬ ,ݔሺߦ ܶሻ 
ଵ ,ݔሺ݌ ܶሻ݀ݔ ൅ ׬  ݌

ொ  ሺߦ௧ െ ௫௫ߦ ൅ ߦܽ ൅ ׬  ൅ ݔ݀ ݐ݀ ሻߟܾ ሺ݀ߦݍ െ  ݔ݀ ݐሻ݀ߟ݌ܾ
ொ  

Akhirnya diperoleh bentuk persamaan berikut 
׬ ,ݔሺߦ ܶሻ 

ଵ ,ݔሺ݌ ܶሻ݀׬ = ݔ  ݌
ொ  ሺߦ௧ െ ௫௫ߦ ൅ ߦܽ ൅ ׬  ൅ ݔ݀ ݐ݀ ሻߟܾ ሺ݀ߦݍ െ  ݔ݀ ݐሻ݀ߟ݌ܾ

ொ  
Berdasarkan persamaan (12) maka persamaan diatas menjadi 
׬ ,ݔሺߦ ܶሻ 

ଵ ,ݔሺ݌ ܶሻ݀ݔ ൌ ׬ ሺܽݑ݌ െ ݄ሻ݀ݔ݀ ݐ 
ொ    ൅ ׬ ሺ݀ߦݍ െ  ݔ݀ ݐሻ݀ߟ݌ܾ

ொ     (14) 
Dan dengan cara yang sama, didapatkan bentuk persamaan (8b) sebagai berikut 
׬ ,ݔሺߟ ܶሻ 

ଵ ,ݔሺݍ ܶሻ݀ݔ ൌ ׬ ሺܿݒݍ െ ݇ሻ݀ݔ݀ ݐ 
ொ    ൅ ׬ ሺܾߟ݌ െ  ݔ݀ ݐሻ݀ߦݍ݀

ொ     (15) 
Dengan mensubstitusi persamaan (14) dan (15) ke persamaan (13), maka diperoleh  
׬ ൫ݑ݌ሺܽ െ ݄ሻ ൅ ሺܿݒݍ െ ݇ሻ൯  ݔ݀ ݐ݀

ொ  + ܰ ׬ ሾܽ׏ · ሺ݄׏ െ ܽሻ ൅ ܿ׏ · ሺ݇׏ െ ܿሻሿ 
ଵ ൒ ݔ݀ 0 

 Setelah syarat perlu untuk kondisi optimal dikaji, maka perlu dikaji pula stabilitas hasil 
estimasi dari permasalahan kontrol optimal. 
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Kestabilan Hasil Estimasi 
Pada bagian ini, akan dikaji stabilitas estimasi untuk invers problem dari mendapatkan 

kembali dua koefisien penghalus (smooth) ܽሺݔሻ dan ܿሺݔሻ pada sistem parabolik yang telah 
diberikan. Permasalahan kontrol optimal ditetapkan pada bagian sebelumnya akan digunakan untuk 
membuktikan stabilitas estimasi. 

Dalam paper K. Sakhtivel, dkk.(2010), terdapat lemma yang digunakan untuk menentukan 
kestabilan hasil estimasi. 
Lemma 2.4.1. Misal ሺܷ, ܸሻ menjadi penyelesaian pada persamaan (4), maka diperoleh estimasi 
berikut: 
max଴ஸ௧ஸ் ׬ ሺ|ܷ|ଶ ൅  |ܸ|ଶሻ݀ݔ  

ଵ  ൑  ݁݌ݔ ሺܶܯሻ ቀmax௫אூ|ࣛ|ଶ ׬  ෤|ଶݑ|
ொ                + ݔ݀ ݐ݀

max௫אூ|ࣝ|ଶ ׬  ෤|ଶݒ|
ொ  ቁ     (16)ݔ݀ ݐ݀

Dengan nilai konstan 
ሺ2 = ܯ ൅ max௫אூ|ܾ|ଶ  ൅  max௫אூ|݀|ଶሻ 
 
Bukti. Persamaan (4) dikalikan dengan U dan mengintegralkan ܫ untuk mendapatkan 
ଵ
ଶ
 ௗ
ௗ௧

ԡܷԡ௅మሺூሻ
ଶ  ൅ ׬ |ܷ௫|ଶ 

ூ ׬  ൅  ݔ݀ ܽ|ܷ|ଶ 
ூ ൌ െ  ݔ݀ ׬  ݔ݀ ܸܷܾ

ூ  െ ׬  ݔ݀ ෤ݑܷࣛ
ூ   

Misal, koefisien ܽ =  ܽ଴ dan menerapkan ketidaksamaan Cauchy, maka diperoleh 
ଵ
ଶ
 ௗ
ௗ௧

ԡܷԡ௅మሺூሻ
ଶ  ൅ ׬ |ܷ௫|ଶ 

ூ ൅  ܽ଴  ݔ݀ ׬ |ܷ|ଶ 
ூ ׬ ൑  ݔ݀ |ܷ|ଶ ݀ݔ 

ூ  ൅ ଵ
ଶ

max௫אூ|ࣛ|ଶ ׬  ݔ෤|ଶ݀ݑ|
ூ  ൅  

                                                                            ଵ
ଶ

max௫אூ|ܾ|ଶ ׬ |ܸ|ଶ݀ݔ 
ூ   

Dengan cara yang sama dilakukan juga pada persamaan (4b). 
 
Dengan menggabungkan dua estimasi tersebut, maka diperoleh 
ௗ
ௗ௧

ቂ ԡܷԡ௅మሺூሻ
ଶ ൅  ԡܸԡ௅మሺூሻ

ଶ ቃ  ൑ ܯ ቀ ԡܷԡ௅మሺூሻ
ଶ ൅  ԡܸԡ௅మሺூሻ

ଶ ቁ ൅ max௫אூ|ࣛ|ଶ ׬  ݔ෤|ଶ݀ݑ|
ூ    ൅         

                  max௫אூ|ࣝ|ଶ ׬  ݔ෤|ଶ݀ݒ|
ூ   

ini mengikuti 
ௗ
ௗ௧

ቂ݁݌ݔሺെݐܯሻ ቀ ԡܷԡ௅మሺூሻ
ଶ ൅  ԡܸԡ௅మሺூሻ

ଶ ቁቃ ൑ 
ூ|ࣛ|ଶאሻ൫max௫ݐܯሺെ݌ݔ݁ ׬  ݔ෤|ଶ݀ݑ|

ூ ൅ max௫אூ|ࣝ|ଶ ׬  ݔ෤|ଶ݀ݒ|
ூ  ൯   

Dengan mengintegralkan dari 0 sampai ݐ, maka dihasilkan 
 ԡܷԡ௅మሺூሻ

ଶ ൅  ԡܸԡ௅మሺூሻ
ଶ  ൑ ݁݌ݔሺݐܯሻ ቀmax௫אூ|ࣛ|ଶ ׬ ׬ ଵݔ݀ ݏ݀ ෤|ଶݑ|ሻݏܯሺെ݌ݔ݁

଴
 

ூ  ൅  

                                      max௫אூ|ࣝ|ଶ ׬ ׬ ଵݔ݀ ݏ෤|ଶ݀ݒ|ሻݏܯሺെ݌ݔ݁
଴

 
ூ  

Dengan cara yang sama, berlaku untuk persamaa adjoint nya. 
 
Lemma 2.4.2 Misal ሺݑ,  ሻ menjadi penyelesaian dari persamaan (1). Maka diperolehݒ
max଴ஸ௧ஸ் ׬ ሺ|ݑ|ଶ ൅   ݔଶሻ݀|ݒ| 

ଵ  ൑  ݁݌ݔ ሺܶܯሻ ቀԡ݂ԡ௅మሺூሻ
ଶ ൅  ԡ݃ԡ௅మሺூሻ

ଶ ቁ      (17) 
 
Bukti. Dengan mengalikan persamaan (1) dengan ݑ dan ݒ dan mengintegralkan ܫ, diperoleh 
ଵ
ଶ
 ௗ
ௗ௧

ቂԡݑԡ௅మሺூሻ
ଶ ൅  ԡݒԡ௅మሺூሻ

ଶ ቃ ൅ ׬ ሺ|ݑ௫|ଶ ൅  ௫|ଶሻݒ| 
ூ ׬  ൅  ݔ݀ ሺܽݑଶ ൅  ଶሻݒܿ

ூ  ൑  ݔ݀

 ଵ
ଶ
 ቀ1 ൅ max

௫אூ
 |ܾ|ଶ ൅  max ௫אூ|݀|ଶቁ ቀԡݑԡ௅మሺூሻ

ଶ ൅  ԡݒԡ௅మሺூሻ
ଶ ቁ 

Dengan memisalkan  ܽ dan ܿ, diperoleh 
ଵ
ଶ
 ௗ
ௗ௧

ቂԡݑԡ௅మሺூሻ
ଶ ൅  ԡݒԡ௅మሺூሻ

ଶ ቃ ൑ ெ
ଶ

 ቀԡݑԡ௅మሺூሻ
ଶ ൅  ԡݒԡ௅మሺூሻ

ଶ  ቁ 

Dengan  ௗ
ௗ௧

ቂቀ݁݌ݔ ሺെݐܯሻԡݑԡ௅మሺூሻ
ଶ ൅  ԡݒԡ௅మሺூሻ

ଶ ቁቃ ൑ 0 
 

Terdapat teorema yang digunakan untuk membuktikan kestabilan hasil estimasi.  
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Teorema 2.4.1. Misal ሺݑ, ,݌ሻ dan ሺݒ  ሻ berturut-turut merupakan penyelesaian untuk sistem (1)ݍ
dan (4). Misalkan ada sebuah titik ݔ଴ א ଴ሻݔsedemikian hingga, ܽሺ , ܫ ൌ ෤ܽሺݔ଴ሻ  dan ܿሺݔ଴ሻ ൌ
ܿ̃ሺݔ଴ሻ. Kemudia ada saat tertentu pada waktu ଴ܶ sedemikian hingga, untuk ܶ ൒ ଴ܶ ada 
konstanta ܥ ൐ 0, tidak bergantung pada ܽ଴ dan ܿ଴, yang memenuhi estimasi berikut 

       max௫אூ|ܽ െ ෤ܽ|ଶ ൅  max௫אூ|ܿ െ ܿ̃|ଶ  
       ൑ ஼

ே
׬ ሻܶܯሺ2 ݌ݔ݁ ܶ ሺ|݉ െ ෥݉|ଶ ൅  |݊ െ ෤݊|ଶሻ݀ݔ 

ଵ          (18) 

Dengan konstanta ܯ = ቀ2 ൅ max
௫אூ

|ܾ|ଶ ൅  max௫אூ|݀|ଶቁ. 
 

Bukti.  Misal ݄ ൌ ෤ܽ, ݇ ൌ ܿ̃ pada persamaan (9) memiliki 
׬ ሺܿݒݍ െ ܿ̃ሻ݀ݔ݀ ݐ ൅ ׬ ሺܽݑ݌ െ ෤ܽሻ  ݔ݀ ݐ݀

ொ
 

ொ  +  ܰ ׬ ሾܽ׏ · ሺܽ׏ െ ෤ܽሻ ൅ ܿ׏ · ሺܿ׏ െ ܿ̃ሻሿ 
ଵ  ൒ 0      (19) ݔ݀

Misal ݄ ൌ ܽ, ݇ ൌ ܿ ketika ܽ ൌ ෤ܽ, ܿ ൌ ܿ̃,  juga memperoleh  
׬ ෤ሺܿ̃ݒ෤ݍ െ ܿሻ݀ݔ݀ ݐ ൅ ׬ ෤ሺݑ෤݌ ෤ܽ െ ܽሻ  ݔ݀ ݐ݀

ொ
 

ொ  +  ܰ ׬ ሾ׏ ෤ܽ · ሺܽ׏ െ ෤ܽሻ ൅ ̃ܿ׏ · ሺܿ׏ െ ܿ̃ሻሿ 
ଵ  ൒ 0      (20) ݔ݀

Dengan ሺݑ, ,෤ݑሻ, ሺݒ ,෤ሻ adalah penyelesaian untuk sistem (1) dengan koefisien ሺܽݒ ܾ, ܿ, ݀ሻ, ሺ ෤ܽ, ෨ܾ, ܿ̃, ሚ݀ሻ 
secara berturut-turut dan ሺ݌, ,෤݌ሻ, ሺݍ  ෤ሻ adalah penyelesaian yang sesuai sistem adjoint (6). adapunݍ
dari (19) dan (20), didapatkan 
ܰ ׬ ሺܽ׏| െ ෤ܽሻ|ଶ݀ݔ ൅ ܰ ׬ ሺܿ׏| െ ܿ̃ሻ|ଶ݀ݔ 

ଵ
 

ଵ  ൑ ׬ ࣛሺݑ݌ െ  ݔ݀ ݐ෤ሻ݀ݑ෤݌
ொ  ൅  ׬ ࣝሺݒݍ െ ෤ሻݒ෤ݍ  ݔ݀ ݐ݀

ொ  
                                                                   ൌ ׬ ࣛሺܷ݌ െ  ݔ݀ ݐ෤ሻ݀ݑ࣪

ொ ׬ +  ࣝሺܸݍ െ ෤ሻݒ࣫  ݔ݀ ݐ݀
ொ   

           (21) 
Penerapan ketidaksamaan Cauchy pada tiap integral sisi kanan, diperoleh 
ܰ ׬ ሺ|ࣛ׏|ଶ ൅  ݔ݀ ଶሻ|ࣝ׏|

ଵ  ൑ ଵ
ଶ
 ቀmax௫אூ|ࣛ|ଶ ׬  ሺ|݌|ଶ ൅   ݔ݀ ݐ෤|ଶሻ݀ݑ| 

ொ  ൅  

                                                 max௫אூ|ࣝ|ଶ ׬  ሺ|ݍ|ଶ ൅   ݔ݀ ݐ෤|ଶሻ݀ݒ| 
ொ ቁ  ൅  

                                                  ଵ
ଶ ׬ ሺ|ܷ|ଶ ൅  |ܸ|ଶ ൅  |࣪|ଶ ൅  |࣫|ଶሻ 

ொ  (22)    ݔ݀ ݐ݀
Dari Lemma 2.4.1 dapat dituliskan sebagai berikut 
׬ ሺ|ܷ|ଶ ൅ |ܸ|ଶ ൅  |࣪|ଶ ൅ |࣫|ଶሻ 

ொ ሻܶܯሺ2݌ݔ݁ܶܥ ൑ ݔ݀ ݐ݀ ቀmax௫אூ|ࣛ|ଶ ׬  ሺ|݌෤|ଶ ൅   ݔ݀ ݐ෤|ଶሻ݀ݑ| 
ொ  ൅ 

 max௫אூ|ࣝ|ଶ ׬  ሺ|ݍ෤|ଶ ൅   ݔ݀ ݐ෤|ଶሻ݀ݒ| 
ொ  ൅ 

׬  ሺ|݉ െ ෥݉|ଶ ൅  |݊ െ ෤݊|ଶሻ݀ݔ 
ூ ൯    (23) 

Tambahan, dari Lemma 2.4.2, ada suatu konstanta ߁ ൐ 0 sedemikian hingga 
׬ ሺ|ݑ෤|ଶ ൅  ෤|ଶሻݒ|

ொ ׬ dan ߁ሻܶܯሺ݌ݔ݁ܶ ൑ ݔ݀ ݐ݀ ሺ|݌෤|ଶ ൅  ෤|ଶሻݍ|
ொ  ݔ݀ ݐ݀

൑ ܶ݁݌ݔሺ2ܶܯሻ(24)       ߁ 
Dengan memasukkan ࣛሺݔ଴ሻ = 0 kedalam perhitungan dan menerapkan pada ketidaksamaan 
Hölder,  didapatkan 

|ࣛሺݔሻ| = ቚ׬ ൫ࣛሺݕሻ൯ᇱ݀ݕ௫
௫బ

ቚ ൑ ൫׬  ଶ|ࣛ׏|
ଵ ൯ݕ݀

భ
మ 

Sehingga max௫אூ|ࣛ| ൑ ԡࣛ׏ԡ௅మሺூሻ , (25)       ܫ א ݔ׊ 
Mengkombinasikan estimasi terdahulu pada (22), didapatkan 
max௫אூ|ࣛ|ଶ + max௫אூ|ࣝ|ଶ ൑ ܥ୻ ሺmax௫אூ|ࣛ|ଶ  ൅  max௫אூ|ࣝ|ଶ ሻ + ஼்

ଶே
 expሺ2ܶܯሻ ൅ 

׬          ሺ|݉ െ ෥݉|ଶ ൅  |݊ െ ෤݊|ଶሻ݀ݔ 
ଵ ൯  

Dengan konstanta ܥ୻ = ்
ଶே

 expሺ4ܶܯሻΓሺ1 ൅  ሻܶܥ
Memilih ଴ܶ ൐ 0 sedemikian hingga ܥTబ ൏ 1, pembuktian dapat diselesaikan. 

Dari teorema 2.4.1 diketahui bahwa jika pengukuran akhir dari sistem (1) dan (3) sama, 
yaitu ݑሺݔ, ܶሻ = ݑ෤ሺݔ, ܶሻ dan ݒሺݔ, ܶሻ = ݒ෤ሺݔ, ܶሻ, maka data ܽ dan ܿ bisa ditentukan secara khusus, 
bahwa ܽ ൌ ෤ܽ dan ܿ ൌ ܿ̃ pada ܫ, untuk beberapa ଴ܶ ൐ 0 yang kecil. Dari (22) – (25), diperoleh 
׬ ሺ|ࣛ׏|ଶ ൅  ݔ݀ ଶሻ|ࣝ׏|

ଵ  ൑ ܥT ൫׬ ሺ|ࣛ׏|ଶ ൅  ݔ݀ ଶሻ|ࣝ׏|
ଵ  ൯ 

Dengan memilih ଴ܶ ൐ 0 sedemikian hingga ܥTబ ൏ 1, bisa disimpulkan bahwa 
׬ ሺ|ࣛ׏|ଶ ൅  ݔ݀ ଶሻ|ࣝ׏|

ଵ  ൑ 0 
Dengan mengasumsikan ࣛሺݔ଴ሻ = ࣝሺݔ଴ሻ = 0 dalam perhitungan, dapat disimpulkan bahwa  
ܽሺݔሻ െ  ෤ܽሺݔሻ ؠ 0 dan ܿሺݔሻ െ  ܿ̃ሺݔሻ ؠ 0 untuk semua ݔ א  ܫ
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KESIMPULAN  
Metode optimasi dengan menggunakan kerangka kontrol optimal dapat digunakan untuk 

menyelesaikan invers problem pada sistem reaksi difusi dengan syarat batas ditentukan. Terdapat 
eksistensi dari penyelesaian dari permasalahan kontrol optimalnya. Dan kestabilan hasil estimasi 
dapat diperoleh dengan menggunakan pembuktian eksistensi dari penyelesaian kontrol optimal, 
sehingga dari hasil estimasi dan pengukuran sebenarnya dapat disimpulkan bahwa 
 ܽሺݔሻ െ  ෤ܽሺݔሻ ؠ 0 dan ܿሺݔሻ െ  ܿ̃ሺݔሻ ؠ 0 untuk semua ݔ א  ܫ
 Diharapkan ada penerapan lebih lanjut pada bidang teknologi maupun ilmu pengetahuan. 
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