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ABSTRAK

Ada dua bentuk ketahanan (resistant) yang sering dilakukan yaitu ketahanan secara
immunological dan ketahanan secara behavioural. Model SIR yang akan dibahas kali
ini merupakan perluasan dari model SIR Kermack-McKendrik dengan menggunakan
ketahanan secara behavioural. Selanjutnya akan dibahas mengenai titik ekuilibrium
dan kestabilan di sekitar titik ekuilibriumnya. Model SIR dengan asumsi perluasan ini
mengindikasikan bifurkasi ke belakang (backward bifurcasion).

Kata kunci : Model SIR, Resistant, backward bifurcasion

PENDAHULUAN

Penularan wabah penyakit yang terjadi pada suatu populasi dapat dimodelkan ke
dalam bentuk matematis. Salah satu bentuk pemodelan tersebut yaitu model
SIR(Suspectibles, Infectious, Recovered). Model SIR ini dikembangkan untuk
mengetahui laju penyebaran dan kepunahan suatu wabah penyakit dalam suatu
populasi. Jika model dianalisa, diharapkan kita dapat mengestimasi apakah
penyebaran penyakit tersebut akan menimbulkan wabah atau tidak.

Pola penyebaran penyakit dalam suatu populasi bergantung dengan ketahanan
individu terhadap suatu penyakit menular. Ketahanan terhadap penyakit menular
(infeksi) adalah suatu bentuk perlindungan yang dapat mengurangi resiko individu
terjangkit penyakit. Ada dua bentuk ketahanan yang sering dilakukan yaitu ketahanan
secara immunological dan ketahanan secara behavioral. Program vaksinasi merupakan
salah satu ketahanan secara immunological yaitu dengan melatih sistem kekebalan kita
untuk mengidentifikasi pathogen, sedangkan Program Pendidikan Masyarakat
merupakan salah satu contoh ketahanan secara behavioral yaitu dengan mengajarkan
cara-cara pencegahan dari dini. Dalam kedua kasus ini, meningkatkan ketahanan tentu
saja mengurangi penyebaran penyakit.

Meskipun kedua bentuk ketahanan ini bertujuan mengurangi penyebaran
penyakit, namun terdapat dua perbedaan signifikan. Pada program vaksinasi, individu
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yang sudah divaksinasi apabila terinfeksi maka sistem kembali. Berbeda dengan
program vaksinasi, Program Pendidikan Masyarakat memungkinkan individu yang
sembuh (removed) untuk terinfeksi kembali.

Pada paper kali ini, hanya akan dibahas mengenai model SIR untuk penanganan
secara behavioral.

A. ANALISA

Asumsi-asumsi yang digunakan :

1.
2.

9.

Populasi tertutup, jumlah individu tetap

Hanya menular jika terjadi kontak langsung dengan penderita. Laju penularan
konstan.

Penanganan hanya dari dan ke kelas sembuh (removed).

Penanganan dini menyebabkan individu yang rentan dapat langsung removed.
Laju penanganan dini konstan.

Individu terinfeksi yang sembuh dapat kembali rentan atau masuk dalam kelas
removed. Laju kesembuhan konstan. Sebanyak f bagian kembali rentan
sedangkan sisanya removed.

Sebanyak s bagian individu removed dapat terinfeksi kembali atau kembali
menjadi rentan dengan laju konstan.

Individu yang terlahir dimasukkan kedalam kelas rentan. Laju kelahiran
konstan.

Penyakit tidak fatal sehingga kematian tidak disebabkan oleh penyakit. Jadi,
kematian yang terjadi disini adalah kematian normal bukan kematian yang
disebabkan oleh penyakit. Laju kematian konstan.

Laju kelahiran = laju kematian.

10. Masa inkubasi yang cukup singkat.

Model SIR

Parameter :

b = laju penularan/kontak

a = laju kesembuhan

u = laju penanganan dini

g = laju kehilangan ketahanan (rate of loss of immunity)

f = bagian banyaknya individu terinfeksi yang sembuh kemudian rentan.
1- f =bagian banyaknya individu terinfeksi yang sembuh kemudian removed.
S = bagian banyaknya individu removed yang kembali terinfeksi.

m = laju kematian = laju kelahiran

a,b,u,g,f,s,m>0

N

= total populasi

Diagram transfer
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Dari asumsi-asumsi di atas, didapatkan diagram transfer sebagai berikut :
u

I fa 8 I
m . .sb i

m = m Jm

Dari diagram transfer di atas, maka persamaan model matematikanya yaitu :

as _ mN - bS—J{/Jr fal+ gR- uS- mS (2a)

dl 1 1

—=bS—+sbR—- (1- f)al- fal- ml 2b

dt N N - /) / @6)
dR 1

_dt:_SbRﬁJr(l_ f)al- gR+ uS- mR (2¢)

Model versi ini telah dipelajari oleh Hadeler dan Van Den Driessche, Kribszaleta dan
Velasco Hernandez, dan Gomes et al. Angka reproduksi dasar (basic reproduction
number) untuk sistem (2) ini adalah angka harapan dari penularan individu rentan dan
angka harapan dari penularan baru individu tervaksinasi atau

B ¢ m+g bz ¢ &

Ry = t I" t I
mtambutg mbamdut g

Selanjutnya akan dianalisa kestabilan sistem (2) di sekitar titik ekuilibriumnya.

Titik Ekuilibrium
Titik ekuilibrium adalah solusi konstan sistem, sehingga S(7)=c,,1(t)=c,,R(t)=c;.

Hal ini ekuivalen dengan solusi konstan sistem memenuhi d_S:ﬂ :d_R =0
dt dt dt
Akibatnya,
mN - bS%+ fal+ gR- uS- mS=0 (2d)
1 1
bS—+sbR—- (1- flal- fal- m[=0 (2¢)
N N
i sbR%+(1- al- gR+uS- mR=0  (2f)
Karena N=S+/+R,maka R=N-S -1, sehingga
mN - bS%'i‘ fal+g(N- S- 1) uS- mS=0 (2d)
bS%Jrsb(N- - 1)%- (- fal- fal-mi=0  (2)
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_sb(N- S- 1)%+(1- fal- g(N- S- D+ uS- m(N- - 1)=0  (2f)

Dari persamaan (1) dan (2), jika solusi sistem S dan / telah diketahui, maka untuk
mencari R cukup dengan R =N —S—1. Jadi, cukup dicari solusi untuk sistem (2d) dan
(2e).

Dari (2e), didapatkan

bS%Jrsb(N- - 1)%- (- fal- fal- mi=0

o T
.

-

- —f:'c:—fm—rt:].i='il

fo—+ sk

]\/—ﬁ S-1 i
b%+Sb(T)- (- f)a- fa- m=0ataul= 0

a. untuk / =0 (solusi bebas penyakit)
substitusi pada (2d), didapatkan

mN - b5%+ fal+g(N- S- I uS- mS=0
mN+ g(N- S) uS- mS=0

mN+gN- g§- uS- m§S=0
(m+ g)N- (g+u+m)S=0

A m+
g (mtg)
(g+u+m)
Jadi, solusi bebas penyakitnya adalah (.{} = ',‘;i“—'. o]
Gela

b. untuk />0 (solusi endemi) maka
S W~- S-1)
b—+sb——=- (1- - fa- m=0
N N - fa- f

N- S- 1
S+sb—( )

b— -a-m=0
N
.5 f I
kh—sh,‘;-sh',l—;l—a—rt:=':]
i ) i o
o o 33
fz— fm-n:—sul,i—:[[
J=z0t R

Substitusi pada (2d) didapatkan
mN - bS%‘f’ fal+g(N- S- I) uS- mS=0

(m+ g)N- g})i+g+ u+ nES+ (fa- g)I=0

N o

G/ SR S :
+ g)N- §h—+ g+ u+ nc + m- - —t (fa- @)=
NS S TSRAr: T RO JURE
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Perhatikan bahwa persamaan di atas merupakan persamaan kuadrat, sehingga
dapat ditulis dalam bentuk al* +bI +¢c¢=0,1>0.

Bifurkasi saat R, =1 adalah bifurkasi ke belakang atau backward bifurcation jika

2 2
1+(}/+0'u) + oo (1+0)+2pu+u <[1+ ov jf

a(l-o)(y+u) y+u
Akan diteliti kestabilan Sistem 2d dan Sistem 2e di sekitar titik ekuilibrium. Untuk
meneliti kestabilan sistem maka dapat dilihat dari solusi system dimana komponen-

komponennya adalah perkalian konstanta dengan e¢”; hal ini berarti bahwa A adalah
nilai eigen dari matrik koefisiennya (matrik Jacobian). Syarat agar semua solusi dari
linearisasi di titik ekuilibrium mendekati nol untuk # — o adalah bahwa semua nilai
eigen dari matriks koefisiennya mempunyai bagian real negative. Atau dapat dikatakan
bahwa titik ekuilibrium stabil asimtotik jika semua bagian real dari nilai eigennya
bernilai negative.

Didefinisikan fungsi-fungsi sebagai berikut :

f(S,I)=mN - bS%+ fal+g(N- S- I) uS- mS

g(S,1)= bS%+sb(N- - 1)%- (- fal- fal- ml

Selanjutnya akan dibahas bifurkasi pada system (2). Akan ditunjukkan bahwa bifurkasi
yang terjadi pada system (2) adakah bifurkasi ke belakang (backward bifurcation).

A. Titik ekuilibrium
Pada awal pembahasan, titik ekuilibrium (§,f) dari sistem (2) dapat diketahui

dengan mencari solusi dari persamaan berikut ini :

mN - bS%+fa1+g(N- S- Iy uS- mS=0..ccveunee. (a)

bS%Jrsb(N- S- 1)%- (- fal- fal- mi=0....(b)
Terdapat titik ekuilibrium bebas penyakit PZ(%O) untuk semua nilai

parameters, dengan 8> 0 adalah akar positif dari fungsi berikut :
£ (8)=- (mN+ g(N- S)- uS- mS)

(fungsi di atas didefinisikan dari persamaan (a) dengan I1=0 ).

Selanjutnya, titik ekuilibrium pada sistem (2) disebut titik ekuibrium endemi
P = (ﬁ,f)jika I > 0.Untuk I > 0, dari persamaan (b) kita dapatkan
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5 N- 8- 1
b£+sb(
N
Sehingga
A - ~ +
i- a s)S_ &+ m
s

Substitusikan penyelesaian P = (S”,IA) yaitu titik ekuilibrium endemi ini pada

persamaan (a) dari sistem (2).

A ] A A A R n
mN- bS—+ fal+ g(N- S- I} uS- mS=0
aRs g( )

(m+ g)N- EZ% fa—l—g%i—k(g- u- m)S=0

(m+ g)N- gb% ;ﬂ 5§ g - 1%\/%@- u- m)S=0
(m+ @N+(g- u- m)S= E —- fahgg1 g §sb - %N%

] ((m+ gIN+(g- u- m)§)= - Eb o fa+g§(1' S)S- g":bm- %N%

Dari sini dapat disimpulkan bahwa titik ekuilibrium endemi memenuhi
S1(8)= £(8)eeenn(*¥)
dengan

GRS TR el

Dari (**) diketahui bahwa titik ekuilibrium endemi dapat dianalisa secara geometri
dari perpotongan kurva f, dan f,. Sistem (2) dapat mempunyai lebih dari satu
titik ekuilibrium endemi jika f, adalah fungsi konkaf ke bawah dan mempunyai
akar positif.

b 1-
Karena - — < 0, maka cukup ditunjukkan bahwa f, mempunyai akar positif
s
Lo Ja- g s &+m O
aitu N> 0 dan - 13N> 0 ... * % %
Y b 1- sg sb ] )

Jadi, apabila salah satu dari ketaksamaan tersebut tidak berlaku, maka didalam
sistem tidak akan terdapat backward bifurcation.
Asumsikan kondisi (***) terpenuhi, maka hal berikutnya yaitu dipastikan bahwa

kedua fungsi tersebut berpotongan (diturunkan dari kondisi /"', (3’9> I (3’9)
yaitu
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1- s (mtg) lI-s & +m- sbO
- 2b +(fa- g) +E = gtutm
s (g+utm) (fa-g) s 3 s 5 ¢
B. Kestabilan titik equilibrium
mN - bS%+fa]+g(N- S- Iy uS- mS=0 (2d)
bS%+sb(N- - 1)%- (- fal- fal- m=0  (2)

Akan diteliti kestabilan system di atas di sekitar titik ekuilibrium bebas penyakit
- (m+g) " I .
(S,I) g—N O_ Untuk meneliti kestabilan sistem maka dapat dilihat

(g+u+m)
dari solusi system
A7 .
mN- bS—+ fal+ g(N- S- I} uS- mS=0
vaks g( )
& g 0,
(m+ g)N- bﬁ' fa+ g+ (g- u- m)S=0
N O{(1- 5) A + 6 o A
(m+ g)N- bi- fa+g%%( S)S- gatm 1iNi+(g- u- m)S= 0
N % s § sb ]
. &g 1- o 0
(m+ g)N+(g- u- m)S:E v fa+g0w( $)g - 1—N_
% Ky és o
. S oql- s), &+
-((mtg)N+(g- u- m)S)=-¢b—- fa+ S- & -I—N—
(@ N+ G- u- mS)=- oo fa g f 5 UL s

Dari sini dapat disimpulkan bahwa titik ekuilibrium endemi memenuhi

H(S)= £(8)eeen (%)

dengan
xS o8- s &+m O 0
S)=-6"- fa+ g% S- & - 1EN=
S TR T I

Dari (**) diketahui bahwa titik ekuilibrium endemi dapat dianalisa secara geometri
dari perpotongan kurva f, dan f,. Sistem (2) dapat mempunyai lebih dari satu
titik ekuilibrium endemi jika f, adalah fungsi konkaf ke bawah dan mempunyai

akar positif.
- S

b
Karena - — < 0, maka cukup ditunjukkan bahwa f, mempunyai akar positif

s
s @w+m O

L fa-g
aitu ———= N> 0 dan b— N> 0 ... *xx
y b 1- s sb 5] )

Jadi, apabila salah satu dari ketaksamaan tersebut tidak berlaku, maka didalam
sistem tidak akan terdapat backward bifurcation.
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Asumsikan kondisi (***) terpenuhi, maka hal berikutnya yaitu dipastikan bahwa
kedua fungsi tersebut berpotongan (diturunkan dari kondisi 1", (3’9> I (&9)

yaitu
1- s (mtg) I-s & +m- sho
- 2b + - g) + & > g+u+t
s (g+tutm) (e g}s € s 7] grumm
C. Kestabilan titik equilibrium
mN - bS%+fa]+g(N- S- 1) uS- mS=0 (2d)
bS%Jrsb(N- s- 1)%- (- fal- fal- ml=0 (2¢)

Akan diteliti kestabilan system di atas di sekitar titik ekuilibrium bebas penyakit

v B (mtg) 0 . o .
(S,I)= ————— N, 0=. Untuk meneliti kestabilan sistem maka dapat dilihat
(g+ u-+ m) 5

+
ooy g D)
: : (y+v+p)
dari solusi system J =
0 0ﬂ+(ﬁ—0ﬂ)(ﬂ+y)_a_ﬂ
i (r+v+u)

b- sb)Xm+
yang mempunyai nilai eigen —y—v—u dan sb+ ( i )(m g)_ a-
&+ um)
Dari  sini, titik ekuilibrium bebas penyakit stabil asimtotik jika
— +
op i B=B)u+7)
(y+v+p)
(b- sb)m+ g)
- a
(g+ u+ m)
O sh+ (b- sb)m+ g)
(g + u+ m)
oh+ (b- sb)m+ g)
(g+ u+ m)
at+m
0 sb N (b- sb)mt+g) <
atm (a+tm)g+u+m)
O sb(g+ u+ m) N (b- sb)mt g) <1
(@t m)g+u+tm)y (a+mlg+utm)
~ b(gt m)tsbu
(a+ m)g+ u+ m)
U R,<1
Jadi, titik ekuilibrium bebas penyakit stabil lokal untuk R <1.

m.

—a—u<0 atau

sbh+

- m<0

<a+tm

U

<1
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1. Kestabilan di sekitar titik ekuilibrium endemi.
a. jika R = O, hanya terdapat dengan tunggal titik ekuilibrium

endemic
b. jika O< R, <1, terdapat dua buah titik ekuilibrium endemi

P= i,]:,) dan P*Z(ﬁ*,f*) dengan S.< S dan I>1.
P= S'*,f*) stabil asimtotik lokal sedangkan P*Z(S*,f*)

merupakan titik saddle.
c. Jika R, >1, terdapat dengan tunggal titik ekuilibrium endemic

P= 31,[1) yang stabil asimtotik global.

Bukti :
Diketahui sebelumnya :

f(S,I)=mN - bS%'f’ fal+g(N- S- I) uS- mS

YED 1
0o N
e S
0, bN+ fa- g
2(8.1)- bS%stb(N- - 1)%- (- fal- fal- ml
ﬂg(S’I): bi_ Sbi
s N
MZbiﬁLsi(N- S) 2S£[- a-m
0 N N N

Dibentuk matrik Jacobian sebagai berikut :

. —ﬂ%—V—U—ﬂ —ﬂ%+fa—7
I osl 55 P (N_s)26l e
,BN O',BN ,BN+O'N(N S) 20N] a—u

Matriks Jacobian untuk titik ekuilibrium endemi P(ﬁ,f) adalah

] S
) ﬁ’N /4 7 ﬂN fa-y
Tl G g S Blo &\ 4 B
— 6B — Z i (N-S)-265T-a-
ﬂN G'BN 'BN GN( ) Y, H
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5 (N- S- 1

Karena b%Jr sb - a- m= 0 (menurut *) didapatkan

I S
-f——-y-v-u —fP—+fa-
. ﬂN 7 H ﬁN Ja-y
P($.0) i ] B -
——op— -o—1
ﬂN 'BN N
Darisini didapatkan
I B -
vJ ,..=—f—-y—-v—u—-oc—1<0
R I T A
Jadi, TrJ, ;<0 untuk P.= (8., 1) dan P'= (§7.1").

Kemudian, dengan menggunakan definisi f, dan f, didapatkan

detjp(ﬁ,i) =(—ﬂ%—y—v—u](—a%f}—(—ﬂ%Jrfa—7}[ﬂ%—aﬂ%}
:(%WHﬂ](agfj_(_ﬁ%ﬁa_y](ﬁ%_aﬂﬂ

_Bilof gL (g5 a1
_N](O'(ﬂ]v-i-]/-l-l)-l-,u] (ﬂN+fa 7/](1 G)]

R - R 0
Karena I = d )S ot m. 1=N , maka
Ky § sb 7]

_% [aﬂ ((1 U)S*—(a”‘—1)Nj+07/+00+Gﬂ—[—ﬂ%ﬁLfa—Vj(l—U)J

ol

aQ

—

<
|

i~
=
|8
T~
N

o of

|
~>

(l—a)ﬂ%—(a+y—aﬁ)+ay+m)+ay—(—ﬁ%+fa—y}(l—a)]

2(1—0‘)ﬂ%+(—fa+;/)(1—0)—(05+/,z—o;6’)+a(7/+u+,u)J

o{2@ﬁ£+(—fa+7)(l_a)—,B(OH_'U—1}]+0(y+u+y)}

~>

Il
2w zlw z|w
~>

N o op
= i(£(8)+ 1 (5)

Misalkan fz( ) f( )>0 untuk S= S dan fz( ) f( )<O untuk
S = S, Dari sini didapatkan B = (S*,I*) dan P’ = (S ,I ) dengan S.< 8" dan
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I.>1", P= SL,IA*) stabil asimtotik lokal sedangkan P’ = (5*,f*) merupakan

titik saddle.
Terbukti.

Kurva Bifurkasi untuk sistem (2) dapat digambarkan sebagai berikut :

i Backward Bifurcation

U’ T - 1
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