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Abstak. Makalah ini membahas desain pengontrol tipe Linear Quadratic Regulator
(LQR) untuk menstabilkan pendulum yang berada di atas kereta tetap dalam posisi
terbalik dengan meminimumkan tenaga listrik yang disuplai ke dalam kereta.
Selanjutnya disajikan simulasi hasil perhitungan pengontrol untuk memberikan
gambaran pengaruh kerja pengontrol dalam menstabilkan sistem.

Kata kunci. linear quadratic regulator, optimal control, inverted pendulum.

1. Pendahuluan

Inverted pendulum pada sebuah kereta bergerak adalah sistem klasik yang digunakan
untuk mendemonstrasikan aspek teori dan aspek praktis dari teori kontrol. Sistem ini
terdiri dari sebuah kereta yang pergerakannya sepanjang track terbatas pada gerak
linear dan gerak batang yang dipasang pada kereta. Antara kereta dan batang
dihubungkan dengan sebuah engsel. Kereta dilengkapi dengan sebuah motor yang
menerima tenaga listrik (voltase) dan dari tenaga listrik tersebut dihasilkan tenaga

putar (torsi) yang menggerakkan kereta (gambar 1) [1].
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Gambar 1. sistem inverted pendulum

Seminar Vasional Matematiba dan Pendidiban Matematita
Jernasan Pendidibian Watematiba FNIPH UNY. 5 Desember 2009 950



PROSIDING ISBN : 978-979-16353-3-2

Tujuan pengontrolan pada sistem inverted pendulum pada umumnya adalah
menstabilkan pendulum tetap pada posisi terbalik dengan cara menggerak-gerakkan
kereta mengikuti arah jatuhnya pendulum. Hal ini dapat diilustrasikan sebagaimana
seorang pemegang tongkat yang harus menyeimbangkan sebuah tongkat pada ujung
jari-jarinya. Pada kondisi tersebut ia harus memperhatikan gerakan tongkat untuk
menentukan kapan tongkat tersebut bergerak ke bawah kemudian tepat pada saat
tersebut ia harus menggerakkan tangannya sesuai dengan gerakan tongkat tersebut.
Analog dengan ilustrasi diatas, dalam sistem inverted pendulum harus diperhatikan
sudut pendulum dan posisi kereta dan dengan feedback controller akan ditentukan
voltase dari motor yang akan menggerakkan kereta melintas pada track dengan tetap

mempertahankan posisi pendulum dalam keadaan terbalik.

Tujuan utama pembahasan makalah ini adalah mendesain linear quadratic regulator
(LQR) untuk menstabilkan posisi pendulum sehingga pendulum tetap dalam posisi
terbalik dengan cara menggerakkan kereta dari satu posisi ke posisi yang lain sehingga

state dari sistem tetap berada di sekitar titik equilibrium O (titik asal).

Masalah tersebut akan dinyelesaikan dengan beberapa langkah berikut. Pada bagian 2
akan diturunkan model matematika dari sistem inverted pendulum dengan
menggunakan hukum Newton. Selanjutnya pada bagian 3 akan didesain teknik kontrol
feedback jenis LQR untuk mengatasi ketakstabilan pada sistem inverted pendulum.
Pada akhir pembahasan akan disajikan simulasi yang menggambarkan pengaruh kerja

pengontrol dalam menstabilkan sistem.
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2. Model Matematika

|

Gambar 2. sistem inverted pendulum

Dengan menggunakan Hukum Newton pada inverted pendulum, didapat persamaan-

persamaan sebagai berikut [4] :

2
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Sedangkan pada gerak kereta, diperoleh persamaan

47 _p (4)

M — c
dt*

Dengan mengasumsikan Fy = F, =0 maka dari persamaan (1) dan (4) diperoleh

2 —

(M +m) 2 4 mibicos0 = ml§* sin 0+ F, . (5)

dr’

Sedangkan dari persamaan (2) dan (3) diperoleh

2_
16+ d_g}
3 dt

cosf =gsinf . (6)

Besaran F, adalah gaya yang bekerja pada kereta yang dirumuskan dengan

F.=oqV+a, %+0@sign(%). (7)
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Suku pertama dari F, menyatakan gaya yang diberikan oleh motor pada kereta yang

besarnya proporsional terhadap voltase V yang diberikan pada motor. Suku kedua dari

F. menyatakan gaya gesek elektromotiv dari motor dan suku ketiga menyatakan friksi

Coulomb. Berdasarkan [2] pada tabel berikut ini disajikan besaran-besaran yang

terdapat dalam persamaan-persamaan di atas.

Tabel 1. Nilai besaran pada persamaan (1) — (7)

lambang deskripsi nilai / unit

M Massa kereta 0.915 kg
m massa batang 0.210 kg
/ setengah dari panjang batang 03m
y posisi kereta m

o sudut dari batang radian
F, gaya pada kereta N

g percepatan grafitasi 9.81 m/s’
. voltase maksimum pada motor 5V

a, koefisien motor 1.4 N/V
a, koefisien gaya gesek elektromotiv -9.1 kg/s
a, koefisien friksi Coulomb -3N

4
o4 8
y 3y (8)
t= 4—lt (9)

3g
V=V_u (10)

maka persamaan (5) dan (6) menjadi

j}+gcos:9(6)=£(6")2 sin 6+ S+ fo 3 + Psign () (11)
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cos 9()'})+ 0 =sin 6 (12)
. d’y . d*0
dengan = , 0= dan
g Y dt’
p=— " 0140 (13)
4(M +m)
g =— % 634 (14)
g(M +m)
po= 2% 633 (15)
3g M+m
a;
=——3=-0.027. 16
Z g(M +m) (18]

Persamaan (11) dan (12) dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai

{ 1 &cos 6’}[@ :|:5652 sin@+ Bu+ fpy + Pasign ()

g : (17)
cosd 1 0 sin @

Persamaan (27) dapat ditulis sebagai sistem persamaan dalam

x=(7.0.3.0) =(1.0.v.q)" sebagai

0 0 1 0 0 |
h% 0 0 0 1 y 0
o 0|_ 0 0 By £0sin 0 0|, | gsinfcosd+ Bisign ()
y l-gcos’0 1-ecos’ 6 y 1-£cos’ 6
0 0 0 Brcos@  eBsinBfcosb Z sin @+ S5 cos Osign ()
L l-gcos’0 1-ecos’ 6 | L 1-¢&cos’ 6 ]
_ 0 -
g
+ m ult). (18)
p, cosd
| 1-&cos’ &

Yaitu dalam bentuk standar dapat ditulis dengan
x(1)= f(x(t))+g(x(t))u(t) dengan u(t)eU (19)

dengan U adalah himpunan kontrol yang diperkenankan.
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3. Feedback
Dalam masalah kontrol optimal ini feedback diperlukan karena dua alasan berikut [2] :

1. State x, (titik asal) pada sistem inverted pendulum bukan titik equilibrium yang

stabil. Hal ini dikarenakan pada state tersebut pendulum masih dalam posisi
terbalik. Secara matematis, dapat ditunjukkan bahwa nilai eigen matriks
representasi sistem pada state tersebut mempunyai bagian real yang positif.
Untuk mengimplementasikan pengontrol kita perlu menstabilkan pendulum. Hal
tersebut dikerjakan dengan mendesain LQR pada sistem.

2. Model matematika yang diturunkan dari gerak pendulum dan kereta tidaklah
sempurna. Sehingga jika kontrol optimal diaplikasikan pada model tersebut maka
pendulum tidak akan mencapai state yang diharapkan. Hal ini disebabkan
kesalahan (error) pada model dan faktor-faktor gangguan (disturbance). Pada
prinsipnya seberapa dekat pendulum mengikuti gerak kereta sangat bergantung
pada seberapa akurat model tersebut diformulasikan. Untuk mengatasi hal
tersebut maka diperlukan pelinearan pada sistem kemudian mendesain LQR pada

sistem sehingga kontrol pada sistem tersebut mempunyai feedback.

Selanjutnya untuk mendesain kontrol optimal dari sistem yang berupa LQR dimulai
dengan melinearkan persamaan state space sistem (18) yang telah tak berdimensi
pada titik xq =(0,0,0,0) sebagai berikut.

Persamaan (18) dapat ditulis sebagai

i(e) = £ (x(0))+ g (x(e)ule) (19)

dengan
fi=D, (34)
fr=0, (35)
By 8(9)Sin92 esin@cos O+ B sign( )
= 5+ >+ 5 , (36)
l1—-¢cos“@ 1-—gcos” @ 1—&cos“ @
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_ pycosfy +8(9) Sln90089+sin0+,b’3cos6’ sign ()

f - ’ (37)
3 1-&cos” 6 1-£cos” 6 1-&cos” 0
g =0, (38)
g, =0, (39)
b
=, 40
&3 1—&cos” @ (40)
p, cosd
S b 41
E4 T cos’ 0 (41)
Maka, matriks Jacobian dari sistem (18) adalah
o o o A
oy 00 oy 00
% % o YU
A op 068 oy 06
9 o 9 o
oy 00 oy 00
9 o Y
oy 00 oy 00 ]
dan di titik asal xq =(0,0,0,0) dihasilkan matriks
0 0 1 0]
0
0 0 0 0 |
A=|0 __& B dan b= -
l-¢ 1-¢ 1 |1-¢
o L _ A 1
L —-& l-¢
Sehingga dari sistem (18) didapat sistem linear
x(1)=Ax(t)+bu(r) (42)

dengan A dan b sebagaimana didefinisikan diatas.
Dalam keadaan steady state, ingin dicari kontrol u(t) yang meminimalkan indeks

performansi[3]

0

7 (1) :% J[x@) ox()+ (1)) ar (43)

0

dengan QO >0 dan r >0 merupakan bobot untuk x dan u.
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Input kontrol u(t) dihitung dengan rumus

u(t)=—Lb"sx(0) (44)
r

atau

u(t)=—-Kx(1)
dengan S adalah penyelesaian dari persamaan aljabar Riccati

T 1 T
—SA-AS+-bb"S-0=0 (45)
r

dan §>0.

Dengan mengambil matriks Q =1, dan r =1 maka dengan menyelesaikan persamaan

aljabar Riccati (45) didapatkan kontrol u(¢)=—Kx(¢) dengan
K:[—l —11.5958 —-7.8354 —11.3729]

dan

52602 113729 10.0191 11.3750
11.3729 66.0528 48.4488 64.1712
10.0191 48.4488 37.2699 47.8938|
11.3750 64.1712 47.8938 63.3141

4. Simulasi Pengaruh Pengontrol pada Sistem

Berikut ini dipaparkan pengaruh dari kontrol u()=—-Kx(t) terhadap sistem inverted

pendulum yang didisajikan dalam beberapa grafik berikut.

Gambar 3. dan 4. menunjukkan pengaruh pengontrol u(r)=—-Kx(t) dalam gerak

transfersal dari sistem. Dari gambar tersebut terlihat bahwa gerak transfersal dari

sistem dapat distabilkan ke titik asal setelah detik 18 detik.

imenk)
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Gambar 3. gerak transfersal sistem Gambar 4. gerak transfersal sistem
tanpa kontrol dengan kontrol

Gambar 5. dan 6. menunjukkan pengaruh pengontrol u(7)=-Kx(t) dalam gerak

putar dari sistem. Dari gambar tersebut terlihat bahwa gerak putar dari sistem dapat

distabilkan ke titik asal setelah detik 16 detik.

Gambar 5. gerak putar sistem Gambar 6. gerak putar sistem
tanpa kontrol dengan kontrol

Gambar 7. dan 8. menunjukkan pengaruh pengontrol u(¢)=—Kx(¢) dalam kecepatan

transfersal dari sistem. Dari gambar tersebut terlihat bahwa kecepatan transfersal dari

sistem dapat distabilkan ke titik asal setelah detik 16 detik.

Gambar 7. kecepatan transfersal sistem Gambar 8. kecepatan transfersal
tanpa kontrol dengan kontrol
Gambar 9. dan 10. menunjukkan pengaruh pengontrol u(7)=—Kx(t) dalam

kecepatan putar dari sistem. Dari gambar tersebut terlihat bahwa kecepatan putar dari

sistem dapat distabilkan ke titik asal setelah detik 8 detik.
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Gambar 9. kecepatan putar sistem Gambar 10. kecepatan putar sistem
tanpa kontrol dengan kontrol

Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa desain pengontrol yang dibuat pada
sistem inverted pendulum dapat menstabilkan sistem tersebut untuk tetap berada di

titik asal.

5. Kesimpulan

Dalam malakah ini telah dikaji desain pengontrol pada sistem inverted pendulum yang
menstabilkan sistem tersebut dengan meminimumkan tenaga listrik yang disuplaikan
pada kereta. Pengaruh kerja pengontrol dalam menstabilkan sistem juga telah
disajikan melalui simulasi hasil peritungan. Namun demikian, permasalahan dalam
kajian ini masih cukup sederhana. Sehingga pengembangan permasalahan seperti
menstabilkan pendulum di atas kereta yang sedang dalam posisi bergerak atau

permasalahan yang lainnya dapat menjadi bahan kajian lebih lanjut.
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