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An.5
GLOBALLY SMALL RIEMANN SUMS (GSRS) INTEGRAL HENSTOCK-PETTIS PADA RUANG

EUCLID R"

Globally Small Riemann Sums (GSRS) Henstock-Pettis Integral On The
Eucliden Space "

Hairur Rahman'

Abstrack. In this paper we study Henstock-Pettis integral on the Eu-
clidean space R™. We discuss some properties of the integrable: Globally
Small Riemann Sums (GSRS).

Keywords: Henstock integral, Euclidean Space ™, Henstock-Pettis inte-

grable, Globally Small Riemann Sums (GSRS).

1 Pendahuluan

Pada tahun 1914, Perron mengembangkan perluasan lain integral Lebesgue dan
menunjukkan bahwa integralnya mempunyai sifat bahwa setiap derivatifnya terintegral
pada garis lurus. Selanjutnya Henstock dan Kurzwell secara terpisah mengitlakkan
integral Riemann dengan mengubah konstanta positif § menjadi fungsi positif § dan
ternyata integral vang disusun keduanya ekuivalen. Oleh karena itu, integral vang
mereka susun terkenal dengan nama Henstock-Kurzweil 110,

Dari kajian tentang integral Henstock banyak sifat-sifat yang telah diungkapkan
baik dalam R maupun ruang ®®. Menurut penelitian, masalah mengenai sifat-sifat
pada integral Henstock kemungkinan dapat dikembangkan menjadi masalah yvang lebih
luas dalam integral Henstock-Pettis, khususnya sejauh mana sifai-sifat integral Hen-
stock dari fungsi bernilai real dapat dikembangkan ke dalam integral Henstock-Pettis
pada ruang Euclide ™. Dari kajian tentang integral Henstock-Kurzweil banyak sifat-
sifat yang telah diungkapkan baik dalam R maupun ruang R®. Menurut penelitian,
masalah mengenai sifat-sifat pada integral Henstock-Kurzweil [1,(2],/4],[5], kemungk-
inan dapat dikembangkan menjadi masalah yang lebih Iuas dalam integral Henstock-
Kurzweil-Pettis, khususnya sejauh mana sifat-sifat integral Henstock dari fungsi berni-

lai real dapat dikembangkan ke dalam integral Henstock-Kurzweil-Peitis pada ruang
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Euclide 72", Lebih lanjut integral Henstock-FKurzweil-Peitis pada ruang Euclide ™

akan dikembangkan pada sifat-sifat globally Small Riemann Sums (GSRS) pada ruang

Euclide ™.

Definisi 1.1. 8. Diberikan fungsi volume o poda R", sel E C R" dan E ruang
Ponach, Fungst [ F — X dikefeken terintegral-o Henstock pada E terhodap
o, ditulis singkat f € H({E,a,X) jika terdapat vektor A € X sehinggoe unfuk setiap
bilangan € = 0 ferdopat fungsi positif 6 peda E don untuk setiop partisi Perron 6-fine
D= {{DyE1).( Dy, Fa)sueos (D, En )} pode E berloku

|:A — (D) Z f{f‘Ja{D‘J|: = A — (D) Z_,F{;Ef]a{ﬂi] < e
. e .

Definisi 1.2. . 8. Diberikan X rueng Boanaech den X7 rueng duelnye, velume o
pede T, don gel B CR®, Fungsi [ F — X dikotekan terintegral-o Henstock-
Pettis pada E, ditulis singkat dengan [ € HP(E, o), jike untuk setiop 2™ £ X7 dan
sel A CE, fungsiz*®f terintegral-o Henstock pade A dan terdapat vektor 2ip 4. € X

sehingga

IR{I["F:A:Q]] = '.H] / x” fdo.

A
Selanjutnya vektor x;¢ 4 o) di atas disebut nilai Integral Henstock-Pettis fungsi f
pada A dan ditulis

Ly f ) ='-H?:,]/ _,I"rlﬂ.
A

Khususnya
z(y.£.a) = (HP) / fdo.
JE

Jadi

r® (-:_"H’P] / frlrl) = (H) / ™ fdo.
Ja Ja
Teorema 1.3. (Kriteria Cauchy). 10 Fungsi f € HP(E, a)jke don henye jike
untuk setiop bilangan € > 0 terdapal fungsi positif 6 pada E sehingga jika A C E
sel dan Dy = {(B1,51), ..., (Bp, Tp)} dan Dy = {(C1, 1), ..., (Cy, T5)} masing-masing

partisi Perron 6-fine pada A memenuhi

] q
‘{DL] N 2" f(E)al(By) — (D2) Y 2" flik)alCh)| <e
i=1

=1

untuk setiop 2™ € X~
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Definisi 1.4. Jika f € HP(E, o) dan J(E) koleksi semua el bagion di dalam E moko
Jungsi F: J(E) — X dengan rumus

Fl{A) =240 =(HP) / fidey,
Ja
dan F(0) =0, untuk setinp A € F(E) disebut fungsi primitif-HP fungsi f.

Teorema 1.5. Dilerikan fungst volume o di dolom W™ dan sel E C K™ Jke [ £
HP(E,a) dengan [ sebagai primitif-HPnye dan Ey, Ey, ..., Ep sel-sel di dolam E yang
fak saling fumpaong findih don E = Ui=l E, maka

P P
F(E)=) F(BY) =) (a0
k=1 k=1

Bukti: Karena f £ HP(E,a) dengan primitiHP fungsi f pada E, E = |Ji_, Ex
dengan EY N EY = () untuk setiap i # j, diperoleh

(U=)

F(E)

= T(f.(Ufm Br)a)
= T(fEe) TE(fEa) T T LS Epa)
= F(E)+ F(E3) +... + F(E})
]
= 3 F(E)
k=1

o
= > 2540 B
k=1

Selanjutnya berdasarkan Definisi 1.2 maka integral Henstock-Pettis tehadap pada F

dapat juga dinyatakan seperti dalam teorema berikut.

Teorema 1.6. Fungsi [ € HP(E,a) jika dan hanya jika ferdopat fungsi aditif F
J(E) — X sehingge uniuk setiop bilangan € > 0 yong diberiben dan x* € X* dapat
diternukan fungsi positif 6 pada E sehingga jika A C E sel dan D = {(D, )} partisi

Perron d-fine pada A berlaku
|Z #*(f(F)a(D) - F(D))| < e

Teorema 1.7. (Lemma Henstock) Diberitan X ruang Banech don X7 rueng dual-

nye, volume o pada R™ dan sel E C R™. Jike [ € HP(E, o) dengen primitif F, yaifu
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unruk setiop bilangan e > 0 dan x* € X* terdopatlah fungsi positif § pedoe E sehingge
jike A C E sel dan D ={{D, )} partisi Perron 6-fine pada A berlaku

|{TJ‘_| S 2 f(Z)a(D) - F(D))| <k,
moka untuk sefiop jumlohan bagien Y, dan (D) Y berloku

(D) 2, 2°(f(Z)a(D) — F(D))| <e.
2 Hasil dan Penbahasan

Akan dibahas sifat-sifat lanjut dari integral Henstock-Pettis pada ruang Euclide R”,
yvakni memuat pembahasan yang berkaitan dengan sifat-sifat Globally Small Riemann

Sums (GSRS) fungsi terintegral Henstock-Pettis pada ruang Euclide R™.

Definisi 2.1. Diberiken X ruang Banech don X rueng ducelnye, volume o pode 7,
dan sel E C R", dan [ : E — X fungsi terukur-o pada sel E. Fungsi [ dikatokan
mempunyal sifol Globally Small Riemann Sums [ GSRS) lerhadap o pado sel £
ditulis singkat [ € GSRS E, o) jika untuk sefiope >0, 2" € X*, dan A C E szel, ade
bilangan asli ng sehingge untuk seliop n = ng aedoe fungst positif 8, pade E sehinggae

jika D ={(D,z)} partisi Perron d,-fine pada A berlaku

(D) Y 2 f(FeD)| <.

z* f(F)|>n
Teorema 2.2. Diterikan X rueng Bonach don X° rueng ducdnye, volume o pode R,

don sel E C R™. Jika fungsi terubur-o [ £ GSRS(E, o) make [ e HP(E, o).

Bukti: Karena f £ GSRS(FE, o) maka untuk setiap € > 0, 2 € X* dan A C F sel,
ada bilangan asli ng sehingga untuk setiap n > ng terdapat fungsi positif &, pada F

sehingga jika D = { D, )} partisi Perron d,-fine pada A berlaku

@) Y. & f(@aD)|< .

z* f( 2} >n
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sehingga untuk setiap dua partisi Perron d,-fine D dan D pada A berlaku

(D)Y 2"f{Z)a(D) - (D)) 2" f{f]a{D]|
< |{D‘J N 2" f(F)a(D) | - |{D'] N 2" f(F)a(D) |

<|(D) Y 2 f(Ee@)| (D) Y 2" f(F)a(D)
z* f(F)|=n z* f(Z)|<n
+(P) Y 2 f(Be(D)+ (D) Y 2 f(E)e(D)
= (5] =n == f(Z)|<n
E E E E _
SiTiT1TITe

Berdasarkan kriteria Cauchy, f € HP(E.,a). N

Teorema 2.3. Diberitan X rueng Bonech don X° ruang dualnyge, volume o pede R7,
dart fungst bernilai ree! fterdifinisi peda sel E C R". Didefinisivan fungsi 2° f), dengan

2* f(F), untuk T dengan |x*f(F) <k
" firlZ) =

[ 0 . untuk T yong lain.

Fungsi f terintegral-HP{E. o) pado sel E ke FIE) dan F(E) — F(E) unfuk k — 0o
fika dan hanya jike fmerupakan fungsi terukbur bersifol GERS pada sel E.

Bukti: (Syarat Perlu) Karena [ € HP(E, a) maka untuk setiap € > 0, z* € X~=,
dan A C E sel terdapat fungsi positif 4 pada E sehingga untuk setiap partisi Perron

d*-fine D* pada sel A berlaku
Setiap k terdapat fungsi positif §* pada E sehingga untuk setiap partisi Perron §*-fine

D" pada sel A berlaku
. Cn i . E
|0 Y 2" (f(F)a(D) - Fu(4)| < 2.

untuk setiap x* € X*. Karena {F(A4)} konvergen ke I pada sel E, maka terdapat

bilangan bulat pesitif K dengan sifat untuk setiap & = K berlakn
z"Fi(4) - 2" F(4)| < 3.
Untuk k > K, didefinisikan fungsi pesitif § pada E dengan

8(Z) = min{6* (%), 6*(%)}.
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Dengan demikian untuk setiap partisi Perron d-fine D = {{D, F)} pada sel 4 berlaku

(D) Z 2" f(Fla(D) = ‘{D] Z{f‘ filE)a(D) — z* fk{f]a{m]‘

z* f ()| =k
< [(0) Y w" (f@)a(D) - F(4))| + 2" Fi(4) —2"F(4)

£*Fi(d) - (DY) Y 2" fe(@)a(D)|
E E E

(Syarat Cukup) Karena f £ GSRSE. o) maka untuk setiap e > ) dan #* £ X* dan
A C E sel, terdapat bilangan positif Ky dengan sifat untuk setiap b > Kp terdapat
fungsi §, pada sel E dengan sifat untuk setiap partisi Perron d-fine D = {{D, ¥)} pada
sel A berlaku

. £ =Y £

(D) rg };,_.I fiEla(D)| < T
untuk setiap x* € X* Fungsi fi terintegral-HP(E, o) untuk setiap k. Oleh karena
itu untuk setiap m, & > K terdapat fungsi positif §,, dan &, pada sel E dengan sifat

untuk setiap partisi Perron d,,-fine dan fg-fine D, dan Dy pada sel A berlaku

(D™) 32" (fm(Z)a(D) - Fu(4)| <

ol m

|~'.'D’“‘J Y 2" (fu(F)a(D) - Fk{.qn| < é

untuk setiap 2* € X*. Untuk m, k > Ky, flungsi positif § dengan 6(F) = min{dn (Z), ()},
sehingega untuk setiap m, k > Ky terdapat fungsi positif § pada sel E dengan sifat untuk

setiap partisi Perron d-fine D = {(D, F)} pada sel A berlaku

T Fi(A) — 2" Fr(4) < [2"F(4)— (D) Y 2"f(F)a(D)
x* fiZ)| <k

+ (D) Z =" f(F)a(D)| + (D) Z 2" f(Z)o( D)

z* f(Z)| =k x* f(E)|>m

(D) Y 2 f(F)a(D) -2 Fa(A)

z* fi2)|<m
< E E E E
——————— =
4 4 4 4

Jadi {x* F(A)} merupakan barisan Cauchy di dalam R. Karena R merupakan ruang

lengkap maka {x*Fj } konvergen, katakan ke F{A). Dengan demikian terdapat bilangan
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positif &y dengan sifat untuk setiap & > &y berlakn
" F(A) = 2" F(4) < 1.

Bilangan K dan fungsi % berturut-turnt diambil K = max{K;, ky} dan §%(3) = §g (Z).

Dengan demikian untuk setiap partisi Perron §*-fine pada A berlakn
|{D‘J Z{;r“ f(ZFla(D) - F(D)) |
= (D) +"(f(T)a(D) - F(4))

< (D)) 2" (f(F)a(D) - Fh-{A‘J]‘ + 2" Fg(A) — 2" F(A)

<D Y 2 (fEaD)-FxkA)|+|D) Y 2 f(Fa(D)
z* fiZ)| <K z* f(E)| =K
+ |2* Fr(A) — 2*F(A)
E E E
Sititice

Dari uralan di atas berartl 2*f terintegral Henstock pada F dan untuk sel 4 C E di
atas terdapat vektor r¢ 4 o) € X sehingga
r® (\;r,_ff:ﬂ:&]‘} = (H) [I“fria.
Ja
Jadi f € HP(E,x). N
Syarat Fi.(A) konvergen ke F{A) tidak dapat dihilangkan di dalam Teorema diatas,
sebab terintegraluya fungsi f pada Sel E ¢ R" tidak menjamin Fj (A} konvergen ke

F{A) seperti ditunjukkan pada contoh berikut.

Contoh 2.4. , 2. Diketohui sel E= 0,1 = 0,1 € R? dan fungsi 2*f bernilai real

ferdefinisi pode E dengan

] = 1 1 e m 1 1 1 M
mT., &c m+1! mim41) |.'m+'l'j2) i (m+1 P miml) |.'m+1:;2)

2" f(Z)= 1 = I _m m I _m 1
' me., Ie milm+l ) {m+1}<* (m) = mim—+1) (m+1}*"m
0, Typong loin.

Dengan demikion x* [, adelah fungsi berthut

i = 1 1 m 1 1 m o .
m-, Ic m+Lt mim+1] |_m+1,") X (m+1‘ mim+l] |_m+lj‘:| ym <k
" fi(E) = i 3 1, _m 1 1, _m 1 e L
"Ir ) m®, I mim-+1] (m+11 m ® mim-+1] im+lFim ¢ m =k
0, Zyang loin.

Seméinar VNasional Matematiba dan Pendidiban Matematitba
Yunwsan Pendidiban Matematiba ZMIPA UNY. 5 Desember 2009 78



PROSIDING ISBN : 978-979-16353-3-2

Fungsi 2°f terinfegrad Henstock poade sel B, don wntuk sel A C E ferdepof vekfor
Zif Aq) € X sehingga

2 (2(1.4.0)) = (H) / z* fdo.
A

Jodi foterintegral-HP, tetapi perhatikan bohwa F(A) tidak konvergen

. . 1
z°Fi(A) = 3 2" fo(2) =
' . ' CimAm 1P
| 1 5 X
IEI\m—l mlm—ll+|m_|_|!.,l km—l=r|z|.r|t—l.|+|m_“!.,l mo <k
. 1
+ ) z* fe(Z)
\ . Tm 1
1 1 1 !
IEkmlm—-ll-l-mi:t“ E_leki"tli’lt—ll-l-l:?.i:tl:ll=EJI: m Sk
e
= Z 4 3
: 1352— 14 : (i+1)4
- P 43
= E -
1+ 1
=1 )
dengan r, = max{m : m® < &k} dan pp = nm_x{m :m® < k}. Diperhatikan bahwa
— — E i 1 iR b
pp — o0 unfuk k — oo, Karena 3 0 e ol T den mengingat i+1 < {i+1)

untuk sefiop bilongon bulef positif 1 moeke

P ;3 P

i
Zi—l Z-.i—l]

Karena 3%, Tm" divergen make { Fi{A)} divergen.
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