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DEFINISI TIPE RIEMANN UNTUK INTEGRAL LEBESGUE !
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Abstrak

Tujuan dari tulisan ini adalah membahas tentang integral
Lebesgue secara konstruktif yaitu bentuk integral Lebesgue
sebagai limit jumlah. Selanjutnya dikaji sifat-sifat terkait
diantaranya adalah sifat ketunggalan hasil dan sifat
kelinearan, teorema Cauchy dan teorema ekivalensi.

Kata kunci : integral Riemann, integral Lebesgue.

1. PENDAHULUAN

Bentuk integral konstruktif pertama kali dikenalkan oleh matematikawan Jerman
yaitu Riemann (1826-1866) yang selanjutnya dikenal dengan integral Riemann. Setiap
fungsi kontinu f pada [@.%] dijamin terintegral Riemann. Kenyataan menunjukkan
bahwa masih terdapat banyak fungsi yang tidak terintegral secara Riemann. Salah satu
fungsi yang tidak terintegral secara Riemann adalah fungsi Dirichlet f:[0,1] » R
dengan

~ _ (1 xrasional
fla) = E{F; x trastonal’

Berkat ide matematikawan Perancis yaitu Henry Leon Lebesgue (1875-1941), ia
berhasil menyusun tipe integral untuk mengatasi permasalahan yang muncul, yaitu
banyaknya fungsi yang tidak terintegral secara Riemann. Integral yang dibangun
Lebesgue banyak mendasarkan pada teori ukuran. Dengan konsep integral Lebesgue ini
maka dapat ditunjukkan bahwa fungsi Dirichlet tersebut terintegral secara Lebesgue.
Integral konstruktif Riemann dibangun melalui konsep partisi pada daerah
integrasi (domain fungsi), sedangkan dalam tulisan ini penulis bertujuan untuk
membahas integral Lebesgue dengan pendekatan secara konstruktif sebagaimana halnya
pada pembahasan integral konstruktif Riemann, namun pembahasan sedikit berbeda
karena partisi yang dibangun adalah pada daerah hasil (range) fungsi. Selanjutnya

bentuk integral ini dikenal
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dengan definisi tipe Riemann untuk integral Lebesgue atau juga dikenal dengan integral

Lebesgue sebagai limit jumlah.

2. KAJIAN PUSTAKA
2.1. Integral Jumlah Riemann

Diberikan fungsi terbatas f:[m.h] = R. Himpunan terurut berhingga
P={a=x,%,.. %, =8} pada [a ] dengan x,.; = &, untuk setiap { = L.23.....1t
disebut partisi pada [a.%]. Jika P, dan P, adalah partisi-partisi pada [a.%&] dengan
F.=P,, maka partisi P, disebut partisi penghalusan (refinement partition) dari partisi
P,. Selanjutnya [#;.,.7%:] disebut selang bagian ke-i, notasi &;x=x, — x4
merupakan panjang selang bagian ke-i dan [[P|| = makz{&,x ;i = L23,...2} disebut
norma suatu partisi F pada [, &]. Diambil sebarang titik ;' € [x,_,.x.] dan dibentuk

jumlahan

SCFEY= D F(xi)a

Kemudian diambil nilai limitnya untuk &.x — @ maka ||P|| — @ dan berakibat n — =

dan jika nilai

Ll;iml:ﬁ(f_. F) = _liml: Zf[:ﬁ.] & = ada (berhingga)
=2 AL S
) =1

maka fungsi f dikatakan terintegral Riemann pada [a.B]. Lee dan Vyborny [2]

mendefinisikan integral jumlah Riemann sebagai berikut.

Definisi 2.1.

Fungsi f: [&, &] — R terbatas dikatakan terintegral Riemann ke suatu nilai 4 pada [a. k],
ditulis f € R[a, &, jika untuk setiap bilangan s = 0 terdapat bilangan & = & sehingga
untuk setiap partisi P pada [z, k] dengan [[P[ = § berakibat
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IS(F.P) = 4 = Zf[r{j&:x—ﬁl .

=1

Bilangan 4 disebut nilai integral Riemann atau integral-® fungsi / pada [&. &]

yang biasa dinotasikan dengan

HLiHI_I)lO S(f,P)= AI,EBOIZ:: f(X)AX= (R)I: f(x)dx= A
2.2. Integral Lebesgue Sebagai Limit Jumlah

Pada prinsipnya integral Lebesgue dibangun atas teori ukuran. Integral Riemann
dari suatu fungsi terbatas f pada [a.&] disusun berdasarkan atas konsep partisi
P ={a=xp%y . %, =8} pada |a. . Menurut Lifton [3] dan Spiegel [4], bahwa
penyusunan integral Lebesgue sebagai limit jumlah atau disebut sebagai definisi tipe
Riemann untuk integral Lebesgue dari suatu fungsi terbatas dan terukur f pada
himpunan terukur E disusun berdasarkan konsep partisi P = {& = ¥, ¥y wer ¥y = 7
pada  interval  [a. &] Dengan  ketentuan @ =Inf{flx); x € E} dan
f>sup{f(x); xe E} dimana nilai f cukup dekat dengan nilai sup{f(X); xe E}.
Namun sebaliknya menurut Enrique [1], penyusunan partisi P pada [a, 3] bisa juga
diambil dengan ketentuan « <inf{f(x); xe E} dan f2>sup{f(X); xe E}. Notasi
w[e.f] adalah himpunan semua partisi P pada [&.@]. Selanjutnya untuk setiap
k=123, . ,n dikonstruksikan himpunan-himpunan E, = {x; ¥._; = Fflx) = w7},
karena f terukur maka menurut Spiegel [4], E, juga terukur . Dibentuk jumlahan-

jumlahan

i i

S(F,B) =D yoym(E,) danS(£E) =) yem(E,) 21

k=1 =1
dengan w(E, ) adalah ukuran Lebesgue himpunan E,. Menurut Spiegel [4], jika P
adalah sebarang partisi pada [¢, §] dan @ adalah partisi penghalusan dari partisi P pada
[« £]. maka berlaku #(f, 7] = #(f. @) dan F(f. ") = 5(F, Q).

Integral Lebesgue bawah fungsi f pada E dinotasikan dengan
I=sup{e(f Fl: P € w[a.f]} dan integral Lebesgue atas fungsi f pada E dinotasikan
dengan | = inf{S(f,P); P € w[e. f]}. Masih menurut Spiegel [4], untuk setiap fungsi
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terbatas dan terukur f berlaku #(f.F) = I = J = 5(f,P]. Selanjutnya fungsi terbatas
dan terukur f dikatakan terintegral Lebesgue pada £ jika I = ],

Definisi 2.2.
Fungsi f terbatas dan terukur pada E dikatakan terintegral Lebesgue pada E,

dinotasikan # € L(E), jikanilai { = ].

Di lain pihak menurut Lifton [3] dan Springer Online Reference [5], untuk setiap
fungsi terbatas dan terukur f pada himpunan terukur E dan untuk setiap partisi
F={a=vy,¥, v, =F pada interval [a, #], diambil sebarang titik

¥ € [¥eeq ¥l K= 1,2,3,..., 1 dan dibentuk jumlahan

w

S(F,F) = Z yim(E,). 29

K=l

Jika nilai

lim Z_vl.;m[E;{) = ada (berhingga)

N

k=1

maka fungsi f dikatakan terintegral Lebesgue sebagai limit jumlah pada £ dengan
notasi
I Y pimE) = @) | FEd

=T " E
Definisi 2.3.
Diberikan fungsi terbatas dan terukur f pada himpunan terukur E. Fungsi f dikatakan
terintegral Lebesgue ke nilai A pada E, jika untuk setiap & == 0 terdapat & = @ sehingga
untuk  setiap  partisi P ={a =133, 5 =F pada [e ]  dengan

Bl = maks{y, — ¥yays k=123 .., m} = § berakibat

o

z."ém(gﬂ —4

K=l

|S(f Py — Al = = &

Sebagaimana halnya pada definisi integral tipe Riemann maka berdasarkan pada

Definisi 2.3 di atas akan dibahas beberapa teorema terkait.
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3. PEMBAHASAN
Dengan mengacu pada persamaan 2.1 dan Definisi 2.2 terlebih dahulu diberikan

contoh fungsi yang terintegral Lebesgue seperti dalam Contoh 3.1 berikut.

Contoh 3.1.

1 2 Iy .
Diberikan fungsi Dirichlet f:[0,1] = R dengan fix) = E ér" :’lﬁiﬁ; Fungsi f

adalah terintegral Lebesgue pada [0,1] sebab jika dibentuk sebarang partisi
F={a=yu¥yu:¥.=F} pada [af], w=0 g=»1 dengan asumsi -
Veo=0 720y, <1 dan =L diperoleh himpunan-himpunan
Ey ={x; 3y & fla) =y} = {x fla) =0} = {x; x irasionall,

Ey — {1 yymn 5 () % 2y} — {1 02 f(x) 5 1) — © untuk k — 2%, = 1, dan

E, ={x ¥.oq = Flx) = v} ={x1 flx) = 1} = {x » rasional}, Dengan m(E,) =1

dan mif. )= untuk k=723 .. . .m Berakibat
s(FRPI =50 veoym(E ) =151+ v 0+t ¥ .0 =7, dan
F(FP) = LiziyemlB) =yl 4y 04 w4 5 0= m, Sehingga didapat
I =sup{z(f.P); P € wlee.B]} = sup{s(f.F); #(f.F)=0}=0 dan

F=1nf{8(f.F1; P e (e, £]} = Inf{®(f. P11 8(f,P) = 0} = 0. Diperoleh I=]=0.
Jadi, fungsi Dirichlet tersebut terintegral Lebesgue pada [0,1] dengan

(L) -f.r=|:c:-.1] Floc)dn = @,
Berdasarkan pada persamaan 2.1 yaitu konsep jumlah Lebesgue atas dan jumlah

Lebesgue bawah diperoleh Teorema 3.2 sebagai berikut.

Teorema 3.2.

Diberikan fungsi terbatas dan terukur f pada himpunan terukur E. Fungsi f terintegral
Lebesgue pada E jika dan hanya jika untuk setiap & # @ terdapat partisi
B —{t = Vg ¥y enn s — @) pada [ut, §] sehingga berlaku F(f, Fl — (/. F) = w.

Bukti.

Seminar Hasional Matematiba daw Pendidiban Matematitba
Yunwsan Pendidiban Matematiba ZMIPA UNY. 5 Desember 2009 42



PROSIDING ISBN : 978-979-16353-3-2

1). Syarat perlu :
Diketahui £ € L{E’}, maka terdapat bilangan [ dan | sehingga I = J. Jadi untuk

setiap @ = {, dengan menggunakan sifat supremum dan infimum, terdapat partisi P,

dan P, pada [e.f] sehingga I-— %E‘ welfP)=l=]28(fP) -#:_,-"—%E'.

Diambil partisi F=F, UF, pada [e. ], maka berlaku
=%z = s(F.B) = s(F.B) = I =F = 3(f.F) = $(f,B,) = F + 22 dan berakibat

S(F.F) - (. B) = [;-—%a] - (1 —%e) Z e,

2). Syarat cukup :
Diketahui untuk setiap &= 0 terdapat partisi P pada [m /i] sehingga
S(F P)—s(f.P) =2, Karena selalu berlaku =(f P) =] = J=5(f F), maka
diperoleh [ —I &= 5(f, P} — (f, P} = a. Karena diambil sebarang bilangan & = 0,
maka berlaku [ =]. Dengan demikian, diperoleh kesimpulan bahwa fungsi f
terintegral Lebesgue pada E.

Jadi, teorema terbukti. m

Berdasarkan pada Definisi 2.3 yang berhubungan dengan konsep integral

Lebesgue sebagai limit jumlah diperoleh beberapa teorema sebagai berikut.

Teorema 3.3

Diberikan fungsi terbatas dan terukur / pada himpunan terukur E. Jika [/ terintegral
Lebesgue pada E maka nilai integralnya tunggal.

Bukti.

Misalkan f terintegral Lebesgue ke nilai A dan B, akan diperlihatkan bahwa 4 = B.
Diberikan  sebarang & = @ maka terdapat &; = 0 schingga untuk setiap partisi
F—={a = Yplyods — 0 pada <. £] dengan

2|l = makely, — v, 0 B =123, ...m} w2 §, berakibat

IZ.";EWKE.&) -4
k=1

dan terdapat &; = © sehingga untuk setiap partisi [ = {e = 35 37,0075 = £1 pada

LY

o
oy

[, #] dengan IR |l = maks{y, — ry_y: k=123 .., u} = d, berakibat
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a
Y vim(5) -5| <5
2
k=1
Didefinisikan ¢ =min {d,,d,] sehingga untuk setiap partisi
P={a=13u¥,mw¥=F} pada [, &] dengan

[Pl = maks{y, — ¥roqi B = L23, ... 1} = d berlaku

:I'I. b 1Y

A—B| = |4 - Z vim(E,) + Z yim(E)— B
k=1 k=1
- - ol =
=la- Zﬂfm(sﬁ) + Z;—ﬁ;mgsﬁc) -Blaz+Z=¢
k=1 k=1

Karena berlaku untuk sebarang g = @, maka A = E. Jadi, nilai integral Lebesgue fungsi
f pada E adalah tunggal.

Dengan demikian teorema terbukti. m

Teorema 3.4
Diberikan fungsi terbatas dan terukur f dan g pada himpunan terukur £.Jika [ dan g
terintegral Lebesgue pada E dan ¢ adalah sebarang bilangan real maka j = g dan cf

terintegral Lebesgue dan berlaku

a). (L] (f0+g00dx=(L)[_fdx+(L)]_g(xdx.

b). (L)jE cf (x)dx = (:(L)jE f (x)dx.
Bukti.

Diberikan sebarang bilangan & = @,

a). Karena f dan g terintegral Lebesgue pada E, sebut (Lj_]’F flx)dx =4 dan

(L) .f; glx)dx = B, maka terdapat &, > @ sehingga untuk setiap partisi 7 pada
[n:_f,ﬁ}] dengan «a, =inf{f(x); xeE} dan p, >sup{f(x); xe E} dengan

||B<|l = &, berlaku

an

Z Fex m(E,) — A

k=1

- g
" 2(lel+ 1)

dan terdapat d, = @ sehingga untuk setiap partisi P, pada [crg, ,5*3] dengan

a, =inf{g(x); xe E}dan B, >sup{g(X); xe E} dengan | Pg| = §, berlaku
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i

Z .-";l-hﬂEEﬁj -5

o=

P g
T2

Didefinisikan & = min{d,.d.}, maka untuk setiap partisi P pada [ncf, ;L?f] atau pada

|, £,] dengan [IF|l = &, berlaku

a

ZE,‘}':{ + ¥ )mlE) - (A+ B)

H=1

|8(f +gF)—(A+B) =

= Z.‘Ekm(f:,c:‘ —A|t Z.‘}meExJ_B
k=1 k=1
g g ;
2(el=1 z°°F

Berarti }' + g terintegral Lebesgue pada E dan berlaku

W[ (+e@)dr=a+8=0)[ Fdrs @) sGde

.
-

b). Demikian juga berlaku untuk setiap partisi P; pada [a,,/.] dengan [|7,[| = &,

maka
|slef B) — cd| = Z exipm(E,) —cd
k=1 N
= lel [} yrmED - 4
k=1g
= el =

—_—
2(|e| + 13
Berarti cf terintegral Lebesgue pada E dan berlaku

(L)jE cf (x)dx =cA = c(l_)jE f (x)dx.

Jadi, teorema terbukti. m

Teorema 3.5 [Teorema Cauchy]
Diberikan fungsi terbatas dan terukur f pada himpunan terukur E. Fungsi f terintegral
Lebesgue pada E jika dan hanya jika untuk setiap € = © terdapat & @ sehingga untuk
setiap partisi P, dan P, pada [u, &] dengan [|[P;[ = & dan [[F;[ = § berlaku

|&(F Py — SFL B = e
Bukti.
1). Syarat perlu :
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Diketahui f terintegral Lebesgue pada E. Misalkan fungsi | terintegral Lebesgue ke
nilai 4 pada E, maka untuk setiap bilangan & == @ terdapat bilangan & = @
sedemikian hingga untuk setiap partisi P; dan 7, pada [w. @] dengan |7 [l == § dan
lP; |l == & berlaku |£(£, P,) — Al = 2 dan |£(f, P,) — 4| = 2. Schingga berakibat

|&(f. P — 3L P = 18P —A— B, Pa)+ Al
SIS(FR) - Al + |S(FF) Al e S+i=a

(=N |

2). Syarat cukup :
Diketahui untuk setiap bilangan # == 0 terdapat bilangan & = @ schingga untuk
setiap partisi P; dan P, pada [%,£] dengan [|P|l < § dan [[P.[l =& berlaku
l&(f, B} — &8(f.P,)| = & Diambil bilangan £>0 tetap dan dimisalkan ;[e. ]
adalah koleksi semua partisi P pada [, ] dengan norma lebih kecil dari &. Untuk
suatu partisi Py € wglew.f] tetap dan sebarang F £u;[w.f] berlaku
l=(f. ) =(F. )| = =. Dengan kata lain berlaku
(. Po) —a = S(f.P) = 8(f, Py) +a.

Hal tersebut menunjukkan bahwa himpunan #(f) = {£(f.Fl: P € m;[e.f]} tak
hingga dan terbatas, maka menurut Teorema Weierstrass, himpunan £(f)
mempunyai paling sedikit satu titik limit, misal 4. Jadi, untuk setiap & = @ terdapat
partisi Py € mz[@,F] sehingga |#(f.P,)— 4| « 2. Dengan demikian, diperoleh
kesimpulan bahwa fungsi f terintegral Lebesgue ke nilai A pada E.

Jadi, teorema terbukti. m

Selanjutnya akan diperlihatkan bahwa Definisi 2.2 ekuivalen dengan Definsi

2.3 seperti pada Teorema 3.6 berikut.

Teorema 3.6

Diberikan fungsi terbatas dan terukur ;° pada himpunan terukur E. Fungsi / memenuhi
Definisi 2.2 jika dan hanya jika fungsi f memenuhi Definisi 2.3.

Bukti.

1). Syarat perlu :
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Diketahui fungsi f terintegral Lebesgue pada E berdasarkan Definisi 2.2, maka
terdapat bilangan { dan ] sehingga nilai
sup{s( P P €aelo, @) — F = F— WM{S(FFL: P € wnlu, #} Diberikan
sebarang # = @, menurut sifat supremum dan infimum, maka terdapat partisi I’y dan
P, pada [, ] dengan [IP, || == @, dan I[P, || = &. sehingga
I—e=s(fP)El=]23(fP=]+a
Dibentuk partisi P = F, U P, pada [a,§] dan didefinisikan § = min{d,,d,}, maka
I[Pl = & dan berlaku £(f,F,) = =(f.F) = 8(f.F) = 5(f.F) = §(f,P,).Sehingga
akan berlaku f — ¢ = £(f.F) £ ]+ 2.Karena nilai [ =], maka didapat
|&(f, P1 =] = =
Dengan demikian, untuk setiap setiap & = @ terdapat & > @ sehingga untuk setiap
partisi P pada [e. @] dengan [[#|l # & berlaku
|&(F. FT =] = s
Menurut Definisi 2.3 fungsi f terintegral Lebesgue ke nilai 7 = J pada F.
2). Syarat cukup :
Diketahui fungsi f terintegral Lebesgue ke nilai 4 pada & berdasarkan Definisi 2.3,
maka untuk setiap & @ terdapat & =@ schingga untuk setiap partisi
P ={a = Yy mdn = 0) pada [ac, 8] dengan
Rl = maks{y, = vt k=123, .. n} <4 berakibat
|S(F.B) = Al = |}y wim(E ) — Al = S
atau A —Z= (f.F) =Zi.,vim(E,)—A<A+Z Hal ini berlaku untuk
sebarang 3% € [¥y-qy 7). Jadi, jika diambil ¥} € [¥4-1.¥,] dengan ¥} =¥, _1,

maka berlaku
g = g
A-Zas(fB) =) yeym(E) €A+
=1
dan jika diambil ¥ € [v,._,. ¥,.] dengan ¥; = ¥,, maka berlaku
g - g
A-Z=s(rE)= Z_vkm(ffk] “4+=

=

Diperoleh $(/,8) = s(£.P) = (4 +£) - (4-%) = =

Seminar Hasional Matematiba daw Pendidiban Matematitba
Yunwsan Pendidiban Matematiba ZMIPA UNY. 5 Desember 2009 47



PROSIDING ISBN : 978-979-16353-3-2

Dengan demikian, untuk setiap &= 0 terdapat & = @ dan untuk setiap
partisi P = {& = Vg s v ¥y = F) pada [, &1 dengan
[Pl = mughorlyy, — ¥oogs A= L23, wmf = d  berlaku E(fF)— s(f,F) =~z
Karena selalu  berlaku s 2l =< E(F0. maka diperoleh
J—128(f P)— ={f P} «xa Karena bilangan == 0 sebarang, maka 7 =].
Menurut Definisi 2.2 fungsi f terintegral Lebesgue pada E.

Jadi, teorema terbukti. m

4. KESIMPULAN

Integral Lebesgue sebagai limit jumlah adalah merupakan definisi tipe Riemann

untuk

integral Lebesgue. Beberapa hasil pembahasan integral Lebesgue sebagai limit jumlah
ini antara lain teorema ketunggalan hasil, berlakunya sifat kelinearan, teorema Cauchy

dan teorema ekivalensi.
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