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ABSTRAK 

 

Kestabilan sistem gerak pesawat terbang adalah mutlak diperlukan terutama 

ketika sedang terbang. Oleh karena itu diperlukan pengujian kestabilan modelnya, 

diantaranya adalah dengan menggunakan Metode Nilai Eigen dan Routh-Hurwitz.  

Dari hasil pengujian diperoleh bahwa sistem gerak pesawat terbang adalah stabil 

asimtotik 
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1. PENDAHULUAN 

Kestabilan sistem gerak pesawat terbang merupakan hal penting yang 

harus ditentukan. Jika sistemnya linier dan parameternya (koefisiennya)  konstan 

dapat digunakan beberapa metode, diantaranya adalah dengan menggunakan 

Metode Nilai Eigen dan Routh-Hurwitz. 

 

1.1.  Kestabilan Nilai Eigen  

 Definisi 1.1   Diberikan P.D. x = f(x), penyelesaian dengan nilai awal x(0) = x0 

,diberi notasi  x(t,x0). Suatu vektor x   yang memenuhi f )(x = 0 disebut 

suatu titik  kesetimbangan. Titik kesetimbangan x   disebut stabil     jika 

untuk setiap    > 0,     terdapat  > 0    sehingga       jika         x0 - x < 

,  maka   x (t, x0) - x <   untuk semua  t 0 . 

Titik kesetimbangan x disebut stabil asimtotik jika stabil dan terdapat 1>0 

sehingga 
t

lim x (t, x0) - x = 0 untuk x0 - x <1. 

Teorema 1.2  Diberikan PD x = Ax, dengan A matrik n x n dan nilai eigen 

berbeda 1, 2,  k (k  n). Titik asal x = 0 adalah stabil asimtotik jika 

dan hanya jika Re i < 0 untuk i = 1,2, , k. Titik asal x = 0 adalah stabil 

jika Re i  0  dan jika setiap nilai eigen Re i = 0 berkorespondensi sebanyak 

vektor eigen bebas linier sebagai kelipatan dari i.  

 

1.2.  Kestabilan Routh-Hurwitz 

Nilai eigen dari A adalah akar dari polinomial karakteristik  

det ( I - A ) = a0
n
 + a1

n-1
 + ... + an - 1 + an . Dengan kriteria Routh - Hurwitz 

kestabilan A dapat dicek langsung dengan mempertimbangkan koefisien 

persamaan karakteristik tanpa menghitung akar dari polinomial secara eksplisit. 

Prosedur dan kriteria Routh-Hurwitz adalah sebagi berikut : 

1.  Tulislah polinomial dalam  sesuai dengan bentuk berikut : 

a0
n
 + a1

n-1
 + ... + a n-1 + an = 0  ...............................................................   (1) 

dimana koefisien-koefisien tersebut konstanta riil. 
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2. Jika ada koefisien-koefisien bernilai nol atau negatif dimana paling tidak 

terdapat satu koefisien bernilai positif maka terdapat satu atau lebih akar 

kompleks yang mempunyai bagian riil positif, oleh karena itu pada kasus ini 

sistem tidak stabil. Agar diperoleh akar yang mempunyai bagian riil negatif, 

maka semua koefisiennya harus positif. Harus diingat bahwa kondisi semua 

koefisien bernilai positif adalah belum cukup untuk menjamin kesatabilan. 

3. Jika semua koefisien bernilai positif, susunlah koefisien polinomial tersebut 

dalam baris dan kolom sesuai dengan pola berikut : 


n
 a0 a2 a4 a6  


n-1

 a1 a3 a5 a7  


n-2

 b1 b2 b3 b4  


n-3

 c1 c2 c3 c4  


n-4

 d1 d2 d3 d4  

          


2
 e1 e2 

 f1 


0
 g1    

koefisien-koefisien b1, b2, b3 dan seterusnya di hitung sebagai berikut : 

;
a

aaaa
b;

a

aaaa
b;

a

aaaa
b

1

7061
3

1

5041
2

1

3021
1








  

Perhitungan koefisien bi dilanjutkan sampai dengan nilai bi = 0, untuk semua i = 

1,2,… . Pola yang sama dari perkalian silang koefisisen - koefisien, dan baris 

diatasnya digunakan dalam menghitung koefisien ci , di , ei dan seterusnya. 

Jadi : 

;
b

aaab
c;

b

baab
c;

b

baab
c

1

4171
3

1

3151
2

1

2131
1








  

;
c

cbbc
d;

c

cbbc
d;

c

cbbc
d

1

4141
3

1

3131
1

1

2121
1








  

Proses ini berlangsung sampai baris ke-n telah diselesaikan. Perhatikan bahwa 

dalam membuat susunan tersebut, suatu baris dapat dibagi atau dikalikan  dengan 
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suatu bilangan positif untuk menyederhanakan perhitungan numerik berikutnya 

tanpa mengubah kesimpulan kestabilan. Perlu diperhatikan bahwa harga eksak 

dari suku-suku pada kolom pertama tidak perlu diketahui, hanya diperlukan 

tandanya saja. 

Kriteria kestabilan Routh-Hurwitz menyatakan bahwa syarat perlu dan cukup 

semua akar-akar persamaan (1) mempunyai bilangan riil negatif adalah bahwa 

semua koefisen persamaan (1) bernilai positif dan semua suku pada kolom 

pertama dari susunan tersebut harus bertanda positif. 

 

2. PEMBAHASAN 

2.1.      Model Sistem Gerak Pesawat Terbang 

Perhatikan gambar berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar  1. 

Pendekatan persamaan sistem gerak pesawat terbang dalam posisi 

mendongak dan menukik bagi suatu pesawat terbang dalam keadaan mendekati 

tunak arah terbang horisontal dapat ditunjukkan dengan : 

Pandang persamaan gerak lurus berbentuk : s = v t  .................................  (2) 

v 

h 

 

 

 

sudut referensi pada 

pesawat terbang 

Referensi ketinggian 

u 
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Karena kecepatan merupakan laju perubahan jarak terhadap waktu maka (2) dapat 

ditulis sebagai :  tst
dt

ds
s   

Untuk gerak melingkar analog. 

tdant    

Karena laju perubahan sudut  terhadap waktu sebanding dengan laju perubahan 

sudut  terhadap waktu, maka : 

  m , m  ,0  

  tm  ..........................................................................................  (3) 

Pandang persamaan gerak linier berbentuk :  

v
2
 = v0

2
 + 2 a s  ..........................................................................................  (4) 

Untuk gerak melingkar analog : 

 2
 =  0

2
 + 2   

 = 
2
 / (2) -  0

2
  / (2) 

Jika 
2
 / (2) = 0

2
 Q  dan  0

2
  / (2) = 0

2
 ,  

Maka :   = 0
2
 Q  - 0

2
 

 = - 0
2
 (  -  Q )  ....................................................................  (5) 

Tinggi pesawat terbang dengan tanah yaitu :  

h = h0 + sin  s 

Karena hampir stabil maka   0 , berarti sin  =   sehingga : 

h = h0 +  v t 

h = v   ....................................................................................................... (6) 

Dari gambar 1 jelas bahwa :  =  -  .......................................................  (7) 

dengan:  

 =  Sudut jalur penerbangan relatif terhadap horisontal  

 =  Gangguan sudut mendongak 

 =  Gangguan sudut serangan 

v =  Besar kecepatan  terhadap permukaan tanah (konstan) 

u =  Sudut pengendali defleksi elevator (kontrol) 
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Q =  Keefektifan elevator (konstan) 

 =  Tetapan waktu lift 

0 = Frekuensi alami yang tak teredam dalam mendongak dan menukik 

(konstan). 

Sebuah autopilot dirancang untuk mempertahankan h  0 (stabil) terhadap 

ganguan-gangguan angin yang bersifat vertikal.  

Dengan menggunakan sebuah gyro untuk mengukur  , akan ditunjukkan 

bahwa sistem   loop tertutup adalah  stabil dapat   dibangun dengan umpan balik  

u = -k1h - k2 .............................................................................................  (8) 

 

2.2.  Sistem Persamaan Diferensial Linier BuAxx   

Dari Persamaan (3),(5),(6), dan (7) dibawa ke sistem persamaan diferensial linier 

BuAxx   

   =  

  = -0
2 

( - Q ) 

h  = v  

 =  -  

u = -k1h - k2 

Selanjutnya ,  

Misalkan :    x = 

























=

























  maka x   = 

























=

























 

berarti : 

1 =  = / = 1/ ( - ) = 1/ ( x2 - x1 ) 

2 =   = x3 

x 3 =    = -0
2 

( - Q ) 

= -0
2 

(  -  - Q ) 

x 

x 

x1 

x2 

x3 

x4

 

  

 

 

 

  

h 

 

x 1 

x 2 

x 3 

x 4 

  

  

  

h  

 


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= -0
2 

( x2 - x1 - Q ) 

= -0
2 

( x2 - x1 ) + 0
2 

Q , karena Q = u ,  maka : 

= -0
2 

( x2 - x1 ) + 0
2 

u 

x 4 = h  = v  = v x1 

Sehingga diperoleh sistem persamaan diferensial linier berbentuk : 

x =

























x   +  

























  u 

 

Jika diambil nilai  =1 , 0
2
 =1,   dan  v =1, maka : 

x =

























x   +  

























  u 

 

Jika h dan  kuantitas yang diukur maka fungsi ouputnya adalah : 

y = 

















x 

 

2.3.  Kestabilan Sistem GerakPesawat Terbang 

Kestabilan adalah hal yang sangat penting yang perlu diperhatikan untuk 

mempertahankan ketinggian sebuah pesawat terbang dengan menggunakan 

autopilot. Pada kali ini kestabilan sistem gerak pesawat terbang akan di uji dengan 

menggunakan Metode Nilai Eigen dan Routh-Hurwitz. 

2.3.1.  Metode Nilai Eigen 

-1/ 1/ 0 0 

 0  0 1 0 

0
2
 -0

2
 0 0 

v  0 0 0

  

-1  1 0 0 

 0  0 1 0 

 1 -1 0 0 

 1  0 0 0 

 
0       0        0       1 

0       1        0       0 

0 

0 

0
2 

0 

0 

0 

1 

0 
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Pandang sistem persamaan diferensial : 

x   = Ax+ Bu ....................................................................................................  (9) 

x  = 

















































 + 

























 (-k1h - k2) 

= 

















































+  

























 (-k1x4 - k2x2)  

=



















































 ..............................................................  (10) 

Sehingga persamaan (10) dapat di tulis dalam bentuk : 

x  = Ax 

Dari teorema 1.2 berlaku : 

I - A =  

 = (+1)  [(
2
+1+k2)]  + 1[1(-+k1)]  

 = 
4
 + 

3
 + (1+k2) 

2
  + k2+k1  = 0 

Jika diambil nilai k1 = 1 dan k2 = 2 maka :  

+1  -1   0 0 

   0  -1 0 

 -1 +k2  k1 

 -1   0  0  

-1       1        0       0 

 0       0         1       0 

 1      -1        0       0 

 1       0        0        0 

x1 

x2 

x3 

x4 

0 

0 

1 

0 -1       1        0       0 

 0       0         1       0 

 1      -1        0       0 

 1       0        0        0 

 

x1 

x2 

x3 

x4 

0 

0 

1 

0 

 

-1       1        0       0 

 0       0         1       0 

 1      -1-k2    0      -k1  

 1       0         0       0 

x1 

x2 

x3 

x4 
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
4
 + 

3
 + 3

2
  + 2 + 1= 0 

Pandang persamaan  :  x
4 
+ a1x

3
 + a2x

2
 +a3x +a4 = 0      dan  

y
3
 + b1y

2
 + b2y +b3 = 0 

Berarti a1 = 1 ,   a2 = 3  , a3 = 2  ,   a4 = 1 

Misalkan y1 adalah akar riil dari persamaan pangkat tiga dari : 

y
3
 - a2y

2
 + (a1a3 - 4a4)y + (4a2a4 - a3

2
 - a1

2
a4) = 0  

y
3
 - 3y

2
 - 2y + 7 = 0 

 

Berarti : b1 = -3 ,   b2 = -2 ,  b3 = 7  

Misalkan :  Q = (3b2 - b1
2
) / 9  =  -5/3 

R = (9b1b2 - 27b3 - 2b1
3
) / 54 = -3/2 

Diskriminan dari persamaan pangkat tiga di atas adalah :  

D = Q
3
 + R

2
 = -257 / 108  

Karena diskriminan dari persamaan pangkat tiga di atas lebih kecil dari nol maka 

persamaan pangkat tiga di atas mempunyai tiga akar riil. 

diperoleh :    y1 = 2-Q cos (/8) - b1 / 8        dimana :  cos  = R/-Q
3
 

 y1 = 2,847       = -0,697 

         = 134,187 

Penyelesaian empat akar persamaan semula adalah : 


2
 + 1/2 [ a1(a1

2
 - 4a2 + 4y1) ] + 1/2 [ y1(y1

2
 - 4a4) ] = 0 

Kemungkinan 1  : 
2
 + 0,811 + 2,436  = 0 

  2  : 
2
 + 0,188 + 0,410  = 0 

Diperoleh  nilai :    1 = -0,4055 + 1,507 i 

2 = -0,4055 - 1,507 i 

3 = -0,094 + 0,6335 i 

4 = -0,094 - 0,6335 i  

dimana : i = -1 adalah bilangan imajiner . 

Karena semua nilai eigen mempunyai bagian riil kurang dari nol , maka sistem 

gerak  pesawat terbang stabil asimtotik . 
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2.3.2.      Metode Routh - Hurwitz 

Nilai eigen dari A adalah akar dari polinomial karakteristik : 

I - A = 
4
 + 

3
 + (1+k2) 

2
  + k2 + k1 = 0 

Dengan kriteria Routh-Hurwitz kestabilan A dapat dicek langsung dengan 

mempertimbangkan koefisien persamaan karakteristik tanpa menghitung akar dari 

polinomial secara eksplisit sebagai berikut : 


4
 + 

3
 + (1+k2) 

2
  + k2+k1  = 0  ................................................  (11) 

dimana :  

a0 = 1 ,   a1 = 1  , a2 = 1+k2  ,   a3 = k2  ,  a4 = k1 

Agar semua koefisien(32) bertanda positif, maka : 

1+k2 > 0 dan k2> 0 dan k1> 0,  

berarti k2 > -1 dan k2> 0 dan k1> 0,  

Sehingga : k1> 0 dan k2> 0       

 

Selanjutnya dibuat susunan sebagai berikut : 

 

 

 

 

 

Agar semua suku pada kolom pertama dari susunan tersebut bertanda positif, 

maka : 

k2 - k1> 0 dan k1> 0 , berarti : 

k2> k1 dan k1>0   .......................................................................................  (12) 

Menurut kriteria Routh - Hurwitz agar sistem gerak pesawat terbang stabil 

asimtotik maka diambil nilai k1> 0  dan   k2> k1. 

 

3.      KESIMPULAN 


4
 1 1+k2 k1 0 


3
 1 k2 0 


2
 1 k1 0 


1
 k2-k1 0 


0
 k1 0 
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1. Pengujian kestabilan model sistem gerak pesawat terbang dengan 

menggunakan metode Nilai Eigen dan Routh-Hurwitz adalah stabil 

asimtotik  

2. Sistem gerak pesawat terbang adalah stabil artinya gaya ke atas hampir 

sama dengan gaya gravitasi sehingga perubahan ketinggiannya mendekati 

nol (h  0). 

3. Sistem gerak pesawat terbang adalah stabil asimtotik artinya gaya ke atas 

sama dengan gaya gravitasi sehingga perubahan ketinggiannya sama 

dengan nol (h = 0). 
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