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Abstract: In the probability theory, we know there is the one-to-one
correspondence between distributions and characteristic functions. The while, in
various procedures involving Fourier or Laplace transforms may be used in actually
computing the distribution of a random variable from its characteristic function. But,
there is also an explicit formula for the distribution function in terms of the
characteristic function and that usually known as inversion formula. Thus, from a
characteristic function we can hope to obtain a distribution function unique only up
to additive constant (utac).
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1. Pendahuluan

Sebuah fungsi yang erat kaitannya dengan fungsi distribusi dalam teori probabilitas
biasanya dikenal dengan sebutan fungsi karakteristik (lihat [4]) . Salah satu formulasi
penting yang berhubungan dengan fungsi karakteristik di sini adalah formulasi inversi
dan ini dapat dibaca pada [3] maupun [4]. Formulasi ini secara eksplisit diturunkan dari
fungsi distribusi F(x) bilamana fungsi karakteristik ¢(t) diketahui. Dari formulasi ini
juga dapat ditunjukkan keterkaitan antara turunan fungsi distribusi F’(x) atau fungsi
densitasnya dengan fungsi karakteristik @(t). Pengertian fungsi karakteristik ini dan
kaitannya dengan fungsi distribusi secara aksiomatis dinyatakan dalam bentuk definisi,
satu teorema dan lemma yang dapat dilihat pada Definisi 3, Teorema 4 dan Lemma 5
dalam pembahasan makalah ini ataupun di [2]. Namun yang menjadi masalah adalah
bagaimana menunjukkan peranan formulasi inversi pada fungsi karakteristik suatu
variabel acak atau dengan perkataan lain bagaimana caranya membuktikan makna dari
Teorema 4 dan Lemma 5 secara matematis. Dengan demikian jelas tujuan pembahasan
makalah ini adalah untuk membuktikan makna dari Teorema 4 dan Lemma 5.
Sedangkan kontribusi dari fungsi karakteristik ini diharapkan dapat mewakili peranan
fungsi distribusi ataupun fungsi densitas suatu variabel acak dalam berbagai aplikasi

konsep probabilitas.
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2. Metodologi

Dalam pembuktian Teorema 4 dan Lemma 5 diperlukan latarbelakang pemahaman
tentang konsep-konsep integral tak wajar, integral Riemann dengan sifat-sifatnya serta
didukung oleh dua teorema penting yaitu: Teorema Fubini dan Teorema Lebesque
dominasi konvergen (Lebesque’s Theorem on Dominated Convergence) yang

dinyatakan sebagai berikut;

Teoremal.(Fubini’s Theorem) Jika f{ts) suatu fungsi terukur yang didefinisikan
pada

E =E; x Es dengan E , E; , E; adalah himpunan-himpunan yang terukur demikian rupa

sehingga I| f(t,s)| ds ada hampir dimana-mana di E; dan juga terintegral di E; yang
Es

berarti J‘ ( _[ | £(¢,5)|ds)dt ada, maka f(t,s) terintegral di E dan berlaku pernyataan

Et Es

berikut di bawah ini,

[rasdw) = [ ([Ir@s)ldsyde = [ ([l f.s)de)ds

Et Es Es

Teorema 2. (Lebesque’s Theorem on Dominated Convergence)

Misalkan S; adalah himpunan fungsi-fungsi naik yang terbatas bawah dan himpunan
S;={h=f-g|f ge S }. Jika himpunan barisan fungsi {f,} < S, dengan

fn(t) - > f(t) bilamana n — o dan untuk suatu ges,, | ﬁz(t)| < g

b b
maka fe S, dan lim j fu(t) dt = f 1) d.

Kedua teorema di atas ini dapat dilihat pada [1] lengkap dengan buktinya.

3. Hasil dan Pembahasan
Definisi 3. Jika X suatu variabel acak dengan fungsi distribusinya Fyx atau fungsi
kepadatannya fy maka fungsi karakteristik ¢y didefinisikan sebagai berikut:

gox(z):j & dFy(x) = j ¢ fix)dx, dengan teR, i=+-1 dan

it ..
e’ =costx+isintx
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Teorema 4. Jika F suatu fungsi distribusi dan ¢ adalah fungsi karakteristiknya, maka

T .
berlaku hubungan F(a + h) — F(a-h) = }im . .[ sad
—®© g het

e “@(t)dt, untuk a € R dan

h>0,bilamana(a + h) € Cp.

sinth sinth

Bukti : Misalkan 6(1) =

e “o(t) dan Iy = — j e o(t)dt.

Karena 6(?) adalah fungsi terukur jadi | 6(z) | juga terukur. Selanjutnya untuk h > 0,

sinth _,, sinth . _,, sinth
e o)) = | [le™[- @] = h.|

tinjau | 0@1) | = | .11,

Karena | S™™ | <1, jadi | ()| <h. Dengan demikian [lowar < j hdt < o .

Karena | (2) | terukur dan I| 0(t) | dt terbatas akibatnya | 6(2) | terintegral sehingga 6(?)

juga terintegral , jadi It ada dan berhingga. Sekarang tinjau pernyataan berikut di

bawah ini,
1 tsinth 1 tsinth 7,

It = == pwmdr = —[Z==e"[[MdF ()t =
-T T -T —00

1 fsinth °

— [==ee [ dF(x)dt.

Karena 6(t) terukur danj&(t)dt ada, maka menurut7eorema Fubini pertukaran integral

pada It dibolehkan. Dengan demikian diperoleh pernyataan berikut,
It

sinth Lsinth L sinth
1 j dF (x) j EEPTE j dF (x)[ j cos(x —adt +i | sin(x— aydr]
-T
sinth sinth

Tulis B1 =

cos(x—a)t dan B, =

sin(x —a)t .

Karena B, adalah fungsi genap dan B, adalah fungsi ganjil maka pernyataan It di atas

menjadi

sinth

It = — '[dF( )_[ cos(x —a)tdt atau Iy = Tg(x,T)a’F(x),
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2 Lsinth

T - .
dengan g(x,7)= — sin(x —a + h)t —sin(x —a — h)tdt
T

cos(x —a)tdt = l.[
4 t

0 0
atau g(x,T) = J 1n(x a+ h)t I 1n(x a-— h)t
th
Sebut p(hT) = = j SNt 1y akibatnya g(7) = % p(x—a+hT) - % p(x—a—hT).
z, untuk h >0
T sinth 2 - :
Karena I —dt=4 0, untuk h=0 |, jadiakan diperoleh pernyataan
t —
’ T”’ untuk h<0

1, wuntuk h>0
0, wuntuk h=0 . Dengan demikian p(h,T)
-1, untuk h<O

sin th

lim p(h,T) = lim = j

terbatas untuk setiap ~#eR dan T > 0, begitu juga g(x,7) terbatas untuk setiap xeR
dan T >0 sehingga berlaku pernyataan berikut yaitu,
0, wuntuk x<a-h,atau,x>a+h
%, untuk x =a—h,atau,x = a+ h. Selanjutnya gunakan Lebesque
1, untuk a-h<x<a+h

}im g(x,T) =

Theorem on Dominated Convergence (Teorema 2) akan diperoleh pernyataan

lim Iy = lim j g, TydF(x) = [ [ lim g(x,7) JdF(x). Karena (a £ h) e Cr,

T—o

a+h
jadi }im Ir = IdF (x) = F(a + h) — F(a - h). Dengan perkataan lain dapat

a—h

disimpulkan

.1 %sinhz i
bahwa F(a+h)—F(a-h)= lim— e

T—o g1
-T

“o@dt. # (1)

Selanjutnya misalkan a+h = b dan a—h= a akibatnya a+b =2a, b—a =2h.
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—ita —ith P . .
.. . - costa—isinta — (costb—isinth
Tinjau Pernyataan berikut, ¢ : = - ( ) .
2i 2i
—ita —ith e .
- costa—costb+i(sintb —sinta
Atau & .e = .( )
2i 2i
+b,. . b—-a
2 sm( )t sin (—)t +2i cos( )¢ sin( )t
_ 2 2 2
2i
_ 2sintasinth+2icostasinth _ 2isin th(cos ta —isin ta)
2i 2i '
—ita —ith : —ita —ith
. ‘ .. _sinth -
Jadi 2—e = sinth ¢, dengan demikian e = % .......... (2)
1 t it

Oleh karena itu jika a,b € Cr dengan a <b maka teorema inversi di (1) menjadi

T —ita _ —ith
Hm—F@):hméLji——i—¢mdt ........... (3)
To= 2 o it
Lemma 5. Jika F terdiferensial pada x dengan F’(x) = f(x) maka berlaku
_ l-¢ ht —itx
mm@mwn%maﬂ odt. (4)

Jika dan hanya jika ruas kanan dari persamaan (4) ada. Jika ¢ terintegral pada

R dan f(x) ada untuk setiap x € R maka f(x) = ljé”’“(p(t)dt.
7[ R

Bukti : (=) Sebutlah b=a +h dan gantilah a dengan x akibatnya b=x + h.

—ita ___—ith —itx __—it(x+h)
Dengan demikian ¢ =£ c (5)
2i 2i
—lht )
Tinjau persamaan (4) yaitu f(x) —hm 11m— J. ( e "o(t)dt.
—0 Tow 272-
T —itx —i(x+h)t
=lim 1 hmL I(e—)(/)(t)dt

h=0 Jy T>o Q7 °

Akibatnya bentuk formula inversi di (3) berubah menjadi seperti di bawah ini

itx __ z(x+h)t )
mum—@EK )WWﬂg— )e " p(t)dt.
Fx+h)—F(x) .. 1 ¢ 1=¢g™
Atau = lim— To)dt. e 6
h ro 2;ij( )OO ©
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Ini berarti persamaan (4) di atas menjadi f(x) = ¥1rr(1) % ( F(x+h) — F(x) )

F(x+h)—F(x)

Karena F terdiferensial di x, jadi f(x) = }}Hé = F’(x).

Dengan perkataan lain ruas kanan persamaan (4) ada dan berhingga. #

Bukti:(<= ) Dari persamaan (6) dapat diperlihatkan bahwa ruas kanan persamaan (4)

adalah sebagai berikut, lim hm— Ye “p(t)dt =lim F(x+h) - F(x)
h—>0 T—o 27[ h—0
F’(x). Karena F’(x) = f(x) , jadi f(x) = llng ;1m2— e “opt)dt. #
=0 T—w Qg1
: . l—e™y . sinth
Dari persamaan-persamaan (2) dan (5) diperoleh ( ) e = ita._

2it t

Dan ini akan mengakibatkan hubungan

T—w g1

S A e 1 Lsinth . 1 %sinth .
lim — mo()dt = lim— | —— e ™ (t)dt = — “o(t)dt .
[(=5=)e™ o) jrth 0 ﬁj e ol

Karena f(x) ada untuk setiap x € R akibatnya dari persamaan (4) diperoleh

— 7”t —zt'c — _Oo Sinth —itx
100= fm i J () ot0ar= tim L[5 ot
1 ¢sinth _,, 1. sinth _,,
Atau f(x)= lim ;l e (s = ;im e ().
Karena im>™™ = 1 jadi fix)= — [ emowar. #
h—0 Z‘h ﬂ.R
4. Simpulan

Dari hasil pembuktian Teorema 4 dan Lemma 5, dapat dikatakan bahwa jika diketahui
fungsi karakteristik dari suatu variabel acak maka dapat dihitung nilai fungsi
distribusinya pada suatu lokasi tertentu. Bahkan dapat pula ditentukan fungsi densitas
dari variabel acak tersebut. Dengan mengacu pada Definisi 3, Teorema 4 dan Lemma 5,
ternyata ada suatu korespondensi satu-satu di antara kedua fungsi tersebut yaitu fungsi
karakteristik dengan fungsi distribusi dan ini sesuai informasi yang diperoleh dari teori

probabilitas.
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