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ABSTRAK

Suatu persamaan vektor berbentuk x = f(x) dengan variabel bebas t yang tidak
dinyatakan secara eksplisit disebut persamaan autonomous. Persamaan Rayleigh

berbentuk X+ X = u(l— xz)x u>0. Bila persamaan Lienard X+ f(x)x+x=0
dengan f(x) kontinu-Lipschitz dalam R memenubhi:

(i) F(x)= joxf (s)ds suatu fungsi ganjil,

(i) F(x) >+ untuk x — +oo dan terdapat suatu konstanta S >0 sehingga
untuk x> £, F(x) >0 dan monoton naik,
(iii) terdapat suatu konstanta « >0 sehingga untuk 0<x<a, F(x) <0,

maka persamaan tersebut paling sedikit mempunyai satu solusi periodik. Bila
a =, maka hanya terdapat satu solusi. Dengan menghubungkan ke persamaan

Van der Pol, ternyata persamaan Rayleigh mempunyai solusi periodik tunggal.

Kata kunci: Solusi Periodik Tunggal, Persamaan Rayleigh, Persamaan Van der Pol

I. PENDAHULUAN

Perhatikan sistem berikut:
dx dy
—=P(x,y), —==0(X%,Y).
ot (X, Y) m Q(x,Y)

Dianggap bahwa P(x,y) dan Q(x,y) terdefinisi pada domain D dalam bidang-xy, dan

memenuhi kondisi Lipschitz untuk x dan y anggota persekitaran setiap titik di dalam D.
Berikut pengertian dari kondisi Lipschitz:

Fungsi f(t,x) yang didefinisikan pada D c‘R dikatakan memenuhi kondisi
Lipschitz jika terdapat konstanta K >0 sehingga |f(t,x;) — f (t, X,)| < K|x; — X, |
untuk (t, x1), (t, x,) € R . Konstanta K disebut konstanta Lipschitz untuk f.

Suatu persamaan vektor berbentuk x= f(x) dengan variabel bebas t yang tidak

dinyatakan secara eksplisit disebut persamaan autonomous.
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Persamaan diferensial berbentuk f (t, x, x, x") =0 disebut persamaan diferensial

2 2
orde dua, dengan x':% dan x”:u atau ditulis X:x’:% dan X':x”:M.
dt dt2 dt dt?

Pada tahun 1920 Van der Pol merumuskan persamaan berbentuk

X+ X= y(l— x2)>'<, u>0, sedangkan Rayleigh merumuskan persamaan berbentuk
X'+X=,u(1—)'(2)>'<, u>0.

Dalam kajian ini dibahas persamaan Rayleigh berbentuk X+ x = u(l— xz)x u>0.

Bagaimana cara menunjukkan bahwa persamaaan Rayleigh tersebut mempunyai solusi
periodik tunggal bila dihubungkan dengan persamaan Van der Pol. Dengan demikian,
tujuan dari kajian ini adalah menunjukkan persamaaan Rayleigh mempunyai solusi

periodik tunggal dengan cara menghubungkan ke persamaan Van der Pol.

1. SOLUSI PERIODIK TUNGGAL

Untuk mengetahui pengertian solusi periodik tunggal, perhatikan definisi dan
teorema berikut.
Definisi:
Misalkan bahwa x = ¢(t) adalah solusi dari persamaan x= f(x), xe Dc®R" dan
terdapat suatu bilangan positif T sehingga ¢(t+T)=¢(t) untuk semua teR".
Maka ¢(t) disebut solusi periodik dari persamaan tersebut dengan periode T.

Jika ¢(t) memiliki periode T, maka solusi juga memiliki periode 2T, 3T, dan

seterusnya. Bila T adalah periode terkecil, maka ¢(t) disebut periodik-T.

Teorema:
Anggap persamaan Lienard X+ f(x)x+x=0 dengan f(x) kontinu-Lipschitz

dalam R . Jika asumsi:

i F(x) :Joxf (s) ds suatu fungsi ganjil,

(i) F(x) > +o0 untuk x — +oo dan terdapat suatu konstanta £ >0 sehingga
untuk x> £, F(x) >0 dan monoton naik,
(iii) terdapat suatu konstanta « >0 sehingga untuk O<x<ea, F(x)<0,
maka persamaan tersebut paling sedikit mempunyai satu solusi periodik.
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Bila « = £, maka hanya terdapat satu solusi.

I11. PERSAMAAN RAYLEIGH

Persamaan Rayleigh berbentuk

%4 X = tll= X2 50 e ®

Diferensiasi kedua ruas pada persamaan (1), diperoleh

X+ % = ult = X2k + p( 2560)%

=,u(1— X2)5<+/l(— 2>‘<2)x

=,u<1— %2 — 2x2)x
Sehingga diferensiasi dari persamaan (1) adalah
S (R 0
Dengan memisalkan y = /3, maka persamaan (2) menjadi
')'('+)'(:,u(1—y2)5<' .................................................................... ©)

Persamaan (3) ini adalah bentuk persamaan Van der Pol.

Persamaan (3) dapat ditulis

')'('—y(l—yz)X'+>‘(:0 atau ')'('+y(y2 —l)5<'+)'<:0.

Dalam hal ini f(X)= ,u(y2 —1) ........................................................................ (4)
Bila persamaan (4) diintegralkan terhadap y, diperoleh
. 1
F(X) = ,u(g y3 - yj ................................................................... (5)

Nilai y = X\/§ disubstitusikan ke persamaan (5), diperoleh
1 3
F(X) = ﬂ(g (%3] - x\/§j
=u(%~3-\/§~>'(3 —x\/§j

Sehingga didapat F(X) = yﬁ)’(()’(z —1).
Untuk mengetahui persamaan Rayleigh mempunyai solusi periodik tunggal atau tidak,
diperhatikan langkah-langkah berikut:
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() Telah didapatkan F (%) = zv/3(x® — %), atau y = 14/3(x® — ).
Bila (%, y) diganti dengan (- x,—y), diperoleh:
- y= w37 - (%)
—y =35 + %)
Bila kedua ruas dikalikan (1), maka didapat y = z/3(x® - x).
Nampak bahwa F(x) tak berubah untuk (x,y) dan (- x,—y).
Jadi F(x) merupakan fungsi ganjil.

(b) Untuk X — 400, nilai F(X) -+ ; dan terdapat £ =1>0 sehingga untuk
x>1, F(x)>0 dan F(x) monoton naik.
(c) Terdapat o =1>0 sehinggauntuk O<x<a =1, F(X)<0.

Dari (a), (b), dan (c) berarti syarat-syarat untuk solusi periodik tunggal dipenuhi.

Jadi, persamaan Rayleigh X+ x = y(l— X2 )x >0 mempunyai solusi periodik tunggal.

IV. KESIMPULAN

Kesimpulan yang diperoleh dari kajian ini adalah dengan menghubungkan ke
persamaan Van der Pol ternyata persamaan Rayleigh mempunyai solusi periodik

tunggal.
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