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Abstrak 

Dalam makalah ini akan dibuktikan keterbatasan operator integral fraksional Iα  di 
ruang Lebesgue tak homogen dengan menggunakan keterbatasan operator maksimal 
radial Hardy-Littlewood dan ketaksamaan Hedberg. Selanjutnya, keterbatasan Iα  
tersebut diterapkan pada pembuktian ketaksamaan Olsen di ruang Lebesgue tak 
homogen. 
 

Kata kunci: Operator integral fraksional, operator maksimal radial Hardy- 
                     Littlewood,  ruang Lebesgue tak homogen, ketaksamaan Olsen. 
 

 

Pendahuluan 

Misalkan  menyatakan kubus yang berpusat di ( , )Q x r ∈ dx R  dan mempunyai jari-jari 

(yaitu setengah panjang sisi)  dan  dengan  menyatakan kubus 

konsentris dengan jari-jari  Misalkan juga  adalah konstanta positif, yang dalam 

makalah ini tidak perlu sama dari baris ke baris. Ruang metrik – disini hanya 

dibicarakan 

0;r > ( , ),Q x kr 0,k >

.kr C

dR –yang dilengkapi dengan ukuran Borel μ  disebut ruang homogen 

apabila μ  memenuhi kondisi doubling: 

( ( , 2 )) ( ( , )).Q x r C Q x rμ μ≤  

Sementara itu, ( , )μdR  dengan μ  yang tidak memenuhi kondisi doubling tetapi 

memenuhi kondisi growth 

( ( , )) ,nQ x r Crμ ≤  

untuk  0  disebut sebagai ruang tak homogen. Beberapa hasil yang berkenaan 

dengan ruang tak homogen dapat dilihat misalnya pada [2, 9,11 12]. 

,n d< ≤

Di ruang tak homogen, operator integral fraksional Iα  didefinisikan dengan 

( )( ) : ( ).
| |d n

f yI f x d y
x yα α μ−=
−∫�  
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Perhatikan bahwa di ruang homogen, pangkat dari | |x y−  adalah .d α−  Operator ,Iα  

yang dikenal pula sebagai potensial Riesz, pertama kali dipelajari oleh Hardy dan 

Littlewood [6, 7] serta Sobolev [13], sedangkan hasil selanjutnya – di ruang homogen – 

dapat dilihat pada [1, 4, 5, 8, 10]. 

 Dalam [3], operator Iα  telah dibuktikan terbatas dari ruang Lebesgue tak 

homogen ( )pL μ  ke ( ).qL μ  Dalam makalah ini, keterbatasan tersebut akan dibuktikan 

ulang dan kemudian digunakan untuk membuktikan ketaksamaan Olsen di ruang 

Lebesgue tak homogen. 

 

Keterbatasan Operator Iα  

Diberikan f  adalah sebarang fungsi terukur-μ  pada dR , dengan μ  adalah ukuran 

Borel yang memenuhi kondisi growth . Didefinisikan 

( )
1

|| : ( ) || | ( ) | ( ) , 1
p

d

p pf L f y d y pμ μ= ≤ < ∞∫�  

dan 

{ }|| : ( ) || sup | ( ) | :μ∞ = ∈ df L ess f x x R  

dengan { }sup | ( ) | : ∈ dess f x x R  menyatakan batas atas terkecil esensial dari | | .f  

Ruang Lebesgue tak homogen ( ) ( , ), 1 ,μ μ= ≤ ≤ ∞p p dL L R p  adalah ruang kelas-kelas 

ekuivalen f  sedemikian sehingga || : ( ) || .pf L μ < ∞  Di ruang Lebesgue tak homogen, 

diketahui Iα  bersifat terbatas. 

Teorema 2.1 [2, 3] Diberikan 0 .nα< <  Jika 1 np α< <  dan 1 1 ,q p n
α= −  maka Iα  

terbatas dari ( )pL μ  ke ( ).qL μ  

Bukti keterbatasan Iα  di ruang Lebesgue tersebut dapat diperoleh menggunakan 

ketaksamaan Hedberg yang melibatkan operator maksimal radial Hardy-Littlewood M  

dengan 

( , )0

1( ) : sup | ( ) | ( ).n Q x rr
Mf x f y d y

r
μ

>
= ∫  

Operator M  ini bertipe lemah-(1,1) dan bertipe kuat- ( , ).∞ ∞  
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Teorema 2.2 [3] Operator maksimal M  memenuhi 

{ }: ( ) | ( ) | ( )μ λ μ
λ

∈ > ≤ ∫ d

d

R

Cx R Mf x f x d x  

dan  

|| : ( ) || || : ( ) || .Mf L C f Lμ μ∞ ∞≤  

Bukti: Ambil 1( )f L μ∈  dan definisikan 

{ }: ( )λ .λ= ∈ >dE x R Mf x  

Jika ,x Eλ∈  maka terdapat  sehingga 0xr >

( , )

1 | ( ) | ( ) .
x

n Q x r
x

f y d y
r

μ λ>∫  

Selanjutnya, Lema Cover Vitali memberikan koleksi kubus { ( , )}j jQ x r j  (dengan 

jx Eλ∈  dan  yang sepasang-sepasang saling lepas sedemikian sehingga )
jj xr r=

( , ) ( ,3 ).x j j
x E j

E Q x r Q x
λ

λ
∈

⊂ ⊂U U r  

Akibatnya, 

( , )

( ) ( ( ,3 ))

(3 )

1 | ( ) | ( )

| ( ) | ( ).

λμ μ

μ
λ

μ

≤

≤

≤

≤

∑

∑

∑ ∫

∫
j j

d

j j
j

n
j

j

Q x r
j

R

E Q x r

C r

C f y d

C f y d y

y
 

Hal ini membuktikan bahwa 

{ }: ( ) | ( ) | (μ λ
λ

∈ > ≤ ∫ d

d

R

C ).μx R Mf x f x d x  

Untuk membuktikan bagian selanjutnya, ambil sebarang ∈ dx R  dan kubus 

 Dengan demikian, ( , ) .⊂ dQ x r R
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( , ) ( , )

( , )

( , )

1 1| ( ) | ( ) sup | ( ) | ( )

1 || : ( ) || ( )

1|| : ( ) || ( )

1|| : ( ) || ( ( , ))

|| : ( ) || .

n nQ x r Q x r

n Q x r

n Q x r

n

f y d y ess f y d y
r r

f L d y
r

f L d
r

f L Q x r
r

C f L

μ μ

μ μ

μ μ

μ μ

μ

∞

∞

∞

∞

≤

≤

=

=

≤

∫ ∫

∫

∫ y  

Akibatnya, 

( , )0

1sup | ( ) | ( ) || : ( ) ||,n Q x rr
f y d y C f L

r
μ μ∞

>
≤∫  

yang memberikan ketaksamaan yang diinginkan.                      

■ 

 

Catat bahwa operator yang bertipe kuat- ( , )∞ ∞  berimplikasi bahwa operator 

tersebut bertipe lemah-  Jadi ( , ).∞ ∞ M  merupakan operator sublinier yang bertipe 

lemah-(1, 1) dan ( ,  Selanjutnya, dengan menggunakan Teorema Interpolasi 

Marcinkiewicz diperoleh hasil berikut. 

).∞ ∞

 

Akibat 2.3 [3] Operator maksimal M  terbatas di ( )pL μ  untuk 1 .p< < ∞  

 

Dengan menggunakan keterbatasan M  di ( )pL μ  akan dibuktikan ketaksamaan 

Hedberg yang nantinya diperlukan untuk membuktikan keterbatasan operator Iα  di 

ruang Lebesgue tak homogen. 

Teorema 2.4 (Ketaksamaan Hedberg). Diberikan 0 nα< <  dan f  fungsi terbatas 

dengan tumpuan kompak. Maka untuk 1 np α≤ <  berlaku 

1| ( ) | || : ( ) || ( ) .
p p
n npI f x C f L Mf x
α α

α μ −≤  

Bukti: Ambil sebarang  Dengan menuliskan 0.t >

| | | |

| ( ) | | ( ) || ( ) | ( ) ( ) ,
| | | |− −− < − ≥

≤ +
− −∫ ∫

14444244443 14444244443
n nx y t x y t

I II

f y f yI f x d y d y
x y x yα α αμ μ  

akan dicari batas untuk I  dan  Untuk suku pertama, .II ,I  berlaku 
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1

1

| |

2 | | 2
0

2
1 ( ,2 )

0

2

0

| ( ) | ( )
| |

| ( ) | ( )
| |

12 |
(2 )

2 2 ( )

( ).

k k

k

nx y t

nt x y t
k

n
k n Q x t

k

n k

k

f yI d y
x y

f y d y
x y

t f
t

t Mf x

Ct Mf x

α

α

α α

α α α

α

μ

μ

μ

− − −

− +

−− <

∞

−≤ − <
=

∞
−

− +
=

∞
− −

=

=
−

=
−

≤

≤

=

∫

∑∫

∑ ∫

∑

( ) | ( )y d y  

Selanjutnya untuk suku kedua, yaitu ,II  terlebih dahulu diperhatikan kasus  

sebagai berikut. 

1p =

| |

| |

( ) 1

| ( ) | ( )
| |

1 | ( ) | ( )

|| : ( ) || .

nx y t

n x y t

n

f yII d
x y

y

f y d y
t
t f L

α

α

α

μ

μ

μ

−− ≥

− − ≥

− −

=
−

≤

≤

∫

∫  

Kemudian untuk kasus 1 ,np α< <  pilih ( )p n n.β α′= − −  Dalam hal ini,  adalah 

pangkat sekawan dari 

p′

,p  yaitu p′  memenuhi 1 1 1.p p′+ =  Oleh karena 0,β >  maka 

dengan menggunakan ketaksamaan Hölder diperoleh 

( )
1

1

1

1

1

| |

( )| | | |

( )| |

2 | | 2
0

| ( ) | ( )
| |

( )| ( ) | ( )
| |

( )|| : ( ) ||
| |

( )|| : ( ) ||
| |

|| : ( ) ||

′

′

′

+

−− ≥

′ −− ≥ − ≥

′ −− ≥

∞

+≤ − <
=

=
−

⎛ ⎞
≤ ⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

≤

∫

∫ ∫

∫

∑∫

p
p

p

p

k k

nx y t

p
p nx y t x y t

p
p nx y t

p
nt x y t

k

p

f yII d y
x y

d yf y d y
x y

d yf L
x y

d yf L
x y

f L

α

α

α

β

μ

μμ

μμ

μμ

μ
1

1

0

( ( , 2 ))
(2 )

′+∞

+
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑

pk

k n
k

Q x t
t β

μ
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( )

1

0
|| : ( ) || 2 2

|| : ( ) ||

|| : ( ) || .

′

′ ′

′

∞
− −

=

−

− −

⎛ ⎞
≤ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

=

∑
pn

p p

p

n
p

p k

k

p

p

C f L t

C f L t

Ct f L

β

β

β

α

μ

μ

μ

 

Catat bahwa apabila dipilih  dan 1p = 1,C =  maka diperoleh ketaksamaan yang sama 

dengan kasus  di atas. Dengan demikian, untuk 1p = 1 np α≤ <  berlaku 

( )
| ( ) |

( ) || : ( ) ||
n
p p

I f x I II

C t Mf x t f L

α

αα μ
− −

≤ +

⎛ ⎞≤ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

untuk setiap  Selanjutnya, dengan memilih 0.t >

( )
|| : ( ) ||

p
n

p

Mf xt
f L μ

−
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

dan mensubstitusikannya ke dalam ketaksamaan terakhir, diperoleh 

( )

1

1

1

( ) ( )| ( ) | ( ) || : ( ) ||
|| : ( ) || || : ( ) ||

( ) ( ) ( ) || : ( ) ||
|| : ( ) || || : ( ) ||

( )
|| : ( )

n
p p p
n n

p p
n n

p p
n n

p
n

p
p p

p

p p

p

Mf x Mf xI f x C Mf x C f L
f L f L

Mf x Mf x Mf xC f L
f L f L

Mf xC
f L

α α

α α

α

α α

α μ
μ μ

μ
μ μ

μ

− −
− −

− − +

− − +

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟≤ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
1

1

||

|| : ( ) || ( ) .

p
n

p p
n npC f L Mf x

α

α

μ

−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

 

Dengan menggunakan fakta bahwa fungsi maksimal Mf  terbatas di ( ),pL μ  maka bukti 

selesai.                                          

■ 

 

Sekarang akan dibuktikan bahwa operator integral fraksional Iα  bersifat terbatas di 

ruang Lebesgue tak homogen. 

Bukti Teorema 2.1. 

Dari Ketaksamaan Hedberg diperoleh 
1| ( ) | || : ( ) || ( ) .

p p
n npI f x C f L Mf x
α α

α μ −≤  
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Hal ini berakibat 

( ) ( )

( )

11

1

1
| ( ) | ( ) || : ( ) || | ( ) | ( )

|| : ( ) || | ( ) | ( )

|| : ( ) || || : ( ) ||

|| : ( ) || || : ( ) ||
|| : ( ) || .

αα

α

α

α

α μ μ

μ μ

μ μ

μ μ

μ

−⎛ ⎞≤ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

=

≤

=

∫ ∫

∫

p qpq nn
d d

p q
n

d

pp
qn

pp
qn

qq p

R R

p p

R

p p

p p

p

μI f x d x C f L Mf x d x

C f L Mf x d x

C f L Mf L

C f L f L
C f L

 

Jadi berlaku 

|| : ( ) || || : ( ) ||,q pI f L C f Lα μ μ≤  

yaitu Iα  terbatas dari ( )pL μ  ke ( ).qL μ                

■ 

 

Ketaksamaan Olsen 

Seperti halnya dengan hasil di ruang homogen (lihat [10]), disini akan dibuktikan 

ketaksamaan Olsen di ruang Lebesgue tak homogen. Ketaksamaan Olsen ini 

menunjukkan keterbatasan operator WIα  untuk potensial yang dipertubasi W  pada 

persamaan Schrödinger. 

Teorema 3.1. Untuk 1 np α≤ <  dan 1 1
q p n

α= −  berlaku 

|| : ( ) || || : ( ) || || : ( ) ||,
np pWI f L C W L f Lα

α μ μ μ≤  

yaitu WIα  terbatas di ( ),pL μ  apabila ( ).
n

W Lα μ∈  

Bukti: Dengan menggunakan ketaksamaan Hölder diperoleh 

( ) ( )| ( ) | ( ) | ( ) | ( ) | ( ) | ( ) .α αμ μ
−

−≤∫ ∫ ∫
q p

μ
ppq pq qq p

d d d

p q

R R R
WI f y d y W y d y I f y d y  

Apabila diambil akar pangkat-  dari kedua ruas ketaksamaan, maka p

( ) ( ) ( )
1 1

| ( ) | ( ) | ( ) | ( ) | ( ) | ( ) .
α

α
α αμ μ≤∫ ∫ ∫

n n
μ

p q

d d d

p q

R R R
WI f y d y W y d y I f y d y  

Selanjutnya dengan menggunakan keterbatasan Iα  dari ( )pL μ  ke ( ),qL μ  diperoleh 

|| : ( ) || || : ( ) || || : ( ) || .
np pWI f L C W L f Lα

α μ μ≤ μ                           

 

Penutup 
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 Dengan menggunakan keterbatasan operator maksimal Hardy-Littlewood dan 

Ketaksamaan Hedberg dapat dibuktikan keterbatasan operator integral fraksional di 

ruang Lebesgue tak homogen. Selanjutnya keterbatasan operator integral fraksional ini 

diterapkan pada pembuktian ketaksamaan Olsen di ruang Lebesgue tak homogen. Hasil-

hasil ini sekaligus mendukung fakta pada penelitian di area analisis Fourier yakni 

banyak teori di dalam analisis Fourier yang tetap berlaku apabila kondisi doubling 

digantikan oleh kondisi growth. 
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