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Abstrak

Dalam makalah ini akan dibuktikan keterbatasan operator integral fraksional 7/, di

ruang Lebesgue tak homogen dengan menggunakan keterbatasan operator maksimal
radial Hardy-Littlewood dan ketaksamaan Hedberg. Selanjutnya, keterbatasan I,

tersebut diterapkan pada pembuktian ketaksamaan Olsen di ruang Lebesgue tak
homogen.

Kata kunci: Operator integral fraksional, operator maksimal radial Hardy-
Littlewood, ruang Lebesgue tak homogen, ketaksamaan Olsen.

Pendahuluan
Misalkan Q(x,r) menyatakan kubus yang berpusat di x € R’ dan mempunyai jari-jari
(yaitu setengah panjang sisi) »>0; dan Q(x,kr), dengan k>0, menyatakan kubus

konsentris dengan jari-jari kr. Misalkan juga C adalah konstanta positif, yang dalam

makalah ini tidak perlu sama dari baris ke baris. Ruang metrik — disini hanya
dibicarakan R?-yang dilengkapi dengan ukuran Borel  disebut ruang homogen
apabila x memenuhi kondisi doubling:
u1(Q(x,2r)) < Cu(Q(x, 7).
Sementara itu, (R,u) dengan u yang tidak memenuhi kondisi doubling tetapi
memenuhi kondisi growth
H(Q(x,r) < Cr,
untuk 0<n<d, disebut sebagai ruang tak homogen. Beberapa hasil yang berkenaan

dengan ruang tak homogen dapat dilihat misalnya pada [2, 9,11 12].

Di ruang tak homogen, operator integral fraksional /, didefinisikan dengan

_JO)

L=, o )
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Perhatikan bahwa di ruang homogen, pangkat dari |x—y| adalah d —a. Operator 7,

yang dikenal pula sebagai potensial Riesz, pertama kali dipelajari oleh Hardy dan
Littlewood [6, 7] serta Sobolev [13], sedangkan hasil selanjutnya — di ruang homogen —
dapat dilihat pada [1, 4, 5, 8, 10].

Dalam [3], operator [, telah dibuktikan terbatas dari ruang Lebesgue tak
homogen L”(u) ke L'(u). Dalam makalah ini, keterbatasan tersebut akan dibuktikan

ulang dan kemudian digunakan untuk membuktikan ketaksamaan Olsen di ruang

Lebesgue tak homogen.

Keterbatasan Operator 7,

Diberikan f adalah sebarang fungsi terukur- # pada R?, dengan x adalah ukuran

Borel yang memenuhi kondisi growth . Didefinisikan

12l =([ 1S du) 1< p<en
dan
I L (u) || = esssup{| f(x)| :x e R*}
dengan ess sup{| f(x)| :xeRd} menyatakan batas atas terkecil esensial dari | f|.

Ruang Lebesgue tak homogen L’ (u)=L"(R’,u), 1< p<oo, adalah ruang kelas-kelas
ekuivalen f sedemikian sehingga || f: L”(u)|| <. Di ruang Lebesgue tak homogen,

diketahui /, bersifat terbatas.

Teorema 2.1 [2, 3] Diberikan O0<a<n. Jika 1<p<%Z dan =-—%, maka I,

1
p
terbatas dari L () ke L' (u).

Bukti keterbatasan 7, di ruang Lebesgue tersebut dapat diperoleh menggunakan

ketaksamaan Hedberg yang melibatkan operator maksimal radial Hardy-Littlewood M

dengan

M) =sup— [ F)|du(r).

r>0

Operator M ini bertipe lemah-(1,1) dan bertipe kuat- (o0, ).



Teorema 2.2 [3] Operator maksimal M memenuhi

<

,u{xeRd :Mf(x)>/1} 7

[ /@) dutx
dan
[ Mf L (@) | <CILf L7 () |l
Bukti: Ambil f e L'(x) dan definisikan
E,={xeR":Mf(x)> 4.
Jika x € E,, maka terdapat », > 0 sehingga

Lo 1O du) > 4

]"xn Q(x’rx
Selanjutnya, Lema Cover Vitali memberikan koleksi kubus {O(x,r)}, (dengan

x; €k, danr, = rxj) yang sepasang-sepasang saling lepas sedemikian sehingga

E, < Jowr)cJow;.3r).

Akibatnya,
H(E,) <D 1(O(x;.37))

<CY Gy
A 1
SC;;LWJfUHWMO

<C[ 1 fW)du).

Hal ini membuktikan bahwa
C
ulre RT:MF() > Af <= [ | () d ()

Untuk membuktikan bagian selanjutnya, ambil sebarang xe R’ dan kubus

O(x,r) < R. Dengan demikian,
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If(y)ldﬂ(y)<—j jesssup| f(»)[du(y)

O(x,r)
1 .
<o I @l d )
2@l [, da)

= ||f3L°°(ﬂ)||r—,,ﬂ(Q(xﬂ”))

SClf-L (|l
Akibatnya,

s [ 1) du() <CIl £ L ()
y’ J0(x.r)

>0
yang memberikan ketaksamaan yang diinginkan.

Catat bahwa operator yang bertipe kuat-(o0,00) berimplikasi bahwa operator
tersebut bertipe lemah-(c0,). Jadi M merupakan operator sublinier yang bertipe
lemah-(1, 1) dan (o0,). Selanjutnya, dengan menggunakan Teorema Interpolasi

Marcinkiewicz diperoleh hasil berikut.

Akibat 2.3 [3] Operator maksimal M terbatas di L" (1) untuk 1< p < oo,

Dengan menggunakan keterbatasan M di [”(x) akan dibuktikan ketaksamaan
Hedberg yang nantinya diperlukan untuk membuktikan keterbatasan operator /, di

ruang Lebesgue tak homogen.
Teorema 2.4 (Ketaksamaan Hedberg). Diberikan O <o <n dan f fungsi terbatas
dengan tumpuan kompak. Maka untuk 1< p <2 berlaku

-2

[LSI<CILf L ()] Mf(x)

Bukti: Ambil sebarang ¢ > 0. Dengan menuliskan

s@isf AL aum+ ] AT au),
< x—y| btz x— y |7

akan dicari batas untuk / dan //. Untuk suku pertama, 7/, berlaku



_ FAS2]
I_J‘lx)<l’_x—y|

3 S
ZOJ.Zklley<2 ky Ix—y[® du(y)

Jycwr oy SOV dia(3)

du(y)

0

22n ata
Z (2 k+1 t)

< 22n7a ta z 2fka Mf(X)
k=0

= Ct“ Mf (x).

Selanjutnya untuk suku kedua, yaitu /7, terlebih dahulu diperhatikan kasus p =1

sebagai berikut.
:j“ SO ()
| x =y [T
= ,nl—a L,MI S du(y)

<t L
Kemudian untuk kasus 1< p <<%, pilih f=p'(n—a)—n. Dalam hal ini, p' adalah

pangkat sekawan dari p, yaitu p’ memenuhi - +--=1. Oleh karena S >0, maka

dengan menggunakan ketaksamaan Holder diperoleh

[ O )
xvt‘x

<(]_ 1ol du) [ [

|

=|f:L" () J]xWM%JP
= ||fILp(/J)|| ij 2 1<|x— y<2“t|xdﬂ_)EJ|}n)+ﬁj
<L ()| ﬂ(?z(kxz)%”’ t))]
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1
o

SC||f:LP(m||29t‘5(i2"ﬂj[

=0
=Cll /@l
= ).
Catat bahwa apabila dipilih p =1 dan C =1, maka diperoleh ketaksamaan yang sama
dengan kasus p =1 di atas. Dengan demikian, untuk 1< p <Z berlaku

I f(x)|<I+1I

< c[t“Mf(x) w5 o ||j

untuk setiap ¢ > 0. Selanjutnya, dengan memilih

t:( MY () ]
1/ L7 ()]
dan mensubstitusikannya ke dalam ketaksamaan terakhir, diperoleh
_2\* _r _(%_“)
Mf(x) )’ Mf(x) |’
1 <C|| ————— M; Cl| ——— LF
e/ (Ilf:L”(ﬂ)llj e (Ilf:L"(ﬂ)llj Shntal

_C Mf(x)_TMf_(;)+ A/W]{()C)_T_erl |f:Lp(lu)J
/Ll LGl

_cl M ()" F”J
1L (|

=C||f: ()" Mf(x)"".
Dengan menggunakan fakta bahwa fungsi maksimal Mf terbatas di L” (), maka bukti

selesai.

Sekarang akan dibuktikan bahwa operator integral fraksional 7/, bersifat terbatas di

ruang Lebesgue tak homogen.
Bukti Teorema 2.1.
Dari Ketaksamaan Hedberg diperoleh

[LSOICIf D" Mf(x)™.



Hal ini berakibat

1
pe
n

(J 12r @1 au) <cl szl ([ ™ due |

=Cll @ ([ 1M P du)

—C| f: (W | ML ()|

<ClfL I f: L@
=C| f: L (W]
Jadi berlaku

11, /L <Cll fL" (],
yaitu [ terbatas dari L”(u) ke L' (u).

Ketaksamaan Olsen
Seperti halnya dengan hasil di ruang homogen (lihat [10]), disini akan dibuktikan
ketaksamaan Olsen di ruang Lebesgue tak homogen. Ketaksamaan Olsen ini

menunjukkan keterbatasan operator WI, untuk potensial yang dipertubasi W pada

persamaan Schrodinger.

Teorema 3.1. Untuk 1< p <& dan = —% berlaku

WL f 2@ <CINW L@ L2 (),
yaitu WI, terbatas di L’ (u), apabila W e L (p).

Bukti: Dengan menggunakan ketaksamaan Holder diperoleh

LW dut) ([ du)” ([ L au)

Apabila diambil akar pangkat- p dari kedua ruas ketaksamaan, maka

a
n

([ 171100 du) <([IWOIE dut)) ([ 110 du)'

Selanjutnya dengan menggunakan keterbatasan 7 dari L”(u) ke L'(u), diperoleh

IWLf L | SCUW L 1] f L () .

Penutup
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Dengan menggunakan keterbatasan operator maksimal Hardy-Littlewood dan

Ketaksamaan Hedberg dapat dibuktikan keterbatasan operator integral fraksional di

ruang Lebesgue tak homogen. Selanjutnya keterbatasan operator integral fraksional ini

diterapkan pada pembuktian ketaksamaan Olsen di ruang Lebesgue tak homogen. Hasil-

hasil ini sekaligus mendukung fakta pada penelitian di area analisis Fourier yakni

banyak teori di dalam analisis Fourier yang tetap berlaku apabila kondisi doubling

digantikan oleh kondisi growth.
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