BAB I1

LANDASAN TEORI

Pengertian-pengertian dasar yang digunakan sebagai landasan pembahasan pada
Bab 11 yaitu model epidemi SIR, persamaan diferensial, sistem persamaan diferensial,
titik ekuilibrium, linearisasi, kastabilan titik ekuilibrium, nilai eigen, vektor eigen,

bilangan reproduksi dasar, kriteria routh-hurwitz, dan analisis sensitivitas.

A. Model Epidemi SIR (Hethcote, 2000)
Model epidemi SIR klasik menggambarkan penyebaran suatu penyakit. Pada

model ini, populasi dibagi menjadi tiga kelompok yaitu:

1. Susceptible (S) yaitu kelompok individu yang sehat tetapi dapat terinfeksi
penyakit,

2. Infected (1) yaitu kelompok individu yang terinfeksi dan dapat sembuh dari
penyakit, dan

3. Recovered (R) yaitu kelompok individu yang telah sembuh dan kebal dari

penyakit.
Jumlah individu pada kelompok susceptible, infected, dan recovered pada
waktu t masing-masing dinyatakan sebagai S(t), I(t), dan R(t). Total jumlah

populasi N diasumsikan konstan karena pengaruh kelahiran, kematian maupun

migrasi tidak diperhatikan. Oleh karena itu, S(t)+1(t)+R(t)=N.



Model epidemi SIR klasik dinyatakan sebagai sistem autonomous
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Individu pada kelompok susceptible dapat terinfeksi penyakit melalui kontak
dengan laju infeksi a. Individu pada kelompok infected dapat sembuh dari penyakit

dengan laju kesembuhan . Persamaan (2.1) dapat disajikan dalam Gambar 2.1.

I
Susceptible 5 Infected 5 ecovere
S | R

Gambar 2.1. Model epidemi SIR klasik
Berdasarkan Gambar 2.1., aS’L— menunjukkan jumlah individu pada kelompok

S yang memasuki kelompok | karena telah terinfeksi penyakit melalui kontak. Al

menunjukkan besarnya jumlah individu pada kelompok | yang sembuh dari

penyakit, yang kemudian akan memasuki kelas R .

B. Persamaan Diferensial

Definisi 2.1. (Ross, 2010)



Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan satu atau lebih
variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas.

Berdasarkan banyaknya variabel bebas, persamaan diferensial diklasifikasikan
menjadi dua yaitu Persamaan Diferensial Biasa (PDB) dan Persamaan Diferensial

Parsial (PDP).

Definisi 2.2. (Ross, 2010)
Persamaan diferensial biasa adalah suatu persamaan diferensial yang memuat

turunan dari satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu variabel bebas.

Contoh 2.1
d’y dy )’ . .
v + xy(&] =0 (persamaan diferensial orde 2 (2.2)
d'y _d?%y . . .
ot +5 o2 + 3y =sint (persamaan diferensial orde 4). (2.3)

Variabel X pada Persamaan (2.2) merupakan variabel bebas tunggal dan vy

merupakan variabel terikat. Pada Persamaan (2.3) variabel bebasnya adalah f,
sedangkan y merupakan variabel terikat.

Definisi 2.3. (Ross, 2010)

Persamaan diferensial parsial adalah suatu persamaan diferensial yang memuat
turunan dari satu atau lebih variabel tak bebas terhadap dua atau lebih variabel
bebas.

Contoh 2.2
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Pada Persamaan (2.4) variable s dan t merupakan variabel bebas dan v

merupakan variabel tak bebas. Pada Persamaan (2.5) x,Y, dan z merupakan variabel

bebas dan u merupakan variabel tak bebas.

Persamaan Diferensial Linear Orde n

Definisi 2.4. (Ross, 2010)

Persamaan diferensial linear orde n dengan variabel tak bebas y dan variabel bebas

X dapat dituliskan dalam bentuk sebagai berikut:

n n-1
ao(x)%+a1(x)u+...+anl<x)%an(x>y:b(x)
X

dx"* dx
dengan a, = 0dan a, (x) merupakan fungsi atasx untuk setiap i = 0,1,2, ..., n.
Contoh 2.3
Persamaan diferensial orde n

dx

1. 2—-2x=3 orde 1
o ( )
3

2. d—;(+%—5x:9 (orde 3)
dt® dt
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d4x+3d2x
dt? dt?

3. 5 +13x =1. (orde 4)

C. Sistem Persamaan Diferensial

Sistem persamaan diferensial merupakan gabungan dari dua atau lebih
persamaan diferensial. Sistem persamaan diferensial orde satu dapat dituliskan dalam
bentuk

dx
d_tl = fl(xl' Xy yenes Xn)

dx
d_t2 = (X Xp 0000 X0)

dx
d_t3= fu(Xs Xy e X)) (2.6)

dx
—t”= £ (X Xp ey X))

untuk tela,b]. Pada Persamaan (2.6), f,,f,,..f adalah fungsi-fungsi yang

1

diketahui dalam variabel-variabel t, x,, x,,..., x._ .

Persamaan (2.6) juga dapat dituliskan dalam vektor x = [x; x, ... x,]7 dan f
= [f1 f2 - f2]" dengan x dan f merupakan vektor-vektor fungsi, maka Persamaan

(2.6) dapat ditulis sebagai

dx—ft
dt (&%)
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atau

o
dt || X, )
Do |1, (% X X, )
dt |- :

dx,, £ (X X0 X, )

| dt |

Selanjutnya diberikan vektor x € R® dengan x=(X,,X,,...,X,)’ dan

X1, X2, ..., X € R™. Jika notasi x = & Untuk menyatakan turunan x terhadap t, maka
dt

go (06 dr dx)
dt "dt "7 dt ) 7

Berdasarkan kelinearannya, Sistem Persamaan Diferensial dibagi menjadi dua
yaitu Sistem Persamaan Diferensial Linear dan Sistem Persamaan Diferensial

Nonlinear.

1. Sistem Persamaan Diferensial Linear

Secara umum sistem persamaan diferensial linear orde satu dengan variabel tak

bebas x,,x,,..., x, dan variabel bebas t dinyatakan sebagai berikut:

dx
d_tl =a, X, +a,X, +..+3,X, +G,(t)
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dx
d_t2 =8, % +AyX, +.t Ay, X + G, (1)
(2.8)

dx
_dtn =a,% +a,X +...+a,.X, +G,(t).

Jika G,(t) dengan i =1,2,..,n bernilai nol, maka Persamaan (2.8) disebut

sistem persamaan diferensial linear homogen, sedangkan jika bernilai taknol, maka
Persamaan (2.8) disebut sistem persamaan diferensial linear nonhomogen.
Persamaan (2.8) dapat dinyatakan dalam suatu persamaan berikut:

x = Ax+G(t) (2.9)

dengan A adalah matriks n X n yang merupakan matriks koefisien dari variabel tak
bebas x € R", dengan a;; € R,i =1,2,...,n, j = 1,2,...,n dan G(t) adalah matriks
ukuran n x 1 yang merupakan fungsi dari t. Berikut adalah Persamaan (2.8) yang

dituliskan dalam bentuk matriks:

A Ay A, | X Gl (t)

oo la,, a, - oa, X G, (1)

x=| 0 T+ (2.10)
anl an2 ann Xn Gn (t)

Contoh 2.4

Berikut ini diberikan sistem persamaan diferensial linear
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dx

- =2X—
dt y

(2.11)
ﬂ =3X+6Y.
dt

Sistem persamaan diferensial (2.11) merupakan persamaan diferensial linear

homogen.

2. Sistem Persamaan Diferensial Nonlinear
Definisi 2.5. (Ross, 2010)
Persamaan diferensial nonlinear adalah persamaan diferensial biasa yang tak
linear.

Persamaan diferensial dikatakan nonlinear jika persamaan diferensial tersebut
memenuhi paling sedikit satu dari kriteria berikut:
(i) Memuat variabel tak bebas dari turunan-turunannya berpangkat selain satu.
(ii) Terdapat perkalian dari variabel tak bebas dan/atau turunan-turunannya.
(iii) Terdapat fungsi transedental dari variabel tak bebas dan turunan-turunannya.
Contoh 2.5

Diberikan sistem persamaan diferensial nonlinear

{Xl = XX =X
(2.12)

. 2
X=X =X
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Persamaan (2.12) merupakan sistem diferensial nonlinear karena terdapat perkalian
antara variabel tak bebas x, dan x, pada persamaan pertama, dan pada persamaan

kedua terdapat kuadrat dari variabel tak bebas x,.
Contoh 2.6
Persamaan diferensial dikatakan nonlinear jika memuat variabel tak bebas dan

turunan-turunannya berpangkat selain satu. Pada persamaan berikut y merupakan

variabel tak bebas, sedangkan t merupakan variabel bebas.

dy 3
Y _3y5_4.
a Y

Contoh 2.7
Persamaan diferensial dikatakan nonlinear jika memuat fungsi transedental dari

variabel tak bebas dan turunan-turunannya. Pada persamaan berikut y merupakan

variabel tak bebas, sedangkan t merupakan variabel bebas.

ﬂ=3e2y ~4.
dt

D. Titik Ekuilibrium

Definisi 2.6. (Wiggins, 2003)
Titik X € R™ disebut titik ekuilibrium dari X = f(x) jika memenuhi f(x) = 0.

Contoh 2.8
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Akan ditentukan titik ekuilibrium dari Sistem Persamaan (2.12). Misalkan Persamaan
c )_(1)_(2 o )_(2 .
(2.12) dapat dituliskan dalam bentuk x = f(x) dengan f(x)=| =~ " |. Titik
Xp =X,
ekuilibrium x = (x;, x,) dari Sistem (2.12) dapat diperoleh jika f(x) = 0, sehingga

sistem tersebut menjadi

X,(x, -1)=0
X, =0 dan X, =1.

Untuk X, =0, maka

sehingga diperoleh titik ekuilibrium (0,0)" .

Untuk x, =1, maka

(1-X%,)@+x,)=0
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X, =1 atau X, =—1

sehingga diperoleh titik ekuilibrium (11)" dan (L-1)".

Jadi dari Sistem (2.12) diperoleh tiga titik ekuilibrium yaitu (0,0)", (1,1)" dan
1-1".

E. Linearisasi

Linearisasi adalah suatu proses mengubah suatu sistem persamaan nonlinear
menjadi sistem persamaan linear. Linearisasi dilakukan pada sistem nonlinear yang
bertujuan untuk mengetahui perilaku sistem disekitar titik ekuilibriumnya. Adapun

syarat linearisasi adalah bagian real akar karakteristiknya tidak nol.
Diberikan sistem persamaan nonlinear sebagai berikut:
x=f(x) (2.13)
dengan x € L € R", f :L — R" fungsi nonlinear dan kontinu.

Linearisasi dapat dilakukan dengan menggunakan matriks Jacobian. Berikut
ini akan dibahas terlebih dahulu mengenai matriks Jacobian kemuadian akan

ditunjukkan proses linearisasi dari persamaan diferensial nonlinear.

Teorema 2.1 (Perko, 2001)
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Jika f:R™ — R™ terdiferensial di x, maka diferenisal parsial sil j=12,...,n,di
X .
J

x, ada untuk semua x € R™ dan Df (x,)x = Z > (Xo)X; .

=L MR

Bukti:
_afl ] _afl ] _afl
— (X)X — (X)X — (X)X
RGO B Fod GV B P GO
of of of
N of —2(x,)X —2(x,)X —2(x,)X
=L : : :
of of of
D (X)X — (X)X " (X)X
o Do | el || S,
of ofy of, 1]
- X - X cee - X
OX (%) axz( 0) 8xn( 0) X,
of, of, of,
—2(x —2(x o 2 (x X
— 5Xl( 0) 6X2( o) 5Xn( o) :2
of of of X
n X n X n X n
_6xl( 0) axz( 0) axn( 0)_
= Df (x,)X

dengan Df(x,) disebut sebagai matriks Jacobian dari fungsi f:R™ — R"™ yang

terdiferensial pada x € R™ dan Df (x,) dapat dinotasikan Jf (x,).

Selanjutnya akan ditunjukkan proses linearisasi dari sistem persamaan

diferensial. Misalkan X =(X,,X,,...,X,)" merupakan titik ekuilibrium Sistem (2.13)
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maka pendekatan linear untuk Sistem (2.13) diperoleh dengan menggunakan ekspansi

Taylor disekitar titik ekuilibrium tersebut, sebagai berikut:

(X Xy e X )T = £(X, % ey Xn)T+Zf71(X1,¥2 ..... in)T(xl—xl)Jr...+s::l(Xl,x2 ..... X )" (x, —X)+Rf,

1 n

£, (%, Xy X)) = (X, Ky ey in)T+@(Xl,x2 ..... XH)T(Xl—Xl)+...+§f2(¥1,¥2 ..... X)) (x, —X )+Rf,

(2.14)

M (Xy, Xy yees X, )T (X, =X, )+ RF,

dengan Rf,,Rf,,...,Rf merupakan bagian nonlinear yang selanjutnya dapat diabaikan
karena nilainya mendekati nol. Karena (X,,X,,...,X.)" titik ekuilibrium Sistem (2.13)
maka

f,(X, %0 X)) = £, (X, %0 X ) == f (X, %p0e, X, )T =0

sehingga diperoleh:

2

) of, _ _ _ of,
)(1:8_)(11 Xoyeny n) (X, — l)+8X2 (X1’X2""’Xn)T(X2_X2)+"'+6Xn( Xoyeen n) (X, —X,)

. of of - of,
o = o (s )T (6 =R+ 22 (R R )T O =) b 2 2 (R )T (8 =)

(2.15)

)_(1 )_(21---1 )_(n)T (Xz __2

': n(X1X211n 2”n)(x_x)

n
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Sistem (2.15) dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut:

of, 4 o . of, —
L (X K X)) =2 (K Ky, X)) Xy X)L
i gfxl(xl 210 %) g?Z(xl 2100 %) g}(n(xl 21000 %) -
>'fz _ a—xi(xl,xz,...,inf aTZ(a,xz,...,xn)T 8x2 (X, Xy, X )T ij>'<2
: : 2 S ' (2.16)
%] [of _ _  _ . of _ _  _ of 4 x%-%
SR T B) T (R By %) (R T 8)'
| O%, 0%, oX, |
Misalkan y, =x, —x_, s=12,...,n maka dari Persamaan (2.16) diperoleh:
_afl—— —Tafl—— 7 \T afl—— —T_
— (X, Xy X)) (X X X)) — (X Xy X)L
i g?l(l 23+ Xn) g}(z(l 20 Xn) g}(n(l 291+ Xn) V.
X Yy s\T Y2 o o v \T 2 (v v v \T
2| _ ox (X, X, 00y X)) P (X, Xy yeees X)) o (X, X, 00y X)) || Y2 (2.17)
Xy 6fn——' T \T afn—— v \T afn—— o T LYn
— (X, Xy e, X, Xi Koo X)X, Xy ey X))
_axl(l 29+ Xn) axz(l 20 Xn) axn(l 2 )_

Sistem (2.17) merupakan linearisasi Sistem (2.17), sehingga diperoleh matriks

Jacobian dari Sistem (2.12), yaitu

of, _ _ _ of. _ _ _ of, _ _ _
a71(x1,x2,...,xn)T a71(x1,x2,...,xn)T 871(x1,x2,...,xn)T
1 2 n

of, _ _ _ of, _ _ _ of, _ _ _
3 (%) = TZl(xl,xz,...,xn)T i(xl,xz,...,xn)T a—xzn(xl,xz,...,xn)T

T S | . oA, o o

— (X, Ky e X, (X, Ky oo X X, Xy yeuns X

Rl GO Rl

Contoh 2.9
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X X, =X,
2

Diberikan f(x):[ j pada titik x, =(L1)". Akan dicari matriks Jacobian

1 X2

dari fungsi f (x) sebagai berikut:

of, of,

I = OX; OX, :|:X2 X1_1:|
6f_2 i 1 _2X2
0%, 0X,

maka
-1] 1 o0
JF (L)) = Yoo R .
1 -2x,| |1 =2

1 0
Jadi, matriks Jacobian dari sistem tersebut adalah Jf (1,1) = [1 2}.

F. Kestabilan Titik Ekuilibrium
Kestabilan titik ekuilibrium dari suatu sistem persamaan diferensial baik linear

maupun nonlinear diberikan dalam definisi berikut:
Definisi 2.6. (Olsder dan Woude, 2004)

Diberikan sistem persamaan diferensial orde satu (2.13) dan x(t,x,) merupakan

solusi persamaan tersebut pada saat t dengan kondisi awal x(0) = x,.

(i) Vektor x yang memenuhi f(x) = 0 dikatakan sebagai titik ekuilibrium.
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(if)  Titik ekuilibrium x dikatakan stabil jika diberikan untuk setiap € > 0, terdapat
0 >0 sedemikian sehingga jika ||x, — x|| < § (dengan ||. || adalah norm pada
R™) dan ||x(t,x,) — X|| < €untuk t > 0.

(iii) Titik ekuilibrium X dikatakan stabil asimtotik jika titik-titik ekuilibriumnya
stabil dan terdapat §; > 0 sedemikian sehingga lim,_.||x(t, xo) — || = 0,
asalkan |[x, — x|| < &;.

(iv) Titik ekuilibrium X dikatakan tidak stabil jika titik ekuilibrium tidak memenuhi
(ii).

Berikut adalah ilustrasi untuk Definisi 2.6 yang ditunjukkan pada Gambar 2.2.

©) (@) (&

Stabil Stabil asimtotik Tidak stabil

Gambar 2.2. llustrasi Kestabilan

Dalam mengidentifikasi sifat kestabilan sistem nonlinear di sekitar titik
ekuilibrium dapat digunakan matriks Jacobian J(f (X)), asalkan titik ekuilibrium X

sistem tersebut adalah titik ekuilibrium hiperbolik yakni jika bagian real nilai eigen

dari matriks Jacobian adalah tidak nol. Berikut diberikan teorema mengenai sifat
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kestabilan suatu sistem nonlinear yang ditinjau dari nilai eigen matriks Jacobian
J(f(X)).
Teorema 2.1 (Olsder dan Woude, 2004)

(i) Diberikan semua bagian real nilai eigen matriks Jacobian J(f (X)) bernilai

negatif, maka titik ekuilibrium X dari sistem (2.13) stabil asimtotik lokal.
(i) Sementara, jika terdapat paling sedikit satu nilai eigen matriks Jacobian
J(f(X)) yang bagian realnya positif maka titik ekuilibrium X dari sistem

(2.13) tidak stabil.

Selanjutnya, diberikan pula teorema yang menyajikan sifat kestabilan suatu sistem

X = AX dengan nilai eigen y,,7,,....7,, (K<n).

Teorema 2.2 (Olsder dan Woude, 2004)

Diberikan sistem persamaan diferensial X = Ax dengan A suatu matriks n xn
yang mempunyai k nilai eigen berbeda 5,,7,,...,», dengan (k <n).

(i) Titik ekuilibrium X =0 dikatakan stabil asimtotik jika dan hanya jika
Re(y;) <0, Vi=123,..,k.

(i) Titik ekuilibrium X=0 dikatakan stabil jika dan hanya jika 9Re(y,)<0,
Vi=123,..,k dan jika setiap nilai eigen », imajiner dengan Re(y,)=0,
maka multiplisitas aljabar dan geometri untuk nilai eigen harus sama.

(iii) Titik ekuilibrium X =0 dikatakan tidak stabil jika dan hanya jika terdapat

paling sedikit satu 9Re(y,) >0ountuk i=123,...K.
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Bukti
(i) Bukti ke kanan

Akan dibuktikan jika titik ekuilibrium X =0 stabil asimtotik, maka Re(y,) <0,
vi=123,...,k.

Titik ekuilibrium X =0 dikatakan stabil asimtotik jika lim._q ||x(¢t, x,) — X|| =
0. Hal ini berarti bahwa untuk t—o0, x(t,x,) akan menuju X=0. Karena
X(t,x,) merupakan solusi dari sistem persamaan diferensial, maka x(t,x,)
memuat e”*"" . Sehingga, agar €™ menuju X=0, maka y haruslah bernilai

negatif.

Bukti ke Kiri

Akan dibuktikan bahwa jika RRe(y,) <0, Vi=123,...,.k, maka titik ekuilibrium

X =0 stabil asimtotik.

Solusi dari sistem persamaan diferensial adalah x(t,x,), maka x(t,x,) selalu
memuat €™, Jika Re(y,) <0, maka untuk t—>o0, x(t,x,) akan menuju

X =0. Sehingga, titik ekuilibrium X =0 stabil asimtotik.
(i1) Bukti ke kanan

Akan dibuktikan bahwa jika titik ekuilibrium X =0 stabil, maka %e(y,)<0,

Vi=123,..,k.
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Andaikan Rey, >0, maka solusi persamaan diferensial x(t,x,) yang selalu
memuat €' akan menuju oo (menjauh dari titik ekuilibrium X=0) untuk
t >0, sehingga sistem tidak stabil. Hal ini sesuai dengan kontraposisi
pernyataan jika titik ekuilibrium X =0 stabil, maka Re(y,) <0,Vi=123,... K.

Jadi terbukti bahwa titik ekuilibrium X=0 stabil, maka %Re(y,)<0,

Vi=123,..,Kk.

Bukti ke Kiri

Akan dibuktikan bahwa jika Re(y,) <0,Vi=123,...,k, maka titik ekuilibrium
X =0 stabil dan jika ada Re(y,) =0, maka multiplisitas aljabar dan geometri
untuk nilai eigen harus sama.

X(t,x,) merupakan solusi dari sistem persamaan diferensial, maka x(t, x,) selalu
memuat €™, Jika 9Rey, <0, maka tiitk ekuiliorium X=0 stabil asimtotik
(pasti stabil). Jika Rey, =0, maka nilai eigen berupa bilangan kompleks murni.

Multiplasitas aljabar berhubungan dengan nilai eigen sedangkan geometri
berhubungan dengan vektor eigen (Luenburger dalam skripsi Widayati). Sehingga
akan dibuktikan bahwa banyak nilai eigen dan vektor eigen adalah sama.

Tanpa mengurangi keumuman, diambil sebarang sistem pada R? yang

mempunyai nilai eigen bilangan kompleks murni.
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. 0 _
Pl}z[ p}{yl]dengan p>0,q>0.
Y. a9 0]y,

Akan ditentukan nilai eigen dari sistem (2.18)

A-|=0

Diperoleh persamaan karakteristik

y*+pg=0.

Akar dari persamaan (2.19) adalah

-+
T
N
°
o]

==i\/pq

7, =i\ pg atau y, =—i/pq .

(2.18)

(2.19)

Berdasarkan definisi, y=(y,,y,)" adalah vektor eigen dari A yang bersusaian

dengan y jika dan hanya jika y adalah pemecahan tak trivial dari (A—)y=0,

yaitu dari
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O

Untuk », =i,/ pq, maka sistem (2.20) menjadi

R

matriks augmentasi dari sistem tersebut yaitu

—iyJpg —p |Of . . ( 1. j
. baris pertama dikali dengan | —14/ pq
{ A ‘ } Pq

q -—Iypq|0
= q | baris kedua dikali dengan (aj kemudian dikurangi
~ipg
baris pertama
1 _@0
< g
0
0 0
diperoleh
i
y _£ y2 0
iy pq
ylzTyZ'
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iv'pa

Misal y, =t, maka y, = ——t
q

q
1

Y2

Higs

o ¢|, diambil t=1, diperolen {yl

[

t

iy/pg
Sehingga vektor eigen yang bersesuaian dengan », =i,/ pq adalah y = q
1

Untuk y, = —i,/ pq maka sistem (2.20) menjadi
" s
qa iVpa]y.| [0
matriks augmented dari sistem tersebut yaitu

{'m —P 0} baris pertama dikali dengan (—%IMJ

q iypal0
, Wedlg 1
& 4 o baris kedua dikali dengan (aj kemudian dikurangi baris
0 iJ/pq
pertama
1 '_qu 0
< q
0
0 0
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diperoleh

i/
Y+ Pd Y, =0
q
i/ Pq
Y1 —_TY2

Misal y, =t, maka y, =—

pa,
q

a q
t

H i,

y = , diambil t =-1, diperoleh {
2

yl} @

y2 _1

iypg
Sehingga vektor eigen yang bersesuaian dengan y, =—i,/pg adalah y = q |
-1

Sehingga terbukti bahwa banyaknya nilai eigen sama dengan vektor eigen.

(iii)Bukti ke kanan
Akan dibuktikan bahwa jika titik ekuilibrium X=0 tidak stabil, maka

Re(y,) >0, 1=123,...,k
Titik ekuilibrium X =0 tidak stabil, jika t —>o solusi persamaan diferensial
X(t,x,) akan menuju oo. Karena x(t,x,) merupakan penyelesaian dari sistem

persamaan diferensial, maka x(t,x,) memuat e™0' Hal ini dapat terpenuhi

jika ey, > 0.
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Bukti ke Kiri
Akan dibuktikan bahwa jika %Rey, >0, 1=123,...,k maka titik ekuilibrium
X =0 tidak stabil.

Diketahui bahwa jika Rey, >0, maka solusi persamaan diferensial x(t,x,) yang

memuat e’ akan selalu menuju oo Sehingga titik ekuilibrium tidak stabil.
Titik ekuilibrium X € R™ dikatakan stabil asimtotik lokal jika semua nilai eigen
matriks Jacobian mempunyai bagian real negatif. Sementara itu, titik
ekuilibrium x € R™ dikatakan stabil asimtotik global jika untuk sebarang nilai
awal x(t,)yang diberikan, solusi Sistem (2.14) x(t) berada dekat dengan titik
ekuilibrium x dan untuk t membesar menuju tak hingga, x(t) konvergen ke titik
ekuilibrium X .
Contoh 2.10

Diberikan matriks

Nilai eigen dari matriks A adalah

1 3 1 0] -2 2
det (A—Al) =det ) = =0
1 -2 7o 1 2 —2-1

L-A)(=2-2)—4=0

A +4-6=0
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(A-2)(1+3)=0
A =2dan A, =-3.

Jadi nilai eigen dari matriks A adalah 4, =2 dan 1, =-3.

G. Nilai Eigen dan Vektor Eigen
Nilai eigen dalam suatu matriks akan digunakan dalam menentukan kestabilan

dari suatu titik kritis.

Definisi 2.9. (Anton, 2010)

Jika A adalah matriks nxn maka vektor taknol x dalam R™ dinamakan vektor

eigen (eigenvector) dari A jika Ax adalah kelipatan skalar dari x yaitu

AX = X (2.21)

untuk suatu skalar y. Skalar y dinamakan nilai eigen dari A dan X dikatakan
vektor eigen yang bersesuaian dengan y .

Persamaan (2.21) dapat ditulis sebagai

AX =X

AX = yX

(- A)x =0 (2.22)

dengan | adalah matriks identitas. Persamaan (2.22) akan memiliki pemecahan

taknol jika dan hanya jika
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det(# — A) =0. (2.23)

Persamaan (2.23) dinamakan persamaan karakteristik dari A dan skalar yang
memenuhi persamaan (2.23) adalah nilai eigen dari A.

Pada matriks A dengan ukuran nxn, maka polinomial karakteristik A mempunyai
bentuk

det(A —A)=y"+c " +C,y"? +...4+C, =0

denganc; € R,i=1,2,..,n

Contoh 2.11

3 2
Diberikan matriks Az{ L 0}.

Tentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks A.
Penyelesaian :
a. Akan ditentukan nilai eigen dari matriks A

det(M —A)=0
s 2 -

0 | |-1 0
det{y_s 2}
-1 %

y>—3y+2=0

0

(r-D(r-2)=0.

Sehingga diperoleh nilai eigen dari matriks A adalah y =1 dan y =2.
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b. Akan ditentukan vektor-vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen dari

matriks A
Untuk y =1
(A -A)x=0
-2 2| X
1 -0
-1 1]x,
—2X, +2X, =0
—X, +X,=0

Persamaan —2x, +2x, =0, ekuivalen dengan x;, =X, .

Misalkan x, =t, maka x, =t

Diambil t=1, maka diperoleh vektor eigen yang bersesuaian dengan y=1

dlhx—1
adala =14 ]

Untuk y =2

(A - A)x=0

-1 2| x
=0

-1 2| x,

- X +2X,=0

—X, +2X, =0
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Persamaan — X, +2x, =0, ekuivalen dengan x, =2x,.

Misalkan x, =t, maka x, =2t

Diambil t=1, maka diperoleh vektor eigen yang bersesuaian dengan y=2

2
adalah X:{ }
1

H. Bilangan Reproduksi Dasar (Ry)

Definisi 2.10. (Diekman dan Heesterbeek, 2000)

Bilangan reproduksi dasar merupakan jumlah rata-rata kasus individu terinfeksi
yang disebabkan oleh satu individu terinfeksi selama masa terinfeksinya dalam

keseluruhan populasi rentan. Bilangan reproduksi dasar dinotasikan dengan R, .

Jika R, <1 maka penyakit hanya menginfeksi kurang dari satu individu rentan
sehingga kemungkinan penyakit akan hilang dari populasi. Jika R, >1 maka individu

yang terinfeksi akan menginfeksi lebih dari satu individu yang rentan, sehingga

penyakit akan menyebar. Sedangkan, jika R, =1 maka individu yang terinfeksi akan

menularkan tepat kepada satu individu.
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Misalkan terdapat n kelas terinfeksi dan m kelas tidak terinfeksi, dan misalkan
subpopulasi dari masing-masing kelas adalah x € R®™ dan y € R™. Model

kompartemen (kelas) dapat dituliskan dalam bentuk

X =@ (X, y)—w,(x,y),dengan i=12,..,n

(2.24)
y =n;(x,y), dengan j=12,.,m.

dengan ¢, merupakan matriks dari laju individu terinfeksi penyakit yang menambah
kelas terinfeksi, y, merupakan matriks laju perkembangan penyakit, kematian, dan

atau kesembuhan yang mengurangi populasi dari suatu kelas.

Perhitungan bilangan reproduksi dasar berdasarkan linearisasi dari Sistem
persamaan diferensial yang didekati pada titik ekuilibrium bebas penyakit. Persamaan

kompartemen terinfeksi yang telah dilinearisasi dapat ditulis sebagai berikut:
x=(F-V)x

dengan F dan V matriks berukuran n x n,

F=—"%(0, dan V =—1(0,
5y OYo) . (0 Yo)

] ]

dengan (0,y,) adalah titik ekuilibrium bebas penyakit.

Selanjutnya didefinisikan matriks K sebagai berikut
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K=Fv?

dengan K disebut sebagai next generation matrix. Bilangan reproduksi dasar (R;)

dari model kompartemen adalah R, = p(K) = p(FV ™) yaitu nilai eigen dari matriks

K (Driessche dan Watmough, 2002).
Contoh 2.12

Diberikan sistem persamaan diferensial sebagai berikut:

%:ﬂ—ﬁs(t)l (t) - £5(t)
%:ﬂsa)l(t)—ﬂ(t)—ﬂl (t)
(2.25)
drR®

g - N-HRO

dengan S(t) menyatakan populasi individu rentan pada saat t, I(t) menyatakan
populasi individu terinfeksi pada saat t, dan R(t) menyatakan populasi individu

sembuh dari infeksi pada saat t. Sistem (2.25) mempunyai titik ekuilibrium bebas

penyakit E, =(1,0,0). Next generation matrix dapat diperoleh dari kelas |, sehingga

kelas | dapat dituliskan sebagai berikut:

I =((S,R,1)-w(S,R) 1)
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dengan @ =[fSI] dan w =[y + ], maka hasil linearisasi dari ¢ dan w masing-
masing adalah F =[4S] dan V =[y + x]. Sehingga diperoleh Next generation matrix

sebagai berikut:

K=FV‘1=[ﬂS{ ! }— S (2.26)

y+ul| y+u

Selanjutnya, substitusikan nilai titik ekuilibrium bebas penyakit E, =(1,0,0) ke

Persamaan (2.26) diperoleh:

K= P
ytu

maka diperoleh nilai R, dari Sistem (2.25) adalah

R, = P .
ytu
I. Kriteria Routh-Hurwitz
Nilai eigen dari matriks Jacobian digunakan untuk menentukan kestabilan.
Nilai eigen dapat diperoleh dengan menentukan akar-akar persamaan karakteristik

P(¥)=|A-A|=r"+py"" + py" " +...+ p,. Namun, seringkali dijumpai akar-akar

dari persamaan karakteristik berupa parameter yang nilainya tidak mudah ditentukan.
Sehingga diperlukan aturan/kriteria yang menjamin bahwa akar-akar persamaan
karakteristik bernilai negatif atau ada persamaan karakteristik yang bernilai positif.

Kriteria tersebut dikenal dengan kriteria Routh-Hurwitz.
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Definisi 2.11. (Olsder & Woude, 2004)
Kriteria Routh-Hurwitz:

Semua akar-akar dari polinomial (2.27) memiliki bagian real negatif jika dan hanya
jika tabel Routh-Hurwitz terdiri dari n + 1 baris dan semua elemen kolom pertama

pada tabel memiliki tanda yang sama (semua elemen bertanda positif atau negatif).

Diberikan suatu persamaan karakteristik dari akar-akar persamaan matriks A,

sebagai berikut:
A-Al|=a 2" +a, " +a,A"* +...+a,,A+3, (2.27)

dengan a,, 1=012..,n dan a,=0 merupakan koefisien dari persamaan

karakteristik matriks A. Akar-akar dari Persamaan (2.27) dapat diketahui dengan

menyusun tabel Routh sebagai berikut:

a, a, a,
al a3 a5
b, b, b,

dengan b, c,,1=12,...,n didefinisikan sebagai berikut:

a,a, —a,a, b, = 4,8, —a,3; b = a,a,, —ay3;,,4 (2 28)
y 2 — 9eeey n — .

b, =
a'1 al al
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b1a3 — albz C. = blaS — alb3 c b1a2n+1 — albn+l
1 ] seces p
b, b, b,
Perhitungan dalam bentuk tabel Routh terus dilanjutkan hingga mendapatkan kolom

pertama bernilai nol.

J. Analisis Sensitivitas

Analisis sensitivitas digunakan untuk menentukan parameter-parameter dan
kondisi awal mana (input) mempengaruhi kuantitas yang diperlukan (output) dari
model. Analisis sensitivitas memberikan informasi sejauh mana pentingnya setiap
parameter model dalam penyebaran penyakit. Ada dua jenis analisis sensitivitas yakni
analisis sensitivitas lokal dan global. Pada analisis sensitivitas lokal menggunakan
teknik one-at-a-time (OAT) yakni metode yang paling mendasar dengan diferensiasi
parsial, di mana berbagai parameter nilai diambil satu per satu. Sedangkan pada
analisis sensitivitas global semua input divariasikan secara bersamaan di seluruh
ruang input, biasanya menggunakan pendekatan berbasis sampling yang sering

diimplementasikan dengan metode Monte-Carlo (Marino, dkk, 2008).
Defini 2.12 (Chitnis, 2008)

Normalized sensitivity index, diperoleh dengan indeks sensitivitas normalisasi dari

variabel V, terdiferensial pada parameter p, didefinisikan sebagai berikut:
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ov p
IV =—=
» = ap v (2.29)

dimana V adalah variabel yang akan dianalisis dan p adalah parameter.

Indeks sensitivitas tersebut akan digunakan untuk mengetahui pengaruh setiap
parameter terhadap epidemi dari suatu penyakit, sehingga dapat dilakukan intervensi

dalam rangka mengendalikan penyebarannya.
Contoh 2.12 (Roberta U. Hurint dkk, 2017)

Diketahui bilangan reproduksi dasar (R,) dan titik endemik kelas Exposed (E *)

dalam penelitian Roberta U. Hurint (2017) mengenai analisis sensitivitas model

epidemi SEIR sebagai berikut:

R, =
©(r+ )+ p)

ex_ MNCaB+ By + fu+ yu+ 1)
BB+ wa

a. Akan dihitung indeks sensitivitas parameter /S terhadap R, menggunakan

Persamaan (2.29)

|%:mnﬁ
7 9B R,

40



_a(y+u)a+p) By + w)a+ u)

(7 + 1) (a+ p)? afs

=1.

Karena I;° =1 maka dengan menaikkan (menurunkan) nilai parameter A

sebesar 10% akan menaikkan (menurunkan) nilai R, sebesar 10%.

. Akan dihitung indeks sensitivitas parameter S terhadap E* menggunakan

Persamaan (2.29)

e _E* P
9B E*

_iNa(a’ B+ auP) + iN(—af +ay +ou+ypu+ u) e’ +ou) B
(@® B+ aup)’ E*

:yNa—E*(aZ +au) B
(@B +aup) E*

_ MNaf 3
E*(a®B +aup)

dengan mensubstitusi nilai parameter yang diketahui dalam model yaitu g =
1.428, y=1/7, a=1/8, dan u=1/23.725 diperoleh |, =0,111. Artinya dengan

menaikkan (menurunkan) nilai parameter S sebesar 10% akan menaikkan

(menurunkan) nilai E * sebesar 1,11%.
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