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BAB II 

LANDASAN TEORI 

Pengertian-pengertian dasar yang digunakan sebagai landasan pembahasan pada 

Bab II yaitu model epidemi SIR, persamaan diferensial, sistem persamaan diferensial, 

titik ekuilibrium, linearisasi, kastabilan titik ekuilibrium, nilai eigen, vektor eigen, 

bilangan reproduksi dasar, kriteria routh-hurwitz, dan analisis sensitivitas. 

A. Model Epidemi SIR (Hethcote, 2000) 

Model epidemi SIR klasik menggambarkan penyebaran suatu penyakit. Pada 

model ini, populasi dibagi menjadi tiga kelompok yaitu: 

1. Susceptible ( S ) yaitu kelompok individu yang sehat tetapi dapat terinfeksi 

penyakit, 

2. Infected ( I ) yaitu kelompok individu yang terinfeksi dan dapat sembuh dari 

penyakit, dan 

3. Recovered ( R ) yaitu kelompok individu yang telah sembuh dan kebal dari 

penyakit. 

Jumlah individu pada kelompok susceptible, infected, dan recovered pada 

waktu   masing-masing dinyatakan sebagai )(tS , )(tI , dan )(tR . Total jumlah 

populasi N diasumsikan konstan  karena pengaruh kelahiran, kematian maupun 

migrasi tidak diperhatikan. Oleh karena itu, NtRtItS  )()()( . 
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Model epidemi SIR klasik dinyatakan sebagai sistem autonomous 

N

I
S

dt

dS
  

I
N

I
S

dt

dI
   

I
dt

dR
  

 

 

(2.1) 

Individu pada kelompok susceptible dapat terinfeksi penyakit melalui kontak 

dengan laju infeksi  . Individu pada kelompok infected dapat sembuh dari penyakit 

dengan laju kesembuhan  . Persamaan (2.1) dapat disajikan dalam Gambar 2.1. 

 

 

Gambar 2.1. Model epidemi SIR klasik 

Berdasarkan Gambar 2.1., 
N

I
S

 
menunjukkan jumlah individu pada kelompok 

S  yang memasuki kelompok I  karena telah terinfeksi penyakit melalui kontak. I  

menunjukkan besarnya jumlah individu pada kelompok  I  yang sembuh dari 

penyakit, yang kemudian akan memasuki kelas R . 

B. Persamaan Diferensial 

Definisi 2.1. (Ross, 2010) 
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S 
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Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan satu atau lebih 

variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas.  

Berdasarkan banyaknya variabel bebas, persamaan diferensial diklasifikasikan 

menjadi dua yaitu Persamaan Diferensial Biasa (PDB) dan Persamaan Diferensial 

Parsial (PDP). 

Definisi 2.2. (Ross, 2010) 

Persamaan diferensial biasa adalah suatu persamaan diferensial yang memuat 

turunan dari satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu variabel bebas.  

Contoh 2.1 
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
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






dx

dy
xy

dx

yd
 (persamaan diferensial orde 2 (2.2) 

ty
dt

yd

dt

yd
sin35

2

2

4

4

  (persamaan diferensial orde 4). (2.3) 

Variabel x  pada Persamaan (2.2) merupakan variabel bebas tunggal dan y

merupakan variabel terikat. Pada Persamaan (2.3) variabel bebasnya adalah t , 

sedangkan y  merupakan variabel terikat.  

Definisi 2.3. (Ross, 2010) 

Persamaan diferensial parsial adalah suatu persamaan diferensial yang memuat 

turunan dari satu atau lebih variabel tak bebas terhadap dua atau lebih variabel 

bebas.  

Contoh 2.2 
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 (2.5) 

Pada Persamaan (2.4) variable s  dan t  merupakan variabel bebas dan v  

merupakan variabel tak bebas. Pada Persamaan (2.5) x , y , dan   merupakan variabel 

bebas dan u  merupakan variabel tak bebas. 

Persamaan Diferensial Linear Orde n  

Definisi 2.4. (Ross, 2010)  

Persamaan diferensial linear orde n dengan variabel tak bebas y  dan variabel bebas 

x  dapat dituliskan dalam bentuk sebagai berikut: 

)()()(...)()( 11
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yd
xa nnn

n

n

n

 



 

dengan 00 a dan )(xai
merupakan fungsi atas x  untuk setiap            .  

Contoh 2.3 

Persamaan diferensial orde n 

1. 322  x
dt

dx
 (orde 1) 

2. 95
3

3

 x
dt

dx

dt

xd
 (orde 3) 
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3. .11335
2

2

4

4

 x
dt

xd

dt

xd
 (orde 4) 

C. Sistem Persamaan Diferensial  

Sistem persamaan diferensial merupakan gabungan dari dua atau lebih 

persamaan diferensial. Sistem persamaan diferensial orde satu dapat dituliskan dalam 

bentuk 

),...,,( 211
1

nxxxf
dt

dx
  

),...,,( 212
2

nxxxf
dt

dx
  

),...,,( 213
3

nxxxf
dt

dx
  

   

),...,,( 21 nn
n xxxf

dt

dx
  

 

(2.6) 

untuk  bat , . Pada Persamaan (2.6), 
nfff ,...,, 21
 adalah fungsi-fungsi yang 

diketahui dalam variabel-variabel t ,
nxxx ,...,, 21
. 

Persamaan (2.6) juga dapat dituliskan dalam vektor  x               dan f 

              dengan x dan f merupakan vektor-vektor fungsi, maka Persamaan 

(2.6) dapat ditulis sebagai 
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Selanjutnya diberikan vektor      dengan   Tnxxx ,...,, 21  dan 

              . Jika notasi  ̇  
  

  
  untuk menyatakan turunan   terhadap t , maka 

  ̇  
T

n

dt

dx

dt

dx

dt

dx








,...,, 21 . (2.7) 

Berdasarkan kelinearannya, Sistem Persamaan Diferensial dibagi menjadi dua 

yaitu Sistem Persamaan Diferensial Linear dan Sistem Persamaan Diferensial 

Nonlinear. 

1. Sistem Persamaan Diferensial Linear  

Secara umum sistem persamaan diferensial linear orde satu dengan variabel tak 

bebas 
nxxx ,...,, 21  

dan variabel bebas t dinyatakan sebagai berikut: 

)(... 11212111

1 tGxaxaxa
dt

dx
nn   
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)(... 22222121
2 tGxaxaxa

dt

dx
nn   

  

)(...2211 tGxaxaxa
dt

dx
nnnnnn

n  . 

 

(2.8) 

Jika )(tGi
 dengan            bernilai nol, maka Persamaan (2.8) disebut 

sistem persamaan diferensial linear homogen, sedangkan jika bernilai taknol, maka 

Persamaan (2.8) disebut sistem persamaan diferensial linear nonhomogen. 

Persamaan (2.8) dapat dinyatakan dalam suatu persamaan berikut: 

 ̇  )(tGAx   (2.9) 

dengan A  adalah matriks      yang merupakan matriks koefisien dari variabel tak 

bebas     , dengan                           dan )(tG  adalah matriks 

ukuran      yang merupakan fungsi dari t. Berikut adalah Persamaan (2.8) yang 

dituliskan dalam bentuk matriks: 
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Contoh 2.4 

Berikut ini diberikan sistem persamaan diferensial linear 
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yx
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yx
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 (2.11) 

Sistem persamaan diferensial (2.11) merupakan persamaan diferensial linear 

homogen. 

2. Sistem Persamaan Diferensial Nonlinear 

Definisi 2.5. (Ross, 2010) 

Persamaan diferensial nonlinear adalah persamaan diferensial biasa yang tak 

linear. 

Persamaan diferensial dikatakan nonlinear jika persamaan diferensial tersebut 

memenuhi paling sedikit satu dari kriteria berikut: 

(i) Memuat variabel tak bebas dari turunan-turunannya berpangkat selain satu. 

(ii) Terdapat perkalian dari variabel tak bebas dan/atau turunan-turunannya. 

(iii)Terdapat fungsi transedental dari variabel tak bebas dan turunan-turunannya.  

Contoh 2.5 

Diberikan sistem persamaan diferensial nonlinear 
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Persamaan (2.12) merupakan sistem diferensial nonlinear karena terdapat perkalian 

antara variabel tak bebas 1x  dan 2x  pada persamaan pertama, dan pada persamaan 

kedua terdapat kuadrat dari variabel tak bebas   .  

Contoh 2.6 

Persamaan diferensial dikatakan nonlinear jika memuat variabel tak bebas dan 

turunan-turunannya berpangkat selain satu. Pada persamaan berikut y  merupakan 

variabel tak bebas, sedangkan t  merupakan variabel bebas. 

43 3  y
dt

dy
. 

Contoh 2.7 

Persamaan diferensial dikatakan nonlinear jika memuat fungsi transedental dari 

variabel tak bebas dan turunan-turunannya. Pada persamaan berikut y  merupakan 

variabel tak bebas, sedangkan t  merupakan variabel bebas. 

43 2  ye
dt

dy
. 

D. Titik Ekuilibrium 

Definisi 2.6. (Wiggins, 2003) 

Titik  ̅     disebut titik ekuilibrium dari  ̇       jika memenuhi    ̅   . 

Contoh 2.8  
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Akan ditentukan titik ekuilibrium dari Sistem Persamaan (2.12). Misalkan Persamaan 

(2.12) dapat  dituliskan dalam bentuk  ̇  )(xf  dengan 

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xf . Titik 

ekuilibrium  ̅    ̅   ̅   dari Sistem (2.12) dapat diperoleh jika    ̅   , sehingga 

sistem tersebut menjadi 

0221  xxx  

  0112 xx  

02 x  dan .11 x  

Untuk 02 x , maka 

0
2

21  xx  

01 x  

sehingga diperoleh titik ekuilibrium   T0,0 . 

Untuk ,11 x  maka 

0
2

21  xx  

01
2

2  x  

0)1)(1( 22  xx  
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12 x  atau 12 x  

sehingga diperoleh titik ekuilibrium  T1,1  dan .)1,1( T  

Jadi dari Sistem (2.12) diperoleh tiga titik ekuilibrium yaitu    ,0,0
T

  T1,1  dan 

.)1,1( T  

E. Linearisasi 

Linearisasi adalah suatu proses mengubah suatu sistem persamaan nonlinear 

menjadi sistem persamaan linear. Linearisasi dilakukan pada sistem nonlinear yang 

bertujuan untuk mengetahui perilaku sistem disekitar titik ekuilibriumnya. Adapun 

syarat linearisasi adalah bagian real akar karakteristiknya tidak nol. 

Diberikan  sistem persamaan nonlinear sebagai berikut: 

 ̇   f     (2.13) 

dengan       , Lf :    fungsi nonlinear dan kontinu. 

 Linearisasi dapat dilakukan dengan menggunakan matriks Jacobian. Berikut 

ini akan dibahas terlebih dahulu mengenai matriks Jacobian kemuadian akan 

ditunjukkan proses linearisasi dari persamaan diferensial nonlinear. 

Teorema 2.1 (Perko, 2001) 
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xxDf )( 0   

dengan )( 0xDf  disebut sebagai matriks Jacobian dari fungsi          yang 

terdiferensial pada       dan )( 0xDf dapat dinotasikan )( 0xJf . 

Selanjutnya akan ditunjukkan proses linearisasi dari sistem persamaan 

diferensial. Misalkan T

nxxxx ),...,,( 21 merupakan titik ekuilibrium Sistem (2.13) 
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maka pendekatan linear untuk Sistem (2.13) diperoleh dengan menggunakan ekspansi 

Taylor disekitar titik ekuilibrium tersebut, sebagai berikut: 
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dengan 
nRfRfRf ,...,, 21
 merupakan bagian nonlinear yang selanjutnya dapat diabaikan 

karena nilainya mendekati nol. Karena T
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Sistem (2.15) dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut: 
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(2.16) 

 

Misalkan 
sss xxy  , ns ,...,2,1  maka dari Persamaan (2.16) diperoleh: 
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 (2.17) 

Sistem (2.17) merupakan linearisasi Sistem (2.17), sehingga diperoleh matriks 

Jacobian dari Sistem (2.12), yaitu 
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Contoh 2.9 
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Diberikan 



















2

21

221
)(

xx

xxx
xf  pada titik Tx )1,1(0  . Akan dicari matriks Jacobian 

dari fungsi )(xf sebagai berikut: 
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
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


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


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








21

01

21

1
)1,1(

2

12

x

xx
Jf . 

Jadi, matriks Jacobian dari sistem tersebut adalah 











21

01
)1,1(Jf . 

F. Kestabilan Titik Ekuilibrium 

 Kestabilan titik ekuilibrium dari suatu sistem persamaan diferensial baik linear 

maupun nonlinear diberikan dalam definisi berikut: 

Definisi 2.6. (Olsder dan Woude, 2004) 

Diberikan sistem persamaan diferensial orde satu (2.13) dan         merupakan 

solusi persamaan tersebut  pada saat   dengan kondisi awal        . 

(i) Vektor  ̅  yang memenuhi    ̅    dikatakan sebagai titik ekuilibrium. 
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(ii) Titik ekuilibrium  ̅  dikatakan stabil jika diberikan untuk setiap    , terdapat 

0  sedemikian sehingga jika ‖    ̅‖    (dengan ‖ ‖ adalah norm pada 

  ) dan ‖         ̅‖    untuk    . 

(iii) Titik ekuilibrium  ̅ dikatakan stabil asimtotik jika titik-titik ekuilibriumnya 

stabil dan terdapat      sedemikian sehingga       ‖         ̅‖   , 

asalkan ‖    ̅‖      

(iv) Titik ekuilibrium  ̅ dikatakan tidak stabil jika titik ekuilibrium tidak memenuhi 

(ii). 

 Berikut adalah ilustrasi untuk Definisi 2.6 yang ditunjukkan pada Gambar 2.2. 

 

Gambar 2.2. Ilustrasi Kestabilan 

 Dalam mengidentifikasi sifat kestabilan sistem nonlinear di sekitar titik 

ekuilibrium dapat digunakan matriks Jacobian ))(( xfJ , asalkan titik ekuilibrium x  

sistem tersebut adalah titik ekuilibrium hiperbolik yakni jika bagian real nilai eigen  

dari matriks Jacobian adalah tidak nol. Berikut diberikan teorema mengenai sifat 
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kestabilan suatu sistem nonlinear yang ditinjau dari nilai eigen matriks Jacobian 

))(( xfJ . 

Teorema 2.1 (Olsder dan Woude, 2004) 

(i) Diberikan semua bagian real nilai eigen matriks Jacobian ))(( xfJ  bernilai 

negatif, maka titik ekuilibrium x  dari sistem (2.13) stabil asimtotik lokal. 

(ii) Sementara, jika terdapat paling sedikit satu nilai eigen matriks Jacobian 

))(( xfJ  yang bagian realnya positif maka titik ekuilibrium x   dari sistem 

(2.13) tidak stabil. 

Selanjutnya, diberikan pula teorema yang menyajikan sifat kestabilan suatu sistem 

Axx   dengan nilai eigen 
n ,...,, 21
, )( nk  . 

Teorema 2.2 (Olsder dan Woude, 2004) 

 Diberikan sistem persamaan diferensial Axx   dengan A  suatu matriks   x   

yang mempunyai   nilai eigen berbeda 
n ,...,, 21
 dengan )( nk  . 

(i) Titik ekuilibrium 0x  dikatakan stabil asimtotik jika dan hanya jika 

0)(  ie  , ki ,...,3,2,1 . 

(ii) Titik ekuilibrium 0x  dikatakan stabil jika dan hanya jika 0)(  ie  ,

ki ,...,3,2,1  dan jika setiap nilai eigen 
i  imajiner dengan 0)(  ie  , 

maka multiplisitas aljabar dan geometri untuk nilai eigen  harus sama. 

(iii) Titik ekuilibrium 0x  dikatakan tidak stabil jika dan hanya jika terdapat 

paling sedikit satu 0)(  ie  untuk ki ,...,3,2,1 . 
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Bukti 

(i) Bukti ke kanan 

Akan dibuktikan jika titik ekuilibrium 0x  stabil asimtotik, maka 0)(  ie  , 

ki ,...,3,2,1 . 

Titik ekuilibrium 0x  dikatakan stabil asimtotik jika                  ̅   

 . Hal ini berarti bahwa untuk t , ),( 0xtx  akan menuju 0x . Karena 

),( 0xtx  merupakan solusi dari sistem persamaan diferensial, maka ),( 0xtx

memuat 
te

e
)( 1

. Sehingga, agar 
te

e
)( 1

 menuju 0x , maka   haruslah bernilai 

negatif. 

 

Bukti ke kiri 

Akan dibuktikan bahwa jika 0)(  ie  , ki ,...,3,2,1 , maka titik ekuilibrium 

0x  stabil asimtotik. 

Solusi dari sistem persamaan diferensial adalah ),( 0xtx , maka ),( 0xtx  selalu 

memuat 
te

e
)( 1

. Jika 0)(  ie  , maka untuk t , ),( 0xtx  akan menuju 

.0x  Sehingga, titik ekuilibrium 0x  stabil asimtotik. 

(ii) Bukti ke kanan 

Akan dibuktikan bahwa jika titik ekuilibrium 0x  stabil, maka 0)(  ie  ,

ki ,...,3,2,1 . 
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Andaikan 01  e , maka solusi persamaan diferensial ),( 0xtx  yang selalu 

memuat 
te

e
)( 1

 akan menuju   (menjauh dari titik ekuilibrium 0x ) untuk 

t , sehingga sistem tidak stabil. Hal ini sesuai dengan kontraposisi 

pernyataan jika titik ekuilibrium 0x  stabil, maka 0)(  ie  , ki ,...,3,2,1 . 

Jadi terbukti bahwa titik ekuilibrium 0x  stabil, maka 0)(  ie  ,

ki ,...,3,2,1 . 

 

Bukti ke kiri 

Akan dibuktikan bahwa jika 0)(  ie  , ki ,...,3,2,1 , maka titik ekuilibrium 

0x  stabil dan jika ada 0)( 1  e , maka multiplisitas aljabar dan geometri 

untuk nilai eigen harus sama.  

),( 0xtx  merupakan solusi dari sistem persamaan diferensial, maka ),( 0xtx  selalu 

memuat  
te

e
)( 1

. Jika 01  e , maka tiitk ekuilibrium 0x  stabil asimtotik 

(pasti stabil). Jika 01  e , maka nilai eigen berupa bilangan kompleks murni. 

Multiplasitas aljabar berhubungan dengan nilai eigen sedangkan geometri 

berhubungan dengan vektor eigen (Luenburger dalam skripsi Widayati). Sehingga 

akan dibuktikan bahwa banyak nilai eigen dan vektor eigen adalah sama.  

Tanpa mengurangi keumuman, diambil sebarang sistem pada    yang 

mempunyai nilai eigen bilangan kompleks murni. 
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, dengan 0p , 0q . (2.18) 

Akan ditentukan nilai eigen dari sistem (2.18) 

0 IA   

0
0

0

0

0














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 
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0
















q

p
. 

Diperoleh persamaan karakteristik 

02  pq . (2.19) 

Akar dari persamaan (2.19) adalah  

2

4
2,1

pq
  

2

2 pqi
  

pqi  

pqi1  atau pqi2 . 

Berdasarkan definisi, Tyyy ),( 21 adalah vektor eigen dari A  yang bersusaian 

dengan   jika dan hanya jika y  adalah pemecahan tak trivial dari 0)(  yIA  , 

yaitu dari 
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 (2.20) 

Untuk pqi1 , maka sistem (2.20) menjadi 
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matriks augmentasi dari sistem tersebut yaitu 
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Misal ty 2
, maka t
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Sehingga vektor eigen yang bersesuaian dengan pqi1  adalah 
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Untuk pqi2 maka sistem (2.20) menjadi 
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matriks augmented dari sistem tersebut yaitu 
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diperoleh 

021  y
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Misal ty 2 ,  maka t
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y 1  
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Sehingga vektor eigen yang bersesuaian dengan pqi2 adalah .

1 
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

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





 q

pqi

y  

Sehingga terbukti bahwa banyaknya nilai eigen sama dengan vektor eigen. 

(iii)Bukti ke kanan 

Akan dibuktikan bahwa jika titik ekuilibrium 0x  tidak stabil, maka 

,0)(  ie   ki ,...,3,2,1  

Titik ekuilibrium 0x  tidak stabil, jika t  solusi persamaan diferensial 

),( 0xtx
 
akan menuju  . Karena ),( 0xtx  merupakan penyelesaian dari sistem 

persamaan diferensial, maka ),( 0xtx  memuat 
te

e
)( 1

. Hal ini dapat terpenuhi 

jika 01  e . 
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Bukti ke kiri 

Akan dibuktikan bahwa jika  01  e , ki ,...,3,2,1  maka titik ekuilibrium 

0x  tidak stabil. 

Diketahui bahwa jika 01  e , maka solusi persamaan diferensial ),( 0xtx  yang 

memuat 
te

e
)( 1

 akan selalu menuju   Sehingga titik ekuilibrium tidak stabil. 

Titik ekuilibrium  ̅     dikatakan stabil asimtotik lokal jika semua nilai eigen 

matriks Jacobian mempunyai bagian real negatif. Sementara itu, titik 

ekuilibrium  ̅     dikatakan stabil asimtotik global jika untuk sebarang nilai 

awal )( 0tx yang diberikan, solusi Sistem (2.14) )(tx  berada dekat dengan titik 

ekuilibrium  ̅ dan untuk t  membesar menuju tak hingga, )(tx  konvergen ke titik 

ekuilibrium  ̅ . 

Contoh 2.10 

Diberikan matriks 

.
21

31










A  

Nilai eigen dari matriks A adalah 

det  )( IA  det 0
22

21

10

01

21

31





































 


  

04)2)(1(    

062   
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0)3)(2(    

21   dan 32  . 

Jadi nilai eigen dari matriks A  adalah 21   dan 32  . 

G. Nilai Eigen dan Vektor Eigen 

 Nilai eigen dalam suatu matriks akan digunakan dalam menentukan kestabilan 

dari suatu titik kritis. 

Definisi 2.9. (Anton, 2010) 

Jika   adalah matriks nn  maka vektor taknol x  dalam     dinamakan vektor 

eigen (eigenvector) dari A  jika Ax  adalah kelipatan skalar dari x  yaitu  

xAx   (2.21) 

untuk suatu skalar  . Skalar   dinamakan nilai eigen dari A  dan x  dikatakan 

vektor eigen yang bersesuaian dengan  . 

Persamaan (2.21) dapat ditulis sebagai 

xAx   

IxAx   

0)(  xAI  

 

 

 

(2.22) 

dengan I  adalah matriks identitas. Persamaan (2.22) akan memiliki pemecahan 

taknol jika dan hanya jika 
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det 0)(  AI . (2.23) 

Persamaan (2.23) dinamakan persamaan karakteristik dari A  dan skalar yang 

memenuhi persamaan (2.23) adalah nilai eigen dari A . 

Pada matriks A  dengan ukuran ,nn  maka polinomial karakteristik A  mempunyai 

bentuk 

det 0...)( 2

2

1

1  

n

nnn cccAI   

dengan                 

Contoh 2.11 

Diberikan matriks .
01

23










A  

Tentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks .A  

Penyelesaian : 

a. Akan ditentukan nilai eigen dari matriks A  

det 0)(  AI  

det 0
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1
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












 

0232    

0)2)(1(   . 

Sehingga diperoleh nilai eigen dari matriks A  adalah 1  dan 2 . 
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b. Akan ditentukan vektor-vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen dari 

matriks A  

Untuk 1  

0)(  xAI  

0
11

22

2

1






















x

x
 









0

022

21

21

xx

xx
. 

Persamaan 022 21  xx , ekuivalen dengan 21 xx  . 

Misalkan tx 2 , maka tx 1  

.
1

1

2

1
t

t

t

x

x
x 


























  

Diambil 1t , maka diperoleh vektor eigen yang bersesuaian dengan  1  

adalah 









1

1
x . 

Untuk 2  

0)(  xAI  

0
21

21

2

1






















x

x
 









02

02

21

21

xx

xx
. 
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Persamaan 02 21  xx ,  ekuivalen dengan 
21 2xx  . 

Misalkan tx 2
, maka tx 21   

.
1

22

2

1
t

t

t

x

x
x 


























  

Diambil 1t , maka diperoleh vektor eigen yang bersesuaian dengan  2

adalah 









1

2
x . 

H. Bilangan Reproduksi Dasar (    

Definisi 2.10. (Diekman dan Heesterbeek, 2000) 

Bilangan reproduksi dasar merupakan jumlah rata-rata kasus individu terinfeksi 

yang disebabkan oleh satu individu terinfeksi selama masa terinfeksinya dalam 

keseluruhan populasi rentan. Bilangan reproduksi dasar dinotasikan dengan 
0R . 

 Jika 10 R
 
maka penyakit hanya menginfeksi kurang dari satu individu rentan 

sehingga kemungkinan penyakit akan hilang dari populasi. Jika 10 R
 
maka individu 

yang terinfeksi akan menginfeksi lebih dari satu individu yang rentan, sehingga 

penyakit akan menyebar. Sedangkan, jika 10 R  maka individu yang terinfeksi akan 

menularkan tepat kepada satu individu.  
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 Misalkan terdapat   kelas terinfeksi dan   kelas tidak terinfeksi, dan misalkan 

subpopulasi dari masing-masing kelas adalah       dan     . Model 

kompartemen (kelas) dapat dituliskan dalam bentuk 

 ̇  ),(),( yxyx ii   , dengan ni ,...,2,1  

 ̇  ),( yxj , dengan mj ,...,2,1 . 

(2.24) 

dengan  
i  merupakan matriks dari laju individu terinfeksi penyakit yang menambah 

kelas terinfeksi, 
i  merupakan matriks laju perkembangan penyakit, kematian, dan 

atau kesembuhan yang mengurangi populasi dari suatu kelas.  

 Perhitungan bilangan reproduksi dasar berdasarkan linearisasi dari Sistem 

persamaan diferensial yang didekati pada titik ekuilibrium bebas penyakit. Persamaan 

kompartemen terinfeksi yang telah dilinearisasi dapat ditulis sebagai berikut: 

 ̇  xVF )(   

dengan  F  dan V  matriks berukuran   x  , 

),0( 0y
u

F
j

i







 dan ),0( 0y

u
V

j

i







 

dengan ),0( 0y  adalah titik ekuilibrium bebas penyakit. 

Selanjutnya didefinisikan matriks K  sebagai berikut 
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1 FVK  

dengan K  disebut sebagai next generation matrix. Bilangan reproduksi dasar  (
0R ) 

dari model kompartemen adalah )()( 1

0

 FVKR   yaitu nilai eigen dari matriks 

K  (Driessche dan Watmough, 2002). 

Contoh 2.12 

Diberikan sistem persamaan diferensial sebagai berikut: 

)()()(
)(

tStItS
dt

tdS
   

)()()()(
)(

tItItItS
dt

tdI
   

)(
)(

tRI
dt

tdR
   

 

(2.25) 

dengan )(tS  menyatakan populasi individu rentan pada saat t , )(tI  menyatakan 

populasi individu terinfeksi pada saat t , dan )(tR  menyatakan populasi individu 

sembuh dari infeksi pada saat t . Sistem (2.25) mempunyai titik ekuilibrium bebas 

penyakit )0,0,1(0 E . Next generation matrix dapat diperoleh dari kelas I , sehingga 

kelas I dapat dituliskan sebagai berikut: 

    IRSIRSI ,,,,    
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dengan  SI   dan  II   , maka hasil linearisasi dari   dan  masing-

masing adalah  SF   dan   V . Sehingga diperoleh Next generation matrix 

sebagai berikut: 

 



















  S

SFVK
11

. (2.26) 

Selanjutnya, substitusikan nilai titik ekuilibrium bebas penyakit )0,0,1(0 E  ke 

Persamaan (2.26) diperoleh: 






K  

maka diperoleh nilai 
0R  dari Sistem (2.25) adalah 






0R . 

I. Kriteria Routh-Hurwitz 

 Nilai eigen dari matriks Jacobian digunakan untuk menentukan kestabilan. 

Nilai eigen dapat diperoleh dengan menentukan akar-akar persamaan karakteristik 

n

nnn pppIAp   ...)( 2

2

1

1  . Namun, seringkali dijumpai akar-akar 

dari persamaan karakteristik berupa parameter yang nilainya tidak mudah ditentukan. 

Sehingga diperlukan aturan/kriteria yang menjamin bahwa akar-akar persamaan 

karakteristik bernilai negatif atau ada persamaan karakteristik yang bernilai positif.  

Kriteria tersebut dikenal dengan kriteria Routh-Hurwitz. 
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Definisi 2.11. (Olsder & Woude, 2004) 

Kriteria Routh-Hurwitz: 

Semua akar-akar dari polinomial (2.27) memiliki bagian real negatif jika dan hanya 

jika tabel Routh-Hurwitz terdiri dari     baris dan semua elemen kolom pertama 

pada tabel memiliki tanda yang sama (semua elemen bertanda positif atau negatif). 

 Diberikan suatu persamaan karakteristik dari akar-akar persamaan matriks      

sebagai berikut: 

nn

nnn aaaaaIA  

  1

2

2

1

10 ...  (2.27) 

dengan 
ia , ni ,...,2,1,0  dan 00 a  merupakan koefisien dari persamaan 

karakteristik matriks A . Akar-akar dari Persamaan (2.27) dapat diketahui dengan 

menyusun tabel Routh sebagai berikut: 







321

321

531

420

ccc

bbb

aaa

aaa

 

dengan 
ib , 

ic , ni ,...,2,1  didefinisikan sebagai berikut: 

1

3021
1

a

aaaa
b


 , 

1

5041
2

a

aaaa
b


 ,…, 

1

12021

a

aaaa
b nn

n


  (2.28) 
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1

2131
1

b

baab
c


 , 

1

3151
2

b

baab
c


 ,…, 

1

11121

b

baab
c nn

n
 

  

Perhitungan dalam bentuk tabel Routh terus dilanjutkan hingga mendapatkan kolom 

pertama bernilai nol. 

J. Analisis Sensitivitas 

 Analisis sensitivitas digunakan untuk menentukan parameter-parameter dan 

kondisi awal mana (input) mempengaruhi kuantitas yang diperlukan (output) dari 

model. Analisis sensitivitas memberikan informasi sejauh mana pentingnya setiap 

parameter model dalam penyebaran penyakit. Ada dua jenis analisis sensitivitas yakni 

analisis sensitivitas lokal dan global. Pada analisis sensitivitas lokal menggunakan 

teknik one-at-a-time (OAT) yakni metode yang paling mendasar dengan diferensiasi 

parsial, di mana berbagai parameter nilai diambil satu per satu. Sedangkan pada 

analisis sensitivitas global semua input divariasikan secara bersamaan di seluruh 

ruang input, biasanya menggunakan pendekatan berbasis sampling yang sering 

diimplementasikan dengan metode Monte-Carlo (Marino, dkk, 2008). 

Defini 2.12 (Chitnis, 2008) 

Normalized sensitivity index, diperoleh dengan indeks sensitivitas normalisasi dari 

variabel V, terdiferensial pada parameter p, didefinisikan sebagai berikut: 
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V

p

p

V
I V

p



  (2.29) 

dimana V  adalah variabel yang akan dianalisis dan p  adalah parameter. 

Indeks sensitivitas tersebut akan digunakan untuk mengetahui pengaruh setiap 

parameter terhadap epidemi dari suatu penyakit, sehingga dapat dilakukan intervensi 

dalam rangka mengendalikan penyebarannya. 

Contoh 2.12 (Roberta U. Hurint dkk, 2017) 

Diketahui bilangan reproduksi dasar (
0R ) dan titik endemik kelas Exposed ( *E ) 

dalam penelitian Roberta U. Hurint (2017) mengenai analisis sensitivitas model 

epidemi SEIR sebagai berikut: 

))((
0






R

 





)(

)(
*

2






N
E

 

a. Akan dihitung indeks sensitivitas parameter   terhadap 0R  menggunakan 

Persamaan (2.29) 

0

00

R

R
I

R 







  
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





 ))((

)()(

))((
22






  

.1  

Karena 10 
R

I   maka dengan menaikkan (menurunkan) nilai parameter   

sebesar 10% akan menaikkan (menurunkan) nilai 0R  sebesar 10%. 

b. Akan dihitung indeks sensitivitas parameter   terhadap *E  menggunakan 

Persamaan (2.29) 
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
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dengan mensubstitusi nilai parameter yang diketahui dalam model yaitu  = 

1.428,  =1/7,  =1/8, dan  =1/23.725 diperoleh 
*EI  =0,111. Artinya dengan 

menaikkan (menurunkan) nilai parameter   sebesar 10% akan menaikkan 

(menurunkan) nilai *E  sebesar 1,11%. 


