BAB 11
KAJIAN PUSTAKA
Pada Bab II ini akan diuraikan beberapa definisi, aksioma, postulat, dan
teorema terkait yang digunakan sebagai landasan pada bagian pembahasan
selanjutnya. Bab ini akan memuat geometri Euclid, geometri hiperbolik, dan

logaritma asli.

A. Geometri Euclid

Geometri Euclid merupakan geometri yang paling dikenal. Geometri ini
dikembangkan oleh Euclides melalui karya "The Elements" yang terdiri dari 13
buku. Buku pertama memuat 5 definisi, 5 postulat, 5 aksioma, dan 48 teorema
(Hadiwidjojo, 1986: 1.9). Geometri Euclid didasarkan pada lima asumsi dasar
yang disebut aksioma atau postulat (Greenberg, 1994: 14). Euclid membedakan
antara aksioma yang berlaku umum dan postulat yang berlaku untuk sains
tertentu. Postulat atau aksioma digunakan sebagai dasar penentuan objek dan
konsep dari geometri. Berikut ini adalah lima asumsi dasar yang disebut aksioma

atau postulat Euclid.

Aksioma 2.1 Postulat Pertama Euclid (Greenberg, 1994: 14)

Untuk setiap titik A dan titik B yang berbeda terdapat tunggal garis | yang
melalui titik A dan titik B.

Postulat pertama Euclid menyatakan bahwa untuk sebarang dua titik

menentukan suatu garis tunggal. Garis tunggal yang melalui titik A dan titik B

disimbolkan dengan AB atau L.



Aksioma 2.2 Postulat Kedua Euclid (Greenberg, 1994: 15)

Untuk setiap ruas garis AB dan setiap ruas garis CD terdapat sebuah titik
sehingga titik B diantara A dan E dan ruas garis CD kongruen dengan ruas garis
BE.

A B E

Gambar 2.1. Kongruensi Ruas Garis

Gambar 2.1 menunjukkan ruas garis BE yang kongruen dengan ruas garis
CD dan ruas garis BE merupakan perpanjangan ruas garis AB. Postulat Kedua
Euclid berarti bahwa suatu ruas garis dapat diperpanjang secara kontinu menjadi

garis lurus.

Aksioma 2.3 Postulat Ketiga Euclid (Greenberg, 1994: 15)

Untuk setiap titik O dan setiap titik A yang berbeda dengan titik O terdapat
sebuah lingkaran dengan pusat O dan jari-jari OA.

Gambar 2.2. Lingkaran dengan Pusat O Jari-Jari r

Gambar 2.2 menunjukkan lingkaran dengan titik pusat O dan jari-jari OA.

Definisi lingkaran dan unsur-unsurnya akan dibahas pada subbab berikutnya.



Postulat ketiga Euclid menyatakan bahwa melalui sebarang titik pusat dan

sebarang jarak dapat dilukis suatu lingkaran.

Aksioma 2.4 Postulat Keempat Euclid (Greenberg, 1994: 18)
Setiap sudut siku-siku adalah kongruen satu sama lain.

Postulat Keempat Euclid menyatakan bahwa untuk setiap sudut siku-siku

memiliki besar yang sama.

Aksioma 2.5 Postulat Kelima Euclid (Greenberg, 1994: 19)

Untuk setiap garis | dan setiap titik P tidak pada garis | terdapat tepat satu garis
m melalui P yang sejajar dengan garis 1.

P

!
Gambar 2.3. Garis-Garis Sejajar m || |

Gambar 2.3 menunjukkan dua garis sejajar pada geometri Euclid yaitu
m || [. Postulat Kelima Euclid atau Postulat Kesejajaran Euclid menyatakan
bahwa hanya ada tepat satu garis sejajar melalui suatu titik di luar garis yang
diketahui. Pada geometri Euclid dua garis sejajar mempunyai jarak yang sama dan

tidak akan pernah berpotongan.

Empat aksioma FEuclid yang pertama dapat diterima oleh para
matematikawan dan dijadikan sebagai dasar untuk menentukan objek dan konsep
geometri, baik untuk geometri Euclid ataupun sistem geometri yang lain.

Selanjutnya akan dibahas objek dan konsep dasar geometri Euclid sebagai
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landasan untuk menentukan objek dan konsep dasar pada geometri hiperbolik.
Objek dan konsep dasar geometri yang penting adalah titik, garis, jarak, setengah

bidang, besar sudut dan luas daerah.

Aksioma 2.6 Postulat Eksistensi (Venema, 2012: 36)

Kumpulan semua titik membentuk suatu himpunan tak kosong. Ada lebih dari satu
titik pada himpunan tersebut.

Aksioma 2.6 menyatakan bahwa titik merupakan unsur pangkal namun
dapat ditunjukkan keberadaannya. Jika sebarang dua titik dapat ditunjukkan

keberadaannya maka keberadaan titik yang lebih banyak akan mengikuti.

Aksioma 2.7 Postulat Insidensi (Venema, 2012: 36)

Setiap garis merupakan suatu himpunan titik. Untuk setiap pasang titik berbeda A
dan B terdapat tunggal garis | sehingga A € [ dan B € .

ohs
oo ¢

Gambar 2.4. Garis AB

Gambar 2.4 menunjukkan garis AB yang melalui titik A dan B. Garis AB
tidak memiliki titik pangkal dan titik ujung. Aksioma 2.7 mempunyai pengertian
yang sama dengan Postulat Pertama Euclid yaitu sebarang dua titik berbeda
menentukan suatu garis tunggal. Aksioma 2.7 menjadi asumsi dasar bahwa garis

merupakan unsur pangkal yang tidak didefinisikan.

Pada suatu garis dikenal istilah keantaraan titik-titik. Titik C berada di

antara A dan B pada garis [ jika ketiga titik tersebut memenuhi kondisi berikut,
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A C B [

Gambar 2.5. Titik C Berada di Antara A dan B

Gambar 2.5 menunjukkan bahwa titik A dan C berada pada garis [, kondisi

tersebut disebut kolinier atau segaris.

Definisi 2.1 Kolinier (Venema, 2012: 37)

Tiga titik A, B, dan C disebut kolinier jika terdapat suatu garis | sedemikian
hingga A, B, dan C terletak pada garis L.

Titik-titik kolinier selanjutnya disebut sebagai titik-titik yang segaris. Relasi

keantaraan antara titik 4, C, dan B disimbolkan dengan A * C * B.

Selanjutnya akan dibahas objek geometri lain yang berkaitan dengan relasi

keantaraan yaitu ruas garis dan sinar garis.

Definisi 2.2 Ruas Garis (Murdanu, 2003: 3)

Suatu ruas garis yang ditentukan oleh titik berlainan A dan B adalah himpunan
titik-titik yang terdiri dari titik A dan titik B sebagai ujung dan semua titik di
antara A dan B.

A B

Gambar 2.6. Ruas Garis AB

Gambar 2.6 menunjukkan ruas garis AB dengan titik ujung A dan B. Ruas
garis AB memuat titik ujung A dan B serta himpunan semua titik di antara A dan
B. Suatu sinar garis memuat semua titik di antara dua titik ujung dan kedua titik
ujung itu sendiri. Karena memuat dua titik ujung maka ruas garis adalah terbatas

sehingga dapat diukur.
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Definisi 2.3 Sinar Garis (Murdanu, 2003: 3)

Misalkan O merupakan suatu titik pada garis g. Suatu sinar garis pada garis g
adalah himpunan titik-titik yang terdiri dari titik O sebagai pangkal dan semua
titik yang sepihak terhadap O pada g. Sinar garis dengan pangkal O dan memuat

titik A dilambangkan dengan 0A.

O A g

Gambar 2.7. Sinar Garis OA

Gambar 2.7 menunjukkan sinar garis 04 dengan titik pangkal A. Sinar

garis mempunyai titik pangkal dan tidak mempunyai titik ujung.

Setelah membahas garis, ruas garis, dan sinar garis, selanjutnya akan

dibahas ukuran dari suatu ruas garis yang disebut panjang suatu ruas garis.

Definisi 2.4 Panjang Ruas Garis (Venema, 2012: 38)

Panjang ruas garis AB yang disimbolkan dengan AB merupakan jarak dari titik
A ke titik B.

Definisi 2.4 menyatakan bahwa panjang suatu ruas garis dan jarak antara
dua titik adalah sama, sehingga panjang ruas garis dapat diperoleh dengan
menentukan jarak antara dua titik. Sebelumnya telah dibahas panjang ruas garis
yang memuat istilah jarak, oleh karena itu selanjutnya akan dibahas jarak. Jarak
merupakan salah satu unsur yang penting dalam geometri Euclid, pada
pembahasan ini jarak yang dimaksud adalah jarak antara dua titik. Menurut Moise
(1990: 56), setiap pasang titik yang berkorespondensi dengan suatu bilangan nyata
disebut jarak antara dua titik. Jarak dalam geometri Euclid dinyatakan dalam

Postulat Penggaris.
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Aksioma 2.8 Postulat Penggaris (Venema, 2012: 37)

Untuk setiap pasang titik A dan B ada sebuah bilangan bulat AB, disebut jarak
titik A ke B. Untuk setiap garis | terdapat korespondensi satu-satu dari | ke
bilangan nyata R sehingga jika titik A dan B adalah titik pada garis yang sesuai
dengan bilangan nyata x dan y maka AB = |x — y|.

Postulat Penggaris menyatakan ukuran jarak dan memungkinkan untuk
memperkenalkan sistem koordinat pada suatu garis. Aksioma 2.8 menyatakan
bahwa jarak merupakan suatu fungsi yang memasangkan setiap titik pada suatu
garis dengan suatu bilangan nyata. Jarak disimbolkan dengan d, misalkan jarak
antara titik A dan B dapat disimbolkan dengan d(4, B) = AB. Selanjutnya akan

dibahas Postulat Jarak.

Aksioma 2.9 Postulat Jarak (Moise, 1990: 57)

Misalkan d adalah fungsi jarak, S adalah himpunan titik-titik, | adalah suatu
garis.

1. Fungsi jarak d yaitu d:S X S = R, dengan S merupakan himpunan titik-
titik pada l.

2. Untuk setiap titik A dan B berlaku d (A, B) = 0.

d(A, B) = 0 jika dan hanya jika A = B.

4. d(A,B) = d(B, A) untuk setiap A, B € S.

w

Postulat Jarak pertama menyatakan bahwa jarak memasangkan setiap titik
pada suatu garis dengan suatu bilangan nyata. Postulat Jarak kedua menyatakan
bahwa jarak merupakan bilangan nyata tak negatif. Postulat Jarak ketiga
menyatakan bahwa untuk setiap dua titik yang sama tidak mempunyai jarak.

Postulat Jarak keempat menyatakan bahwa jarak bersifat simetri.

Selanjutnya akan dibahas pemisahan suatu bidang pada geometri Euclid,

pemisahan bidang digunakan sebagai dasar pembagian atau pemisahan suatu
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daerah poligon. Sebelum membahas pemisahan bidang, akan dibahas mengenai

bidang konveks terlebih dahulu.

Definisi 2.5 Bidang Konveks (Venema, 2012: 46)

Suatu bidang S disebut konveks jika untuk setiap pasangan titik A dan B anggota
S, maka setiap ruas garis AB termuat dalam S.

/)

(a) (b)

Gambar 2.8. (a) Bidang Konveks: (b) Bidang Nonkonveks

Gambar 2.8 (a) menunjukkan bidang konveks dengan titik A dan B dan
ruas garis AB berada di dalam § secara bersama-sama, hal ini bersesuaian dengan
Definisi 2.5. Gambar 2.8 (b) menunjukkan bidang nonkonveks dengan titik A dan
B berada pada S, namun ruas garis yang menghubungkan titik A dan B tidak

berada di dalam S secara keseluruhan.

Selanjutnya akan dibahas Postulat Pemisahan Bidang yang menjelaskan

bahwa suatu garis dapat membagi suatu bidang menjadi setengah bidang.

Aksioma 2.10 Postulat Pemisahan Bidang (Venema, 2012: 46)

Untuk setiap garis 1, titik-titik yang tidak terletak pada garis | membentuk dua
daerah terpisah, himpunan tak kosong H, dan H,, disebut setengah bidang yang
dibatasi oleh | sehingga memenuhi kondisi berikut:

1. Setiap H, dan H, adalah konveks.
2. Jika A € H, dan B € H,, maka AB berpotongan dengan l.
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Pemisahan bidang oleh suatu garis dapat membentuk objek dasar lain pada

geometri Euclid yaitu sudut.

Definisi 2.6 Sudut (Ariawan, 2014: 8)

Sudut adalah gabungan dua buah sinar garis yang titik pangkalnya bersekutu.

B

A
C

Gambar 2.9. Sudut ZBAC

Gambar 2.9 menunjukkan sudut dengan titik pangkal A dan disimbolkan
dengan £ZBAC. Sudut £BAC terbentuk dari dua sinar garis AB dan AC yang
mempunyai titik pangkal sama yaitu titik A. Sudut mempunyai unsur-unsur yaitu
titik sudut dan kaki sudut, pada Gambar 2.9 titik A merupakan titik sudut dan
sinar garis AB dan AC merupakan kaki sudut. Selain itu juga terdapat interior dan

eksterior sudut, namun hanya akan dibahas mengenai interior sudut.

Definisi 2.7 Interior Sudut (Ariawan, 2014: 8)

Daerah dalam (interior) sudut £BAC adalah irisan setengah bidang terbuka yang
memuat himpunan titik yang sepihak dengan B terhadap AC dan setengah bidang
terbuka yang memuat himpunan titik yang sepihak dengan C terhadap AB.
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Berikut ini akan diberikan ilustrasi interior suatu sudut seperti pada Gambar 2.10.

B

—& -

A C

Gambar 2.10. Interior Sudut

Gambar 2.10 menunjukkan interior sudut ZBAC. Seperti halnya ruas garis,
suatu sudut memiliki ukuran yang disebut besar sudut. Penentuan besar suatu

sudut didasarkan pada Postulat Busur.

Aksioma 2.11 Postulat Busur (Venema, 2012: 51)

Untuk setiap sudut £BAC terdapat suatu bilangan nyata m(£BAC) disebut besar
sudut £BAC sedemikian hingga kondisi berikut terpenuhi.

1. 0 £ m(4£BAC) < 180untuk setiap sudut £BAC.
2. m(¢BAC) = 0 jika dan hanya jika AB = AC.
3. Untuk setiap bilangan nyata a, 0 < a < 180 dan untuk setiap setengah

bidang H yang dibatasi oleh garis AB terdapat tunggal sinar garis AE
sehingga E berada pada H dan m(«BAE) = a .

4. Jika sinar garis AD diantara sinar garis AB dan AC, maka
m(£BAD) +m(4DAC) =m(£BAC).

Bagian pertama postulat busur menjelaskan bahwa setiap sudut
mempunyai besar sudut berupa bilangan nyata yang kurang dari 18Q Bagian
ketiga postulat menyatakan bahwa sinar garis AE adalah tunggal dan titik £ tidak

tunggal. Salah satu satuan besar sudut adalah derajat yang disimbolkan dengan
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non

. Derajat tidak mempunyai dimensi dan besar sudut merupakan suatu bilangan

nyata (Venema, 2012: 52).

Pembahasan selanjutnya adalah bangun datar paling sederhana pada

geometri Euclid yaitu segitiga.

Definisi 2.8 Segitiga (Venema, 2012: 49)

Misalkan A, B, dan C merupakan tiga titik tak segaris. Segitiga AABC terdiri dari
gabungan tiga ruas garis AB, BC, dan AC sehingga AABC = AB U BC U AC.

B

A
Gambar 2.11. Segitiga AABC

Gambar 2.11 menunjukkan segitiga ABC pada geometri Euclid. Titik 4, B,
dan C disebut titik sudut segitiga dan ruas garis AB,BC, dan AC disebut sisi
segitiga. Segitiga pada geometri Euclid disimbolkan dengan AABC. Selanjutnya,
akan dibahas poligon pada geometri Euclid dengan banyak titik sebanyak n dan

poligon terbentuk untuk n > 3.

Definisi 2.9 Poligon (Venema, 2012: 205)

Misalkan Py, P,, ..., B, merupakan n titik berbeda dengan n = 3 sedemikian
hingga tidak ada tiga titik yang segaris. Selanjutnya, sebarang dua ruas garis

dari P;P,,P,P;, ..., P,_1P, dan B,P; saling asing atau mempunyai titik ujung
yang sama. Jika kondisi tersebut terpenuhi, maka titik Py, P,, ..., P, menentukan
sebuah poligon. Poligon didefinisikan sebagai gabungan ruas garis
P, P,, P,Ps, ..., Pa_1 B, dan disimbolkan dengan P,P, ... P, atau PP, ...P, = PP, U
P,P; U ..UP,_,P,.
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Titik Py, P,,...,B, disebut titikk sudut poligon dan ruas garis

P, P,,P,P;, ..., P,_1P, disebut sisi poligon. Titik poligon sebanyak n akan
membentuk poligon sebanyak n sisi, sehingga untuk selanjutnya n menyatakan
banyak sisi poligon. Suatu poligon dengan banyak sisi n disebut poligon n sisi.
Pada tulisan ini akan dibahas poligon konveks, sehingga perlu didefinisikan

poligon konveks secara umum terlebih dahulu.

Definisi 2.10 Poligon Konveks (Moise, 1990: 390)

Diketahui poligon PP, ... B, dengan titik sudut P,,P,, ..., P,. Jika setiap pasang
titik sudut berdekatan P;, P;., dan setiap titik sudut poligon yang lain sepihak

dengan garis P,P,,1 maka poligon tersebut konveks.

Definisi 2.10 menyatakan bahwa jika titik P;, P;;q, P;y, merupakan tiga
titik berdekatan maka setiap titik yang lain (jika ada) berada pada interior sudut

LPPi1Piys.

Selanjutnya akan dibahas Postulat Luas yang digunakan sebagai dasar
penentuan luas pada geometri Euclid dan geometri hiperbolik. Sebelum
membahas luas akan dibahas daerah segitiga dan daerah poligon terlebih dahulu
karena luas merupakan ukuran dari suatu daerah. Pertama akan dibahas mengenai

interior segitiga terlebih dahulu.

Definisi 2.11 Interior Segitiga (Venema, 2012: 167)

Misalkan AABC merupakan suatu segitiga. Interior dari AABC yang disimbolkan
dengan 1 n@AABC) merupakan irisan interior dari ketiga sudut £ABC,2ACB,
dan £BAC.

Interior suatu segitiga merupakan himpunan konveks karena didefinisikan

sebagai irisan dari himpunan konveks. Interior memuat titik di dalam segitiga
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namun tidak memuat titik pada segitiga tersebut. Titik pada interior segitiga
merupakan titik yang berada didalam interior ketiga sudut segitiga. Selanjutnya

akan dibahas mengenai daerah suatu segitiga.

Definisi 2.12 Daerah Segitiga (Venema, 2012: 168)

Misalkan AABC merupakan suatu segitiga. Daerah segitiga merupakan
subhimpunan T dari bidang yang memuat semua titik pada segitiga dan
interiornya, T = AABC U1 ntAABC).

B

A
Gambar 2.12. Daerah Segitiga AABC

Gambar 2.12 menunjukkan daerah segitiga yang terdiri dari interior
segitiga AABC (daerah yang diarsir) dan segitiga AABC. Daerah segitiga pada
tulisan ini disimbolkan dengan T. Titik dan sisi segitiga disebut titik dan sisi dari
daerah segitiga. Interior daerah segitiga dapat dipandang sebagai interior dari
segitiga yang disimbolkan dengan I n¢T) =1 n€AABC). Definisi 2.12
menyatakan bahwa segitiga dan daerah segitiga berbeda. Daerah segitiga dapat

ditentukan ukurannya yang dinyatakan sebagai luas.

Selanjutnya akan dibahas daerah poligon. Pada tulisan ini, poligon yang

dimaksud merupakan poligon konveks.
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Definisi 2.13 Daerah Poligon (Moise, 1990: 184)

Suatu daerah poligon merupakan gabungan dari daerah segitiga berhingga,
sehingga jika dua daerah segitiga saling beririsan maka irisannya berupa sisi
atau titik sudut daerah segitiga tersebut.

Definisi 2.13 mengakibatkan daerah poligon merupakan gabungan dari poligon
dan interiornya, hal ini sesuai dengan Definisi 2.12 mengenai daerah segitiga.
Jadi, daerah poligon konveks merupakan gabungan dari poligon konveks dan
interiornya. Daerah poligon pada tulisan ini disimbolkan dengan R. Selanjutnya
akan dibahas cara membagi suatu daerah poligon menjadi daerah segitiga yang

disebut triangulasi.

Definisi 2.14 Triangulasi (Venema, 2012: 168)

Triangulasi dari daerah poligon merupakan pemisahan daerah tersebut menjadi
daerah-daerah segitiga sedemikian rupa sehingga definisi daerah poligon
terpenuhi. Secara khusus, triangulasi daerah poligon R merupakan gabungan
dari daerah segitiga T4, T, ..., Ty, sedemikian hingga R =T, UT, U ...UT,, dan
untuk setiap i # j, T; N T merupakan himpunan kosong atau T; N T merupakan

sisi dari T; dan sisi dari T;.

Daerah poligon dapat dibagi menjadi beberapa daerah segitiga sesuai
dengan Definisi 2.14, cara pembagian suatu daerah poligon tidak hanya satu
namun ada tak hingga banyak cara (Moise, 1990: 185). Salah satu cara pembagian

daerah poligon adalah menggunakan triangulasi bintang.

Definisi 2.15 Triangulasi Bintang (Millman & Parker, 1991: 265)

Diketahui daerah poligon konvek R dengan Py, P,, ..., P, titik sudut dan P titik di
dalam interior R. Himpunan daerah segitiga dengan titik sudut P bersama
dengan sepasang titik poligon berdekatan dari daerah R disebut triangulasi
bintang.
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Contoh 2.1.

Berikut ini merupakan contoh triangulasi bintang terhadap daerah poligon lima

sisi dengan pusat triangulasi P.

Gambar 2.13. Triangulasi Bintang pada R

Gambar 2.13 menunjukkan triangulasi bintang dengan pusat di P terhadap
daerah poligon dengan lima titik yaitu P;, P,, P;, P, dan P;. Daerah poligon
tersebut terbagi menjadi lima daerah segitiga yaitu T4,T,, T3, T4 dan Ts, setiap

daerah segitiga memuat segitiga dengan satu titik yang sama yaitu P.

Definisi 2.16 (Venema, 2012: 169)

Dua daerah poligon Rqdan R, tidak saling tumpang tindih jika R4 N R, hanya
memuat bagian sisi dari masing-masing. Secara khusus, jika T merupakan salah
satu daerah segitiga pada Ry dan T, merupakan salah satu daerah segitiga pada
Ry, maka (IntT{) NTy =@ dan Ty N (Int Ty) = @.

Dua daerah segitiga tidak saling tumpang tindih jika dan hanya jika
interior segitiganya saling asing. Setelah membahas bangun datar Euclid yaitu
segitiga dan poligon beserta daerahnya, selanjutnya akan dibahas Postulat Luas

yang disajikan pada Aksioma 2.12.
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Aksioma 2.12 Postulat Luas (Venema, 2012: 169)

Setiap daerah poligon R berkorespondensi dengan suatu bilangan nyata tak
negatif f(R), disebut luas dari R, sehingga kondisi berikut terpenuhi.

1. Jika dua segitiga adalah kongruen, maka kedua daerah segitiga tersebut
mempunyai luas yang sama.

2. Jika R merupakan gabungan dari dua daerah poligon yang tidak saling
tumpang tindih Ry dan Ry, maka f(R) = f(R1) + f(R3).

Aksioma 2.12 terdiri dari dua postulat. Postulat pertama yaitu postulat
kekongruenan menyatakan bahwa dua segitiga yang kongruen mempunyai ukuran
luas daerah yang sama. Postulat kedua yaitu postulat penjumlahan menunjukkan
bahwa luas daerah poligon dapat diperoleh dari penjumlahan setiap daerah
poligon hasil pembagian daerah poligon utama. Luas suatu daerah poligon

mempunyai nilai tak negatif.

Selain definisi objek dasar dan beberapa sifatnya tersebut, terdapat konsep
lain yaitu kesejajaran Euclid yang didasarkan pada Postulat Kesejajaran Euclid.
Postulat Kesejajaran Euclid telah diuraikan pada Aksioma 2.5. Menurut
Greenberg (1994: 19), garis-garis sejajar adalah sebarang dua garis yang tidak

saling berpotongan atau tidak ada titik persekutuan antara kedua garis tersebut.

Selanjutnya akan dibahas bidang pada geometri Euclid yang digunakan
untuk menyajikan geometri hiperbolik yaitu lingkaran. Lingkaran pada geometri
Euclid mempunyai beberapa unsur dan sifat. Unsur-unsur lingkaran pada geometri

Euclid diantaranya adalah diameter, busur, tali busur, dan garis singgung.

Menurut Moise (1990: 224), lingkaran pada geometri Euclid merupakan

himpunan titik-titik yang berjarak sama terhadap suatu titik tertentu yang disebut
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pusat lingkaran. Jarak yang dimaksud merupakan jari-jari dari lingkaran tersebut

dan disimbolkan dengan 7.

Definisi 2.17 Lingkaran (Murdanu, 2003: 25)

Lingkaran adalah himpunan titik-titik sebidang yang berjarak sama terhadap
suatu titik tertentu. Titik tertentu tersebut dinamakan titik pusat.

A

Gambar 2.14. Lingkaran a (0, 1)

Gambar 2.14 menunjukkan lingkaran dengan titik pusat O dan jari-jari 7.
Definisi 2.17 merupakan aplikasi dari Aksioma 2.3 yaitu melalui sebarang titik
dan sebarang jari-jari dapat dilukis suatu lingkaran. Pada tulisan ini, lingkaran
disimbolkan huruf Yunani misalnya a. Selanjutnya akan dibahas unsur lingkaran

yaitu diameter, busur, tali busur, dan garis singgung lingkaran.

Definisi 2.18 Diameter dan Tali Busur (Venema, 2012: 196)

Misalkan a(0,r) adalah suatu lingkaran. Sebuah tali busur lingkaran a(O,1)
adalah ruas garis yang menghubungkan dua titik P dan Q pada a(0, ). Dua titik
P dan Q pada a(0,7) disebut titik berlawanan jika P x O x Q. Pada kasus P dan

Q adalah titik berlawanan, tali busur PQ disebut diameter lingkaran.
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Selanjutnya akan diilustrasikan tiga unsur lingkaran yaitu tali busur, busur

dan diameter seperti pada Gambar 2.15.

Gambar 2.15. Tali Busur PQ, dan Busur PQ, Diameter AB

Gambar 2.15 menunjukkan unsur-unsur lingkaran yaitu busur, tali busur,
dan diameter. Titik P dan @ berada pada lingkaran dan dihubungkan oleh suatu
ruas garis PQ yang disebut tali busur. Ruas garis lengkung yang menghubungkan
titik P dan Q disebut busur PQ. Diameter AB memuat tiga titik segaris yaitu titik
A, 0, dan B. Ruas garis OA dan OB merupakan jari-jari lingkaran a, sehingga
diameter AB merupakan gabungan dari dua jari-jari OA dan OB. Oleh karena itu,
diameter suatu lingkaran memiliki ukuran dua kali jari-jari lingkaran tersebut

(Venema, 2012: 196).

Lingkaran pada geometri Euclid dapat terbentuk jika terdapat suatu titik
pusat dan jari-jari sesuai dengan Postulat Ketiga Euclid yang tercantum pada
Aksioma 2.3. Interior lingkaran adalah himpunan semua titik pada bidang
lingkaran yang mempunyai jarak dengan titik pusat kurang dari jari-jari. Eksterior

lingkaran adalah himpunan semua titik pada bidang lingkaran yang mempunyai
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jarak dengan titik pusat lebih dari jari-jari (Moise, 1990: 224). Selanjutnya yang
dimaksud dengan lingkaran merupakan gabungan keliling dan interiornya. Pada
tulisan ini akan digunakan lingkaran satuan sebagai model bidang untuk
menyatakan geometri hiperbolik. Lingkaran satuan merupakan lingkaran yang
mempunyai ukuran jari-jari satu satuan dan berpusat di titik 0. Selanjutnya, akan

dibahas unsur lain pada lingkaran yaitu garis singgung lingkaran.

Definisi 2.19 Garis Singgung Lingkaran (Venema, 2012: 197)

Sebuah garis | bersinggungan dengan lingkaran « jika | melalui hanya satu titik
pada lingkaran a. Jika P adalah titik yang dilalui garis | pada lingkaran a, maka
garis | bersinggungan dengan lingkaran a pada P.

Gambar 2.16. Garis Singgung Lingkaran

Gambar 2.16 menunjukkan garis | merupakan garis singgung lingkaran

melalui titik P pada lingkaran.

Selanjutnya, akan dibahas hubungan antara dua lingkaran yaitu dua

lingkaran ortogonal.
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Definisi 2.20 Lingkaran Ortogonal (Venema, 2012: 278)

Dua lingkaran a dan y adalah ortogonal jika keduanya berpotongan pada dua
titik dan garis singgung masing-masing lingkaran saling tegak lurus pada kedua
titik potong tersebut.

Gambar 2.17. Dua Lingkaran Ortogonal

Gambar 2.17 menunjukkan dua lingkaran @ dan y merupakan dua
lingkaran yang ortogonal karena garis-garis singgung lingkaran y yaitu m dan [
saling tegak lurus secara berturut-turut dengan garis-garis singgung lingkaran «
yaitu p dan q pada titik A dan B. Kedua garis m dan [ menyinggung lingkaran y

pada titik potong antara lingkaran y dan « yaitu titik A dan B.

Salah satu transformasi pada bidang Euclid adalah inversi pada lingkaran.
Inversi merupakan pencerminan bidang terhadap suatu lingkaran. Inversi pada
lingkaran Euclid menjadi dasar dari penyajian objek pada geometri hiperbolik

menggunakan model Poincaré disk yang akan dibahas pada Bab I'V.
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Definisi 2.21 Inversi pada Lingkaran (Venema, 2012: 275)

Misalkan a = a(0, 1) suatu lingkaran. Inversi pada a merupakan transformasi
lp » yang didefinisikan oleh 1y ,(P) = P', untuk setiap P # O dan P' merupakan

titik pada OP sedemikian hingga (OP)(OP') = r2.

Definisi 2.21 menyatakan bahwa untuk setiap titik P pada bidang dapat
dikorespondensikan satu-satu dengan suatu titik invers P’. Jika P’ merupakan
invers dari P, maka P merupakan invers dari P'. Inversi terhadap titik O tidak
didefinisikan karena tidak terdapat titik yang berkorespondensi dengan titik O.
Inversi dapat membentuk suatu transformasi dengan dua cara. Pertama,
mengambil setiap titik pada bidang lingkaran a kecuali titik O, sehingga inversi
merupakan transformasi pada bidang a. Kedua, menambahkan suatu titik tak
hingga oo pada bidang «, sehingga titik O mempunyai titik korespondensi yaitu
titik oo (Venema, 2012: 275). Titik inversi P’ dapat dikonstruksi melalui tiga
kasus. Kasus pertama yaitu jika titik P berada di dalam a, maka titik inversi P’
berada diluar a. Kasus kedua yaitu jika P berada di luar a, maka titik inversi P’
berada di dalam a. Kasus ketiga yaitu jika P berada pada a, maka titik inversi P’
adalah titik P itu sendiri. Selanjutnya akan diberikan ilustrasi untuk kasus pertama

seperti pada Gambar 2.18.

=

[
S

Gambar 2.18. Inversi pada Lingkaran Kasus 1
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Gambar 2.18 menunjukkan ilustrasi dari kasus pertama yaitu titik P berada
di dalam a sehingga P’ berada di luar a. Konstruksi diperoleh melalui beberapa
langkah. Pertama, melalui titik P ditarik garis yang tegak lurus dengan garis (573,
dan misalkan titik T dan U merupakan dua titik perpotongan tegak lurus terhadap
a. Kedua, melalui titik T dan U masing-masing dilukis garis singgung terhadap «,
sehingga diperoleh titik potong kedua garis singgung tersebut dengan garis OP

yaitu titik P'. Titik P" merupakan titik inversi dari titik P di dalam a.

Selanjutnya akan diberikan ilustrasi inversi titik untuk kasus kedua seperti

pada Gambar 2.19.

Gambar 2.19. Inversi pada Lingkaran Kasus 2

Gambar 2.19 menunjukkan ilustrasi dari kasus kedua yaitu titik P berada
di luar @ sehingga P’ berada di dalam a. Konstruksi diperoleh melalui beberapa
langkah. Pertama, misalkan M merupakan titik tengah dari ruas garis OP dan f
merupakan lingkaran dengan pusat M dan jari-jari MP. Kedua, misalkan titik T
dan U merupakan titik perpotongan antara lingkaran a dan f. Ketiga, titik T dan

U dihubungkan menjadi ruas garis TU dan titik P’ merupakan titik perpotongan
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tegak lurus antara ruas garis TU dan garis OP. Titik P' merupakan titik inversi
dari titkk P di luar a. Selanjutnya, hanya akan digunakan kasus 1 untuk

menentukan objek pada geometri hiperbolik pada Bab IV.

Inversi mengakibatkan adanya cross-ratio atau perbandingan silang.

Selanjutnya akan diberikan definisi cross-ratio.

Definisi 2.22 Cross-ratio (Venema, 2012: 283)

Jika A,B,P,Q adalah titik berbeda dan segaris, maka cross-ratio (AB,PQ)

didefinisikan oleh (AB,PQ) = Ejg;?;g’ dengan AP,BQ,AQ dan BP merupakan
jarak Euclid.
d(B, P)
d(B,Q)
- o AP | . . -
P A B Q

Gambar 2.20. Ilustrasi Cross Ratio

Gambar 2.20 menunjukkan titik-titik P, A, B, dan Q adalah segaris.
Keempat titik tersebut mempunyai jarak untuk setiap dua titik misalnya titik A
dan P mempunyai jarak yang disimbolkan dengan d(4, P) atau AP. Setiap jarak
antara dua titik pada garis tersebut dapat dicari hubungannya melalui suatu

perbandingan yang disebut cross ratio.

Inversi memungkinkan terbentuknya sudut antara lingkaran dan garis.
Misalkan y adalah lingkaran dengan pusat O dan P adalah titik pada lingkaran.
Pilih titik kedua C sehingga C berada pada y dan C tidak berlawanan dengan P.

Busur lingkaran y dari P ke C disimbolkan dengan y(P,C). Secara khusus
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dinyatakan sebagai himpunan y(P,C) = {P,C} U {Q|Q berada pada y dan Q
merupakan interior dari ZPOC}. Busur lingkaran menentukan sebuah sinar garis
singgung pada P. Misalkan t adalah garis singgung lingkaran y pada P dan pilih
sebuah titik C* pada t sedemikian hingga C dan C* berada pada sisi yang sama
dari garis AP. Sinar garis PC* merupakan garis singgung terhadap busur y (P, C)
pada P. Berikut ini akan diberikan ilustrasi hubungan antara lingkaran dan sinar

garis singgung seperti pada Gambar 2.21.

1
1
1
1
g
1
1
1
1
1
1
1
1
o

A

Gambar 2.21. Hubungan Busur Lingkaran dan Sinar Garis Singgung

Gambar 2.21 menunjukkan ilustrasi dari busur lingkaran yaitu y (P, C) dan
sinar garis singgung lingkaran yaitu PC*. Busur y (P, C) terletak pada lingkaran y
dan sinar garis singgung PC* terletak pada garis t, keduanya mempunyai titik
ujung yang sama yaitu titik P yang terletak pada lingkaran y. Hubungan antara
busur lingkaran dan sinar garis singgung dapat membentuk suatu sudut antara

lingkaran dan garis singgungnya.

Definisi 2.23 (Venema, 2012: 281)

Sudut antara busur y(P,C) dan sinar garis P—Q) didefinisikan sebagai £C*PQ.
Jika y' adalah lingkaran kedua dan D adalah titik pada y', maka sudut antara
busur y(P,C) dany'(P, D) didefinisikan sebagai sudut £C*PD*.
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Gambar 2.22. Sudut yang Terbentuk Antara Lingkaran dan Garis Singgung

Gambar 2.22 (a) menunjukkan ilustrasi dari sudut antara busur lingkaran
y(P, C) dan sinar garis singgung PC*. Sudut yang terbentuk antara keduanya yaitu

£CPC* sama dengan sudut yang terbentuk antara dua sinar garis, PC* dan P_Q),
dengan titik ujung P yang terletak pada lingkaran y yaitu sudut £C*PQ. Gambar
2.22 (b) menunjukkan ilustrasi sudut yang terbentuk antara dua busur lingkaran
yaitu busur y(P,C) dan y(P,D). Sudut yang terbentuk antara keduanya yaitu
sudut 2CPD sama dengan sudut yang terbentuk antara dua sinar garis singgung
lingkaran y dan y’ berturut-turut PC* dan PD* yaitu sudut 2C*PD*. Sinar garis
singgung PC* dan PD* mempunyai titik ujung yang sama yaitu titik P yang
terletak pada lingkaran y dan y’. Ukuran besar sudut keduanya dapat ditentukan
dengan cara yang sama dengan pengukuran sudut pada Postulat Busur. Sudut
antara dua busur digunakan sebagai dasar penentuan sudut pada geometri

hiperbolik menggunakan suatu model bidang yang akan dibahas pada Bab IV.

B. Geometri Hiperbolik
Geometri hiperbolik merupakan geometri yang didasarkan pada keempat

Postulat Euclid yang pertama tanpa Postulat Kesejajaran Euclid (Ternes, 2013:
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14), sehingga objek dan konsep dasar seperti titik, garis, jarak dan sudut pada
geometri hiperbolik sama dengan geometri Euclid. Geometri tersebut didasarkan
pada postulat kesejajaran Lobachevsky. Dinamakan geometri hiperbolik karena
geometri tersebut ditunjukkan pada "horosphere” yang sesuai dengan model ruang
hiperbolik dengan garis diilustrasikan sebagai "horocycle” (Greenberg,1994: 185).
Oleh karena itu, pada subbab ini akan dibahas konsep geometri hiperbolik yang
berbeda dengan geometri Euclid yaitu Postulat Kesejajaran Hiperbolik, segitiga

hiperbolik, segitiga asimtotik, dan Teori Luas Lobachevsky.

1. Postulat Kesejajaran Hiperbolik
Geometri hiperbolik atau geometri Lobachevsky didasarkan pada Postulat

Kesejajaran Hiperbolik yang berbeda dari Postulat Kesejajaran Euclid.

Aksioma 2.13 Postulat Kesejajaran Hiperbolik (Venema, 2012: 21)

Untuk setiap garis | dan untuk setiap titik P yang tidak terletak pada l, terdapat
paling sedikit dua garis my dan m, sehingga P terletak pada keduanya dan
keduanya sejajar 1.

Aksioma 2.13 menyatakan bahwa melalui suatu titik diluar suatu garis
diketahui dapat dilukis paling sedikit dua garis yang sejajar melalui garis
diketahui tersebut. Akibatnya ada tak hingga banyak garis sejajar yang dapat
dilukis melalui suatu titik di luar garis diketahui. Hal tersebut berbeda dengan
geometri Euclid karena pada geometri hanya terdapat tepat satu garis yang sejajar
melalui suatu titik di luar garis diketahui. Postulat Kesejajaran Hiperbolik
merupakan ingkaran dari Postulat Kesejajaran Euclid. Hal tersebut ditegaskan

melalui Teorema 2.1.
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Teorema 2.1 (Venema, 2012: 105)

Postulat  Kesejajaran Hiperbolik setara dengan ingkaran dari Postulat
Kesejajaran Euclid.

Bukti:
Teorema 2.1 dapat diartikan sebagai "jika Postulat Kesejajaran Euclid salah
maka Postulat Kesejajaran Hiperbolik benar". Asumsikan bahwa Postulat
Kesejajaran Euclid salah, maka persegi tidak ada. Hal tersebut kontradiksi
dengan Aksioma Clairaut pada geometri Euclid yang menyatakan bahwa
"ada persegi". Pada geometri hiperbolik tidak ada persegi sehingga Postulat
Kesejajaran Euclid salah dan Postulat Kesejajaran Hiperbolik benar. Jadi,
terbukti bahwa Postulat Kesejajaran Hiperbolik merupakan ingkaran dari

Postulat Kesejajaran Euclid. m

Garis-garis sejajar pada geometri hiperbolik dapat dibagi menjadi
beberapa macam berdasarkan ada atau tidaknya garis tegak lurus persekutuan dan
banyaknya garis yang sejajar melalui suatu titik diluar garis yang diketahui.
Sebelum membahas garis-garis sejajar pada geometri hiperbolik, akan diuraikan
sinar sejajar asimtotik dan garis sejajar asimtotik. Sinar sejajar asimtotik
merupakan sinar-sinar garis hiperbolik dengan titik ujung berbeda dan tidak akan

pernah berpotongan pada arah yang sama (Venema, 2012: 144).

Definisi 2.24 Sejajar Asimtotik (Venema, 2012: 152)

Dua garis dikatakan sejajar asimtotik jika keduanya memuat sinar sejajar
asimtotik.
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Gambar 2.23. Garis-Garis Sejajar Asimtotik

Gambar 2.23 menunjukkan dua garis hiperbolik m dan [ sejajar asimtotik
karena masing-masing memuat sinar garis sejajar asimtotik yaitu AB dan CD,

sinar garis AB termuat dalam garis m dan sinar garis CD termuat dalam garis 1.
Kedua sinar garis akan terus mendekat pada arah yang sama namun tidak akan
pernah berpotongan. Jadi, garis m dan garis [ akan terus mendekat pada salah satu

arah namun tidak akan pernah bertemu pada suatu titik.

Menurut Venema (2012: 152), terdapat dua bentuk kesejajaran pada
geometri hiperbolik. Bentuk pertama yaitu tidak semua garis-garis yang sejajar
dalam geometri hiperbolik mempunyai garis tegak lurus persekutuan dan disebut
garis-garis ultraparalel. Bentuk kedua yaitu garis-garis sejajar yang tidak

mempunyai garis tegak lurus persekutuan dan disebut garis-garis sejajar asimtotik.

Selain garis-garis sejajar asimtotik, pada geometri hiperbolik juga terdapat
istilah sudut kesejajaran. Sudut kesejajaran merupakan salah sifat yang dimiliki
oleh geometri hiperbolik akibat adanya sinar garis sejajar asimtotik. Berdasarkan
Postulat Kesejajaran Hiperbolik bahwa untuk sebarang titik P diluar garis [

terdapat dua garis yang sejajar dengan [.
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Gambar 2.24. Sudut Kesejajaran Hiperbolik

Gambar 2.24 menunjukkan sudut kesejajaran yang terbentuk oleh dua

garis sejajar hiperbolik melalui P diluar [. Dua garis sejajar tersebut membentuk
sebuh sudut D'PD, dari P ditarik sinar garis PA yang tegak lurus dengan [.

Pencerminan terhadap PA berarti bahwa 2£APD dan 2£APD’ memiliki ukuran sama
dan lancip. Sudut kesejajaran dapat digunakan untuk memahami segitiga, garis-
garis sejajar asimtotik, dan defek (defek akan dibahas pada subbab Teori Luas

Lobachevsky).

Berdasarkan Aksioma 2.13 yaitu Postulat Kesejajaran Hiperbolik
menyatakan bahwa melalui titik diluar suatu garis yang diketahui terdapat paling
sedikit dua garis yang sejajar dengan garis tersebut. Artinya ada tak hingga
banyak garis sejajar pada geometri hiperbolik, selanjutnya garis-garis yang sejajar
tersebut disebut garis multiparalel. Berikut ini akan diberikan ilustrasi gari-garis

multiparalel pada geometri hiperbolik.
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Gambar 2.25. Garis-Garis Multiparalel

Gambar 2.25 menunjukkan garis-garis yang sejajar dengan [ melalui P.
Pada Gambar 2.25, garis my, m, dan m; merupakan garis yang sejajar dengan
garis [. Oleh karena itu, paling sedikit ada dua garis yang sejajar melalui suatu
titik di luar garis diketahui, sehingga ada tak hingga banyak garis sejajar yang

dapat dilukis.

2. Segitiga Hiperbolik dan Segitiga Asimtotik

Segitiga pada geometri hiperbolik didefinisikan dan diilustrasikan sama
halnya dengan segitiga pada geometri Euclid yang tercantum pada Definisi 2.8.
Namun, pada geometri hiperbolik terdapat beberapa segitiga yang dipengaruhi
oleh suatu titik ideal. Oleh karena itu, akan dibahas titik ideal pada geometri
hiperbolik terlebih dahulu. Menurut Moise (1990: 71), titik ideal adalah titik
potong dari garis sejajar pada geometri hiperbolik. Titik ideal sebenarnya tidak
ada karena terletak di jauh tak hingga. Titik ideal pada Bab II ini disimbolkan

dengan (). Adanya titik ideal menentukan jenis segitiga pada geometri hiperbolik.

Pada geometri hiperbolik terdapat beberapa jenis segitiga yaitu segitiga

biasa dengan sisi berhingga dan segitiga asimtotik dengan sisi tak berhingga.
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Segitiga hiperbolik biasa didefinisikan seperti halnya segitiga Euclid yaitu tiga
titik tidak segaris dan setiap dua pasang titik berdekatan dihubungkan oleh suatu
ruas garis. Segitiga hiperbolik biasa mempunyai daerah segitiga yaitu gabungan
dari segitiga dan interiornya. Hal ini sama halnya dengan daerah segitiga pada
geometri Euclid yang tercantum pada Definisi 2.12 mengenai daerah segitiga
pada geometri Euclid. Oleh karena itu, daerah segitiga hiperbolik biasa dapat
ditentukan ukurannya yaitu berupa luas seperti halnya segitiga pada geometri

Euclid.

Selanjutnya, akan dibahas segitiga hiperbolik yang memuat sisi tak
berhingga dan titik ideal. Segitiga hiperbolik dengan suatu titik ideal disebut
segitiga asimtotik (Venema, 2012: 150). Segitiga asimtotik terbentuk karena

terdapat dua sinar garis yang sejajar asimtotik.

Definisi 2.25 Segitiga Asimtotik (Venema, 2012: 150)

Segitiga asimtotik memuat dua sinar garis sejajar dengan titik-titik ujung setiap
sinar garis dihubungkan oleh suatu ruas garis. Secara khusus, jika ﬁﬂﬁ maka
ADPAB = PD U PA U 4B.

Segitiga asimtotik merupakan salah satu jenis segitiga pada geometri
hiperbolik yang ditentukan oleh adanya sinar sejajar asimtotik dan titik ideal,
sehingga segitiga asimtotik dapat dibagi menjadi beberapa jenis berdasarkan
banyaknya titik ideal dan sinar sejajar asimtotik yang termuat. Oleh karena itu
akan dibahas jenis-jenis segitiga asimtotik hiperbolik berdasarkan banyaknya titik

1deal.
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a. Segitiga Single Asimtotik

Segitiga single asimtotik mempunyai satu titik ideal. Segitiga tersebut
memuat dua garis sejajar asimtotik yang selanjutnya disebut garis-garis sejajar
(Venema, 2012: 150). Segitiga single asimtotik mempunyai satu titik ideal yaitu ()
dan empat titik hiperbolik yaitu A4, B, D, P. Segitiga single asimtotik disimbolkan

dengan AAP(). Segitiga single asimtotik diilustrasikan seperti pada Gambar 2.26.

P

A

Gambar 2.26. Segitiga Single Asimtotik

Gambar 2.26 menunjukkan segitiga single asimtotik karena segitiga

tersebut memuat dua sinar sejajar asimtotik yaitu AFB dan PD dengan Zﬁlﬁ serta

satu titik ideal yaitu Q.

b. Segitiga Dobel Asimtotik

Segitiga dobel asimtotik mempunyai sebuah sudut yang besarnya tak nol
dan tidak mempunyai sisi berhingga. Segitiga tersebut merupakan gabungan dari
dua segitiga siku-siku asimtotik (Rosyadi, 2017: 46). Segitiga dobel asimtotik

diilustrasikan seperti pada Gambar 2.27.
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Gambar 2.27. Segitiga Dobel Asimtotik

Gambar 2.27 menunjukkan segitiga dobel asimtotik yang terdiri dari satu
sudut yang besarnya tak nol yaitu £QPQ' dan dua sudut yang besarnya nol yaitu

sudut £PQQ" dan £PQ'Q. Besar sudut 2PQQ’ dan £PQ'Q diasumsikan nol karena
titik sudutnya berada di jauh tak hingga. Sinar garis PQ dan PQY merupakan garis-

garis sejajar asimtotik dengan garis . Segitiga dobel asimtotik disimbolkan

dengan AQPQ'.

c. Segitiga Trebel Asimtotik
Segitiga trebel asimtotik mempunyai tiga titik ideal dan tidak mempunyai
sisi berhingga. Segitiga tersebut merupakan gabungan dari dua segitiga dobel

asimtotik siku-siku (Rosyadi, 2017: 46).

QII

0 2 > ()
A I

Gambar 2.28. Segitiga Trebel Asimtotik
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Gambar 2.28 menunjukkan segitiga trebel asimtotik yang terdiri dari tiga
sudut yang besarnya nol yaitu sudut 2Q'QQ", 200'Q" dan £0Q"'Q’. Besar sudut

20'0Q", £00'Q" dan £0Q"'Q" diasumsikan nol karena titik sudutnya berada di

jauh tak hingga. Garis-garis Q”Q dan Q"Q' merupakan garis-garis sejajar
asimtotik dengan garis [. Segitiga trebel asimtotik dapat disimbolkan dengan
AQQ"Q'. Segitiga trebel asimtotik dapat dibagi menjadi dua segitiga dobel
asimtotik siku-siku yaitu 4QAQ" dan 4Q'AQ" dengan A merupakan titik siku

keduanya.

Setiap jenis segitiga asimtotik juga dapat ditentukan luasnya seperti halnya
segitiga hiperbolik biasa. Sebelum membahas konsep luas pada segitiga
hiperbolik akan dibahas salah satu sifat geometri hiperbolik yang digunakan
sebagai dasar penentuan luas. Sifat tersebut dapat digunakan untuk membedakan
antara geometri Euclid dan geometri hiperbolik yaitu jumlah besar sudut
segitiganya, besar sudut dalam tulisan ini merupakan besar sudut interior dari
segitiga. Pada geometri hiperbolik jumlah besar sudut segitiga kurang dari 18Q

Hal tersebut ditegaskan melalui Teorema 2.2.

Teorema 2.2 (Moise, 1990: 385)

Berdasarkan Postulat Kesejajaran Hiperbolik, untuk setiap segitiga hiperbolik
AABC berlaku

m<sBAC + msABC + m£ACB < 180
Bukti:

Misalkan AABC merupakan segitiga hiperbolik dengan AC merupakan sisi

terpanjang dari segitiga tersebut dan BD merupakan ruas garis yang tegak
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lurus dengan sisi AC sedemikian hingga A*D*C dan D merupakan interior

sudut 2ABC.

-

A D -B

Gambar 2.29. Bukti Teorema 2.2

Gambar 2.29 menunjukkan bahwa segitiga AABC terbagi menjadi dua
segitiga siku-siku yaitu 4ADC dan ABDC dengan D sebagai titik siku
keduanya. Menurut Moise (1990: 156), segitiga siku-siku pada geometri
hiperbolik memiliki jumlah besar sudut kurang dari 180 sehingga jumlah
besar dua sudut lain (bukan sudut siku-siku) adalah kurang dari 90. Oleh

karena itu, untuk 4ADC dan ABDC secara berturut-turut berlaku

msCAD + m£ACD < 90

dan

msCBD + m«BCD < 90.

Karena 4ADC dan 4BDC merupakan bagian dari AABC maka

msCAD + m£ACD + m4CBD + m«BCD < 180Q
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Berdasarkan Gambar 2.29 diketahui bahwa mz4CAD = ms£BAC dan
msBCD = m£ACB dan D merupakan interior ZABC sehingga dapat

diperoleh

m<BAC + m£ABC + mz£ACB < 180Q

Jadi, terbukti bahwa jumlah besar sudut segitiga hiperbolik kurang dari

180m

Teorema 2.2 mengakibatkan adanya suatu bilangan tak negatif yang
merupakan selisih antara 180 dengan jumlah besar sudut segitiga hiperbolik.

Bilangan tak negatif tersebut disebut dengan defek yang dinyatakan pada

Definisi 2.26.

3. Teori Luas Lobachevsky

Pada subbab ini akan dibahas teori luas yang digunakan untuk menentukan
luas segitiga hiperbolik sampai poligon hiperbolik. Pengukuran luas dalam
geometri hiperbolik tidak menggunakan persegi satuan seperti halnya pada
geometri Euclid. Hal ini karena tidak ada persegi pada geometri hiperbolik

(Hadiwidjojo, 1986: 5.8).

Teorema 2.3 Eksistensi Persegi (Venema, 2012: 133)
Tidak ada persegi pada geometri hiperbolik.

Bukti:

Keberadaan persegi didasarkan pada Postulat Kesejajaran Euclid. Karena

geometri hiperbolik didasarkan pada Postulat Kesejajaran Hiperbolik yang
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merupakan ingkaran dari Postulat Kesejajaran Euclid, maka tidak mungkin
ada persegi pada geometri hiperbolik. Jadi, terbukti bahwa tidak ada

persegi pada geometri hiperbolik. m

Luas suatu segitiga pada geometri hiperbolik dapat ditentukan dengan
memperhatikan postulat luas pada geometri Euclid sesuai dengan Aksioma 2.12
yaitu memenuhi penjumlahan dan kongruensi. Pada geometri hiperbolik luas
suatu segitiga ditentukan oleh defek segitiga tersebut. Oleh karena itu, akan

dibahas defek terlebih dahulu.

Definisi 2.26 Defek (Hadiwidjojo, 1986: 5.9)

Misal AABC merupakan segitiga hiperbolik. Defek AABC adalah 180—
(ms£BAC + m£ABC + m£ACB), dengan m<BAC,m£ABC dan m<sACB
merupakan ukuran sudut-sudut tersebut.

Defek AABC disimbolkan dengan §(AABC), sehingga §(AABC) = 180—
(m£BAC + m£ABC + m£ACB). Defek untuk sebarang segitiga hiperbolik
adalah tak negatif dan nilainya kurang dari 180 (Moise, 1990: 386). Berikut ini

akan dibahas salah satu sifat defek yaitu defek dapat dijumlahkan.

Teorema 2.4 (Millman & Parker, 1991: 207)

Pada geomeri hiperbolik, jika diketahui AABC dan memenuhi A * D * C, maka
8(AABC) = §(AABD) + 6(ADBC).

Bukti:

Diketahui AABC merupakan segitiga hiperbolik dan terdapat suatu titik D diantara
titik A dan C sedemikian hingga D berada pada AC. Misalkan dilukis suatu ruas

garis yang menghubungkan titik B dan D yaitu ruas garis BD sedemikian hingga
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BD membagi segitiga AABC menjadi segitiga AABD dan ADBC seperti pada

Gambar 2.30.
B
A D - C
Gambar 2.30. Bukti Teorema 2.4
Berdasarkan

Definisi 2.26 mengenai defek suatu segitiga, untuk AABC mempunyai defek yang
ditentukan oleh selisih antara 180 dan jumlah besar ketiga sudutnya yaitu
6(AABC) = 180— (m4£BAC + m£ABC + m£ACB). Selanjutnya akan
dibuktikan bahwa 6(AABD) + §(ADBC) = 6(AABC). Diketahui bahwa AABD
dan ADBC merupakan segitiga hiperbolik sehingga keduanya mempunyai defek

seperti halnya AABC. Oleh karena itu dapat diperoleh
8(AABD) + 8(ADBC) = (180~ (mZBAD + m£ADB + mzABD)) + (180~ (mzBCD + m£CDB + m£CBD))

=2+180- (msBAD + mzADB + mzCDB + mzABD + mzCBD + m£BCD).

Berdasarkan Gambar 2.30 diketahui bahwa mz£BAD = m£BAC, m£ZABD =
msABC, dan m£BCD = m£ACB. Karena £ZADB dan 2CBD berpelurus maka

jumlah besar sudut keduanya adalah 180, sehingga diperoleh
=2-180— (ms£BAC + 180+ m£ABC + m£ACB)
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= 180— (m£BAC + m£ABC + m£ACB)

= §(AABO).

Jadi, terbukti bahwa § (AABC) = §(AABD) + 6(ADBC). m

Teorema 2.4 menyatakan bahwa defek dapat dijumlahkan. Hal tersebut
berarti bahwa defek memenuhi sifat penjumlahan sama halnya dengan luas
sehingga defek dan luas dapat dikaitkan hubungannya karena memenuhi sifat
yang sama (Venema, 2012: 191). Oleh karena itu akan dibahas hubungan antara

luas dan defek pada geometri hiperbolik.

Teorema 2.5 (Venema, 2012: 191)

Pada geometri hiperbolik terdapat suatu konstanta k sedemikian hingga untuk
setiap segitiga AABC berlaku L(AABC) = k§(A4ABC).

Sebelum membuktikan Teorema 2.5 akan diberikan suatu lemma yang akan

digunakan dalam pembuktian.

Lemma 2.1 (Venema, 2012: 192)

Untuk dua sebarang segitiga hiperbolik AABC dan ADEF berlaku

L(AABC) _ L(ADEF)
5(AABC) ~ 8(ADEF) *

Bukti:

Diketahui AABC dan ADEF merupakan sebarang segitiga hiperbolik. Akan
dibuktikan bahwa kedua segitiga tersebut mempunyai perbandingan luas
dan defek yang sama. Menurut Teorema Bolyai (Venema, 2012: 190), jika
6(AABC) = §(ADEF) maka AABC = ADEF  sedemikian hingga

L(AABC) = L(ADEF). Karena luas dan defek untuk setiap dua segitiga
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hiperbolik kongruen adalah sama maka nilai perbandingan antara luas dan
defek untuk dua segitiga tersebut adalah sama. Oleh karena itu dapat

diperoleh

L(AABC) _ L(ADEF)
85(AABC) ~ 8(ADEF) *

Selanjutnya akan dibuktikan Teorema 2.5.

Bukti Teorema 2.5:

L(ADEF)
S(ADEF)’

Ambil sebarang segitiga hiperbolik ADEF dan misalkan k =

L(4ABC)
6(4ABC)

Berdasarkan Lemma 2.1, diperoleh = k untuk setiap segitiga

hiperbolik AABC, sehingga berlaku L(AABC) = k6(AABC). m

Secara khusus, luas segitiga hiperbolik AABC dapat disimbolkan dengan
L(AABC) = §(AABC), dengan mengambil konstanta k sama dengan 1.
Berdasarkan Teorema 2.5, luas suatu segitiga hiperbolik tergantung pada defek
dari segitiga tersebut. Konsep penentuan luas segitiga hiperbolik dapat diperluas
untuk menentukan luas bangun datar lain berupa poligon. Oleh karena itu, akan

dibahas poligon pada geometri hiperbolik secara umum terlebih dahulu.

4. Poligon Hiperbolik

Poligon hiperbolik didefinisikan sama halnya dengan poligon pada
geometri Euclid yaitu gabungan ruas garis hiperbolik yang menghubungkan dua
titik hiperbolik berbeda dan berdekatan. Poligon hiperbolik merupakan poligon

dengan n sisi tak beraturan dan konveks. Sama halnya dengan poligon Euclid,
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poligon hiperbolik juga mempunyai daerah yang merupakan gabungan antara
poligon hiperbolik dan interiornya. Daerah poligon hiperbolik bersesuaian dengan
Definisi 2.13 mengenai daerah poligon Euclid, sehingga daerah poligon hiperbolik
merupakan gabungan dari daerah-daerah segitiga hiperbolik. Setiap daerah
segitiga hiperbolik berhimpit pada salah satu sisi atau salah satu sudutnya.
Pembagian daerah poligon hiperbolik menggunakan langkah yang sama dengan
pembagian daerah poligon Euclid yaitu menggunakan triangulasi, khususnya
triangulasi  bintang. Penggunaan triangulasi bintang bertujuan untuk
mempermudah penentuan defek segitiga hasil triangulasi. Gabungan defek
segitiga hiperbolik hasil triangulasi bintang terhadap poligon hiperbolik akan
digunakan untuk menentukan luas poligon hiperbolik. Menurut Moise (1990:
399), diketahui bahwa luas poligon pada geometri hiperbolik merupakan total
defek dari segitiga hiperbolik hasil triangulasi bintang pada suatu poligon

hiperbolik yang dituliskan melalui persamaan (2.1),

L=k(180(n—2) - ¥, meP), 2.1
dengan n banyak sisi poligon sembaramg konveks dan m£P; merupakan besar
sudut poligon ke-i. Konsep luas tersebut mengasumsikan bahwa daerah poligon

hiperbolik dapat dibagi menjadi daerah segitiga yang sejenis.

C. Logaritma Natural (Logaritma Asli)

Pada subbab ini akan dibahas logaritma natural dan beberapa sifatnya.
Logaritma natural, selanjutnya disebut logaritma asli, merupakan logaritma yang
menggunakan basis bilangan e. Bilangan e merupakan bilangan nyata dengan

desimal tak terbatas yaitu e = 2.1782818284.. Definisi logaritma asli diawali
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dengan mendefinisikan suatu fungsi terkait yaitu fungsi logaritma asli. Oleh
karena itu akan dibahas fungsi logaritma asli. Fungsi logaritma asli tidak akan
dibahas secara mendalam dalam penulisan skripsi ini sehingga hanya akan

diberikan definisi sebagai pengantar.

Definisi 2.27 Fungsi Logaritma Asli (Varberg & Purcell, 2002: 450)
Fungsi logaritma asli disimbolkan dengan In dan didefinisikan sebagai berikut,
x1
Inx = [ ;dt, vx>0.
Daerah asal dari fungsi tersebut adalah himpunan bilangan nyata positif.
Definisi 2.27 menyatakan bahwa fungsi logaritma asli merupakan luas

daerah dibawah kurva % antara 1 sampai x. Jadi, fungsi Inx disebut sebagai

logaritma asli. Selanjutnya akan dibahas sifat-sifat dari logaritma natural. Karena
merupakan logaritma, maka sifatnya sama dengan logaritma biasa (Varberg &

Purcell, 2002: 453). Sifat-sifat logaritma asli akan diuraikan melalui Teorema 2.6.

Teorema 2.6 Sifat Logaritma Asli (Varberg & Purcell, 2002: 453)

Jika a dan b merupakan bilangan nyata positif dan r merupakan bilangan
rasional, maka

1) In1=0;

2) Inab=Ina+Inb;
3) Iny=lIna—Inb;
4) Ina" =rina.

Berdasarkan Teorema 2.6, logaritma asli melibatkan operasi aljabar yaitu
penjumlahan, pengurangan, perkalian, dan pembagian. Sifat dari logaritma asli
tersebut akan digunakan untuk menentukan jarak hiperbolik yang akan dibahas

pada Bab IV.
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