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SEKILAS TENTANG SUKUBANYAK MATRIKS MONlKAL

A GLIMPSE OF A MONIC MATRIX POLYNOMIAL OLA TION

Oleh: Faizah
Jurusan Pendidikan Matematika FMIPA UNY

Abstrak

Artikel ini membahas tentang sukubanyak-sukubanyak matriks monik. Pembahasan meliputi sifat-sifat
sederhana pasangan dan tripel matriks baku, representasi-representasi dari suatu sukubanyak l~latriksmonik, serta
syarat cukup agar suatu tripel matriks merupakan suatu tripel matriks baku dari suatu sukubanyak matriks monik.
Skop artikel ini adalah Aljabar. Hasil pembahasan mem.1I1jukkanbahwa : I. sebarang dua pasangan matriks baku
dari suatu suku banyak matriks monik adalah serupa, dan sebarang pasangan matriks yang serupa dengan suatu
pasangan matriks baku dari sukubanyak matriks monik P merupakan suatu pasangan matriks baku dari P; 2.
sebarang dua tripel matriks baku dari suatu sukubanyak matriks monik adalah serupa, dan sebarang tripel matriks
yang serupa dengan suatu tripel matriks baku dari sukubanyak matriks monik P merupakan suatu tripel matriks
baku dari P; 3. suatu sukubanyak matriks monik P mempunyai representasi-representasi : i. bentuk kanonik kanan;
ii. bentuk kanonik kiri; iii. bentuk resolvent; dan 4. suatu syarat cukup agar suatu tripel matriks (A,B,C) merupakan

. suatu tripel matriks baku dari sukubanyak matriks P adalah [p(A)rl = A(IA-Brl C, Ae:a(B).

Kata kunci : Pasangan dan tripel matriks baku, sukubanyak matriks monik

Abstract

This article explains about monic matrix polynomials. The explanations involve the simple properties of
standard pairs and triples of matrices, representations of a monic matrix polynomial, and sufficient condition in
order a triple of matrices to be a standard triple of matrices of a monic matrix polynomial. The scope of this
article is A1gebra. The results of the explainations show that : J. any two standard pairs of matrices of a monic
matrix polynomial are similar. and any pair of matrices that similar with a standard pair of matrices of a monic
matrix polynomial P is a standard pair of matrices of P; 2. any two standard triples of matrices of a monic matrix
polynomial are similar, and any triple of matrices that similar with a standard triple of matrices of a monic matrix
polynomial P is a standard triple of matrices of P; 3. a monic matrix polynomial P has representations: i. Right
canonic form; ii. Left canonic form; iii. Resolvent fom" and 4. a sufficient condition in order a triple of matrices
(A.B,C) to be a standard triple of matrices of a monic matrix polynomial Pis (p(A.))"I =A(IA.- BrIe. A.i!a(B).

Key words: standard pair and triple of matrices. monic matrix polynomial.

PENDAHULUAN

Suatu sukubanyak matriks monik oxn
berderajat 1adalah suatu sukubanyak berderajat
1 dengan koefisien-koefisien matriks oxn dan
koefisien pemimpin (leading coefficient) suatu
matriks identitas. Suatu sukubanyak matriks
monik oxn berderajat I dapat juga dipandang
sebagai suatu matriks oxn. Untuk suatu
sukubanyak matriks monik terdapat pasangan-
pasangan dan tripel-tripel matriks terkait, antara

lain pasangan-pasangan dan tripel-tripel matriks
baku. Selain itu, suatu sukubanyak matriks
monik juga mempunyai representasi-repre-
sentasi tertentu.

Bagaimanakah sifat-sifat dari pasangan-
pasangan dan tripel-tripel baku dari suatu
sukubanyak matriks monik ? Juga, bagaima-
nakah representasi-representasi dari suatu
sukubanyak matriks monik? Kemudian, apakah
syarat cukup agar suatu tripel matriks
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merupakan suatu tripel baku dari suatu
sukubanyak matriks monik ?

Tulisan ini akan menjawab pertanyaan-
pertanyaan seputar sukubanyak matriks monik
tersebut.

Hasil pembahasan dalam tulisan ini
diharapkan dapat menambah wawasan tentang
sukubanyak matriks. Pada khususnya, dapat
diterapkan pada teori Sistim Linier.

PEMBAHft r- AN

Dalam seluruh pembahasan ini kita
pandang sukubanyak matriks monik oxn P .

dengan P(A.) = I::: P;Ai + I AI. Selain itu

operasi-operasi matriks yang dilakukan dalam
pembahasan sebagian besar merupakan operasi
blok matriks, dengan memandang sebagian
besar matriks terkait terdiri dari baris-baris atau
kolom-kolom blok matriks.

Pasangan dan Tripel Matriks Baku

Suatu pasangan matriks (A,B) dengan A
Ecnxnl, B E Cnlxnldan C adalah lapangan
seluruh bilangan kompleks sehingga berlaku i)

col(ABi)::~ = [A AB ... ABI.lt non singular

dan ii) I::: P;ABi + ABI ==0, disebut suatu

pasangan matriks baku, selanjutnya kita
singkat pasangan baku, dari P. Pasangan matriks
(LI,KI) dengan L. = [I 0 ... 0] dan KI adalah
matriks kompanion pertama dari P, yaitu

adalah suatu pasangan baku dari P, sebab

col(LIK.i)::~ = I dan L~:~p;L)K/+ L)K/ = O.

Dua pasangan baku (A,B) dan (AI,B1) dari P
dikatakan serupa jika terdapat suatu matriks
non singular S sehingga A)=AS dan Bl = S.IBS
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Selanjutnya, misalkan (A,B) dan (AJ,BI)
keduanya adalah pasangan baku dari P. Pandang
matriks nlxnl non singular

S = [col(ABi)::~ rlcol(AIB.i)::~. (1)

Juga perhatikan bahwa K. col(ABi):~ =

col(AIBli)::~BI. Akibatnya BI == S..BS dan
AI = AS. Ini berarti (A,B) dan (A\,BI) serupa.
Kemudian, misalkan (A,B) adalah suatu
pasangan baku dari P dan (AI,B.) adalah suatu
pasangan matriks sehingga AI == AS. dan
B. = S..IBSI untuk matriks non singular SI.

Maka col(AIBli)~~ = col(ABi)~~SJ, sehingga

non singular. Juga

L.~:~P;AIB/ + AIB/ =(L.~:~P;AB;+ AB' )SI =O.

Ini berarti (AI,BI) merupakan suatu pasangan
baku dari P.

Selanjutnya, misalkan (A,B) adalah
suatu pasangan baku P. Didetinisikan matriks

nlxn C dengan C = [col(ABi)~:brl[O ... 0 If.
Tripel matriks (A,B,C) dengan (A,B) suatu
pasangan baku dari P dan C didetinisikan
seperti itu disebut suatu tripe I matriks baku,
selanjutnya kita singkat tripel baku, dari P.
Suatu contoh tripel baku dari P adalah tripe I
matriks (LI,KJ,Y') dengan (LJ,K.) adalah suatu
pasangan baku dari P pada contoh terdahulu dan
YI = [0 ... 0 If. Duatripel baku (A,B,C)
dan (A\,BJ,CI) dari P dikatakan serupa jika
terdapat suatu matriks non singular S sehingga
AI = AS, BI = S..BS, dan CI = S-IC

Sekarang misalkan (A,B,C) dan
(AJ,BI,CI) adalah sebarang dua tripel baku dari
P. Maka kita punyai bahwa AI = AS,
B. = S.IBS, dan CI = S..C dengan S adalah
matriks non singular yang didetinisikan oleh
(I). Dengan demikian (A,B,C) dan (AI,B.,CI)
serupa. Kemudian, misalkan (A,B,C) adalah
suatu tripel baku dari P, dan (AI,BI,C.) adalah
sebarang tripel matriks yang serupa dengan
(A,B,C). Maka (AI,BI) merupakan suatu
pasangan baku dari P, karena serupa dengan

(A,B). Juga C. = S2-1C = [col(AIBli)~:b rl[O

.. . 0 1]1dengan S2 didetinisikan seperti S oleh
(1). Ini berarti (AI,BI,C.) merupakan suatu
tripel baku dari P.

0 I 0

0 0 0
I

KI=
I

0 0 I

-Po -11 - Pt-lJ
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Kemudian pandang K2, matriks
kompanion kedua dari P, yaitu

o 0 .. 0 - Po
I 0 .. 0 -li

K2=1 I

o . .. I - f}-I

Maka berlaku K2= NKIN-1,dengan

dimana No= 1dan Nr, r= 1, ...,1-1 didetinisikan
secara rekursif oleh Nr+1= -(PI-INr+ PI-
2Nr-1+ .,. + PI-I-rNo) untuk r = 0, I, ..., 1-2.
Sekarang perhatikan kembali tripel baku
(A,B,C) ~ari P, dan kita detinisikan matriks non

singular R = (NQrl dengan Q = col(ABi)~:b .

Maka kita punyai RNQ = I, yang disebut
kondisi biorthogonalitas dari R dan Q. Akibat
selanjutnya, K2 = NQBQ-1N-1 = K1BR, atau
RK2= BR.

Kita nyatakan R = [RI R2 .. . RI] =

row(Ri)~=1 . Maka RI = Q-IN-I [I 0
0]1= Q-I[O 0 ... 0 1]1= C, dan [R2 R3 ... RI
,,1-1 I

(~;=O -Ri+IPi)] = roW(Ri)i=1 K2

row(BRi) ~=I ' sehingga Ri+1= BRi, untuk i =

1, 2, ..., I-I dan L~:~- R;+IP;=BRI'

Akibatnya, Ri+1= B'C, untuk i = 0, I, ..., I-I,

dan L~:~B;CP; +BIC=O. Karena R non
.

1 b
.

(B
i
C)

I-I . 1smgu ar erartl row ;=0 non smgu ar.
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Selain itu, A = [I 0 ... O]Q=[0 ... 0 I]NQ =

[0 ... 0 l][row(BiC)~:br'. Suatu pasangan
matriks (B,C) dengan B E Cnlxnldan C E Cnlxn

h"~
(B

i
C)

/-1 . Iyang memenu 1Sl1atrow ;=0 non smgu ar

dan L~:~B;CP; + BIC =0 disebut suatu
pasangan matriks baku kiri dari P. Suatu
detinisi yang ekuivalen adalah bahwa suatu
pasangan matriks (B,C) disebut suatu pasangan
baku kiri dari P jika tripel matriks (A,B,C)
merupakan suatu tripel baku dari P dengan

A = [0 ... 0 1][row(BiC)~:brl
Misalkan (A,B,C) adalah suatu tripel

matriks sehingga (B,C) merupakan suatu

pasangan baku kiri dari P. Maka col(CIB1i)~:b =

[row(BiC)~:b]' non singular. Selain itu,

,,~-1 p/Ct Bli + Cl Bil =('r"'~-1BiCR+ BIC'v=o.L..,=o , \2..,=o')
Dengan demikian (C" BI) merupakan suatu

pasangan baku dari sukubanyak matriks monik
1 1 ,,1-1 Dt,.i 1'\I

P dengan P (A) = ~;=Or; /I. + 1/1..

Sementara, AI= {[O... 0 I]row(BiC) ~:b rl} I

= [col(C'B'i)~:brl[O ... 0 Ir. Akibatnya,
(C"B"A') merupakan suatu tripel baku dari pl.

Dengan cara serupa dapat kita tunjukkan
bahwa jika (A,B,C) adalah suatu tripel matriks
sehingga (B,C) merupakan suatu pasangan baku
kiri dari P, maka (C*,B*) merupakan suatu
pasangan baku dari sukubanyak matriks monik

,,1-1 .; I
p* dengan P*(A) = ~;=0P; ~ + D.:. dan

(C*,B*,A*) merupakan suatu tripel baku dari
P*, dimana tanda * menyatakan konjugate
transpose dari matriks terkait.

Representasi Suatu Sukubanyak Matriks
Monik

Setelah mengetahui sifat-sifat sederhana
dari pasangan-pasangan baku dan tripel-tripel
baku dari suatu sukubanyak matriks monik P,
pembahasan kita lanjutkan dengan menyelidiki
bagaimanakah representasi-representasi dari
suatu sukubanyak matriks monik.

li
P2

N=
I

f}-I I

I 0

0

0
Nol=

I
0 No

No N,

f}-I I

I 0
I

dan

I
0

./

0 No

No NI
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Misalkan (A,B,C) adalah suatu tripel

baku dari P. Misalkan pula row(Vi)i=I =

[col(ABi) t:b rl. Kemudian pandang kembali
tripel baku (LI,KI,YI) dari P. Maka A = LIS3, B
= S3.IKIS3, dan C = S3.lyJ, dengan S3 =

col(ABi)i:b. Akibatnya, ABI row(Vi)~=I
i /-1 I i /-1

col(IA) ;=0 = LIKI col(IA) ;=0

/-1 i /-1 ,,/-1 D'\;
row(-Pi);=Ocol(IA)i=O = - ~i=OriF\,. Dengan

demikian, P(A) = 11..1 - ABI row(Vi)i=I

col(IAi)i:b, suatu bentuk kanonik kanan dari P.
Selanjutnya, pandang tripel baku

(L2,K2,Y2)dari P dengan L2 = [0 ... 0 I], K2
matriks kompanion kedua dari P, dan Y2= [I 0
... of. Maka A = L2S4,B = S4-IK2S4,dan C =

S4.IK2 dengan S4 = [col(ABi)~:br

Icol(L2K2i)~:b. Selain itu, (K2,Y2)adalah suatu

pasangan baku kiri dari P dengan
i /-1 I /-1

roW(K2Y2)i=0= I dan K2Y2 = col(-Pi)i=O'

Misalkan pula, col(Wi)i=I = [row(BiC)~:brl.

Maka row(IAi)i:bcol(Wi)i=IBIC =

i /-1 /-1 ,,/-1 D,\i
row(IA)i=O col(-Pi)i=O = - ~i=OriF\,.

Dengan demikian, P(A) = 11..1 - row

(IAi)i:bcol(Wi)i=IB1C, suatu bentuk kanonik
kiri dari P.

Kemudian, dengan mengingat bahwa 11..-
KI adalah suatu linierisasi dari P (Gohberg et.
al., 1982 : 12), misalkan (P(A)EBI)= E(A)(IA-
KI)[F(A)rl dengan

E(A) =

£I-I(A} £1-2(A}

-1 0

o -1

o o -1 o

dengan £0(1..)= I, Er+I(A) = AEr(A) + PI-I.runtuk
r = 0, 1, ...,1-2, dan
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Maka untuk AE:a(P), ([p(A)rIEBI)= F(A)(IA-Klr
I[E(A)rl. Oleh karena itu kita peroleh untuk
AE:a(P), [p(A)rl = [I 0 ... 0]F(A)(IA-K1r
I[E(A)rl[1 0 ... ot = [I 0 ... 0](IA-K1rl[0
... 0 It = LI(IA-KlrIYI = A(IA-BrIC, suatu
bentuk resolvent dari P.
Dengan demikian kita punyai hasil berikut.

Teorema 1 : Misalkan P dengan P(i.) =
,,/-1 D'\i 1'\./
~i=OriF\, + 1F\, adalah suatu sukubanyak
matriks monik nxn dan (A,B,C) adalah suatu
tripel baku dari P. Maka P mempunyai
representasi-representasi berikut.
i. Bentuk kanonik kanan: P(A) = IA1-ABI

row(Vi)i=I col(IAi)i:b, dengan

row(Vi)i=I = [col(ABi)i:b rl.

11. Bentukkanonikkiri : P(A)= 11..1-

row(IAi)i:b col(Wi)i=I B1C,dengan

col(Wi)i=1 = [row(BiC)~:brl.

iii. Bentuk resolvent: [p(A)rl = A(IA-BrIC,
AE:a(P).

Syarat Cukup Suatu Tripel Baku

Hal terakhir yang akan kita lihat tentang
sukubanyak matriks monik P adalah syarat
cukup agar suatu tripel matriks merupakan suatu
tripel baku dari P. .

Misalkan J adalah suatu blok Jordan rum
dengan nilai karakteristik 0, yaitu

I o .. 0
-AI I .. 0

F(A) =
I ..

0 o .. I 0

0 o .. -AI I

0 1 0 .. 0

0 0 1 .. 0
I

J=
I .

0 0 0 .. 1

0 0 0 .. 0,
suatu matriks super diagonal kedua. Maka
resolvent dari J, yaitu



~~Ai(IA-J)-Id/...=~~2m 2m
o
o
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Akibatnya,jika r adalahsuatu lingkamndengan
o bemda di dalarn interiomya, dan dengan
IntegralKontur(Saff & Snider, 1976: 105-106)

kita punyai ~Ai dA =0 untuk j :t; -I dan = 21ti
untuk j = -1, rnakauntukj = 0, I, ... berlaku :

o o1

1

o o o

suatu rnatriks super diagonal ke j+ 1. Dengan dernikian untuk j = 0, I, ..., ~ 1- t.!(fA - J F IdA=J j .2m

Maka J' -AIadalah suatu matriks super diagonal
kedua, sehingga :

~J 'A/[IJ - ( J'-'A.oI )J-I d'A.= ( J'-'A.oI )j ,2m 1r .

untuk j = 0, 1, Di lain piha~, rnisalkan 13=
. 1. I

A+N> rnaka "---:1-'A.J[IJ - (J'-'A.oI)}- d'A.=2m

1 J j A ' -I A k . - 0 1
-1rA (1-'1- T) dl-' untu J - , , ....21ti
Akibatnya kita punyai untuk j = 0, 1, ...,

~c{-pj (P/-J' r1dp =~c{-O..o +'Aji(P/-J' r1dp2m 2m

= 2~ii-{Lt=oU}/-kiJ }(pI-pr1dp =l'j.
Sekarang rnisalkan B' adalah sebarang

matriks persegi. Misalkan pula T adalah suatu

matriks non singular dan diag[Jk]%'=1dengan m

suatu bilangan asli adalah suatu rnatriks Jordan

sehingga B' = T1diag[Jk]k'=1T. Maka untuk j =
0, 1,

~<IrAj(1J -B' rId/... =2m

T-I
21 .<IrA!(AI - diag[ Jklk:1 )-1 dAT =m

T-I ~J ,../diag '( AI - J )
-1

l n~ d'A.T=. 2 .1r II k k-Im

T-Idiag{J/ Jk~IT =T1 (diag[h]k'='yT=B,j.
Selanjutnya, rnisalkan (A,B,C) adalah

suatu tripel rnatriks dengan A E Cnxnl,B E Cnlxnl,
C E Cn1xnsehingga [p('A.)rl= A('A.I-BfIC,untukA
~ cr(B). Untuk IAIcukup besar, yaitu lebih besar
daripada 1'A.'I,'i7'A'Ecr(P),[p(A)rl = A.II+ A-(I+I)KI+
...-(1+2)K d . - d I h/I. 2 + ..., engan Ki, 1 - 1, 2, ... a a a
matriks-matriks rum. Misalkan [p(A)rl =

'" -: aiAi. Maka :L..,=--

aj = ~i-'A.-(i+I) (p('A.)}-1 d'A. untuk i = ..., -1,2m

0, I, ..., dengan r adalah suatu lingkaran dalam
bidang kompleks dengan cr(B)berada dalam
interiomya. Oleh karena itu kita peroleh

~{.Aj [P(A)J-1 dA= 0, untukj = 0, 1, .. ,1-2,2m
= I untukj = I-I, dan = Kj'I+1untukj = I, 1+1, ....

Ai-2 Ai-3 .. Ai-n

Ai-l Ai-2 .. Ai-n+l
I

'1...=

I

0 0 .. Ai-2

0 0 .. Ai-l

186

A-I A-2 A-3 A-n..

(IA-Jfl =
I 0 A-I A-2 A-(n-I)..

I ..
0 0 0 A-2..

0 0 0 A-I..

Selanjutnya, rnisalkan l'adalah suatu blok
Jordan rum dengan nilai karakteristik N> yang
tidak perlu sarna dengan 0, yaitu

1...0 1 0 .. 0

0 1...0 1 .. 0
I

l'= -
0 0 0 .. 1

0 0 0 .. 1...0
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Selain itu dapat kita pilih r cukup besar
sehingga untuk .i = 0, I, ...,

~c}/J (n.. - B;-1 dA = Bj. Akibatnya,2m
j I-I j I-I

col(AB) j=O row(B C) j=O =

AC ABC ABI-IC

ABC AB2C ABIC

, sehingga non singular.

o J K. .. KI_z

J K. Kz .. K1_1

. j I-I j I-I
Akibatnya col(AB) j=Omaupun row(B C) j=O
keduanya non singular. Kernudian, menurut
Teorema Integral Cauchy (Saff & Snider, 1976 :
138) kita punyai untukj = 0,1,...,

t.!
o

o 0
t.! 0

o
o

dA

,0 0 0 .. t.!

~1-,J IdA=~<i-}) P(A)[ P(A)}-l dA=2m 2m

21 .c}Aj (I~~oPkAk + fA' jA( fA - B;-I CdA=
1tl

~,( (Ll-I P. At.!+k + AAj+1)( fA- B rl CdA =
21ti 1r k=O k

( ,,'-I R ABk + AB' ) BJ C~k=O k .

187

01eh karena itu :

(Ii:!oPkABk +AB1)roH(BJC)5:b.=0.

Dengan demikian I/k":loPkABk + ABI = O.
Sampai disini kita simpulkan (A,B) adalah suatu
pasangan baku dari P. Selain itu kita punyai

col(ABj)j-:lo C = [0 .. . 0 I]" sehingga

C = [col(ABj)j:}o r'[O ... 0 1]1. Akibatnya
(A,B,C) merupakan suatu tripel baku dari P.
Dengan demikian kita punyai hasil berikut.

Proposisi 2 : Jika P adalah suatu sukubanyak
matriks monik mm berderajat I dan (A,B,C)
dengan A E Cnxnl, B E Cnlxnl, C E Cn1xn adalah

suatu tripel matriks yang memenuhi [p(A)rl =
A(IA-BrIC untuk A eo cr(B), maka (A,B,C)
merupakan suatu tripel baku dari P.

Dari semua uraian di atas dapat diambil
kesimpulan sebagai berikut.
I. Sebarang dua pasangan baku dari suatu

sukubanyak matriks monik adalah serupa,
dan sebarang pasangan matriks yang serupa
dengan suatu pasangan baku dari suatu
sukubanyak matriks monik P merupakan
suatu pasangan baku dari P.

2. Sebarang dua tripel baku dari suatu
sukubanyak matriks monik adalah serupa,
dan sebarang tripel matriks yang serupa
dengan suatu tripel baku dari suatu
sukubanyak matriks monik P merupakan
suatu tripel baku dari P.

3. Jika (A,B,C) adalah suatu tripel baku dari
suatu sukubanyak matriks monik P maka
(C"B"A1) adalah suatu tripel baku dari pI dan
(C.,B*,A*) adalah suatu tripel baku dari P*.

4. Suatu sukubanyak matriks monik mempu-
nyai representasi-representasi : i. bentuk
kanonik kanan; ii. Bentuk kanonik kiri; iii.
Bentuk resolvent.

5. Suatu syarat cukup agar suatu tripel matriks
(A,B,C) merupakan suatu tripel baku dari
suatu sukubanyak matriks monik P adalah
[p().,)rl = A(IA-BrIC, ).,eocr(B).

ltulah sekilas tentang sukubanyak matriks
monik, yang dapat mendasari pengetahuan kita
tentang sukubanyak matriks monik pada
khususnya, dan sukubanyak matriks pada
umumnya.

ABH C ABIC .. .. AB2/-2C

1 A A2 .. i!-I

A A2 A3 .. i!
1

1A(n..- Br'CdA=
hi i-

:

i!-I i! A/+I A2/-2

1 A ')..2 .. i!-I

A A2 A3 .. Al
1

If p(A)r' d')..=
21tic!-

oo

oo

A/-' i! i!+1 .. A2/-2

0 0 0 .. J

0 0 0 .. K.
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