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SEKILAS TENTANG SUKUBANYAK MATRIKS MONIKAL

A GLIMPSE OF A MONIC MATRIX POLYNOMIAL OLATION

Oleh: Faizah
Jurusan Pendidikan Matematika FMIPA UNY

Abstrak

Artikel ini membahas tentang sukubanyak-sukubanyak matriks monik. Pembahasan meliputi sifat-sifat
sederhana pasangan dan tripel matriks baku, representasi-representasi dari suatu sukubanyak 1uatriks monik, serta
syarat cukup agar suatu tripel matriks merupakan suatu tripel matriks baku dari suatu sukubanyak matriks monik.
Skop artikel ini adalah Aljabar. Hasil pembahasan menunjukkan bahwa : 1. sebarang dua pasangan matriks baku
dari suatu suku banyak matriks monik adalah serupa, dan sebarang pasangan matriks yang serupa dengan suatu
pasangan matriks baku dari sukubanyak matriks monik P merupakan suatu pasangan matriks baku dari P; 2.
sebarang dua tripel matriks baku dari suatu sukubanyak matriks monik adalah serupa, dan sebarang tripel matriks
yang serupa dengan suatu tripel matriks baku dari sukubanyak matriks monik P merupakan suatu tripel matriks
baku dari P; 3. suatu sukubanyak matriks monik P mempunyai representasi-representasi : i. bentuk kanonik kanan;
i1. bentuk kanonik kiri; iii. bentuk resolvent; dan 4. suatu syarat cukup agar suatu tripel matriks (A,B,C) merupakan

-suatu tripel matriks baku dari sukubanyak matriks P adalah [P(1)]" = A(IA - B)" C, Aea(B).

Kata kunci : Pasangan dan tripel matriks baku, sukubanyak matriks monik

Abstract

This article explains about monic matrix polynomials. The explanations involve the simple properties of
standard pairs and triples of matrices, representations of a monic matrix polynomial, and sufficient condition in
order a triple of matrices to be a standard triple of matrices of a monic matrix polynomial. The scope of this
article is Algebra. The results of the explainations show that : 1. any two standard pairs of matrices of a monic
matrix polynomial are similar, and any pair of matrices that similar with a standard pair of matrices of a monic
matrix polynomial P is a standard pair of matrices of P; 2. any two standard triples of matrices of a monic matrix
polynomial are similar, and any triple of matrices that similar with a standard triple of matrices of a monic matrix
polynomial P is a standard triple of matrices of P; 3. a monic matrix polynomial P has representations : i. Right
canonic form; ii. Left canonic form; iii. Resolvent form, and 4. a sufficient condition in order a triple of matrices
(4,B,C) to be a standard triple of matrices of a monic matrix polynomial P is [P(3)]" = A(IA- B)'C, Ago(B).

Key words : standard pair and triple of matrices, monic matrix polynomial.

PENDAHULUAN lain pasangan-pasangan dan tripel-tripel matriks
baku. Selain itu, suatu sukubanyak matriks
monik juga mempunyai representasi-repre-
sentasi tertentu.

Bagaimanakah sifat-sifat dari pasangan-
pasangan dan tripel-tripel baku dari suatu
sukubanyak matriks monik ? Juga, bagaima-
nakah representasi-representasi dari  suatu
sukubanyak matriks monik? Kemudian, apakah
syarat cukup agar suatu tripel matriks

Suatu sukubanyak matriks monik nxn
berderajat 1 adalah suatu sukubanyak berderajat
1 dengan koefisien-koefisien matriks nxn dan
koefisien pemimpin (leading coefficient) suatu
matriks identitas. Suatu sukubanyak matriks
monik nxn berderajat 1 dapat juga dipandang
sebagai suatu matriks nxn. Untuk suatu
sukubanyak matriks monik terdapat pasangan-
pasangan dan tripel-tripel matriks terkait, antara
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merupakan suatu fripel baku dari suatu
sukubanyak matriks monik ?

Tulisan ini akan menjawab pertanyaan-
pertanyaan seputar sukubanyak matriks monik
tersebut.

Hasil pembahasan dalam tulisan ini
diharapkan dapat menambah wawasan tentang
sukubanyak matriks. Pada khususnya, dapat
diterapkan pada teori Sistim Linier.

PEMBAHA “AN

Dalam seluruh pembahasan ini kita

pandang sukubanyak matriks monik nxn P

dengan P(A) = Y PA'+I2'. Selain itu

operasi-operasi matriks yang dilakukan dalam
pembahasan sebagian besar merupakan operasi
blok matriks, dengan memandang sebagian
besar matriks terkait terdiri dari baris-baris atau
kolom-kolom blok matriks.

Pasangan dan Tripel Matriks Baku

Suatu pasangan matriks (A,B) dengan A
eC™ B e C™ dan C adalah lapangan
seluruh bilangan kompleks sehingga berlaku 1)

col(AB)' =[A AB ...
dan ii) Y PAB'+AB'=0, disebut suatu

pasangan matriks baku, selanjutnya kita
singkat pasangan baku, dari P. Pasangan matriks
(Li,K;)dengan Ly =[1 0 ... 0] dan K, adalah
matriks kompanion pertama dari P, yaitu

AB"'] non singular

{4 W g}
0 S 0

K= ,
0  ilgataes F 2
Tt cove inndtnd

adalah suatu pasangan baku dari P, sebab
col(LiKy)i =Tdan Y- pr K+ LK) = 0.
Dua pasangan baku (A,B) dan (A,,B;) dari P
dikatakan serupa jika terdapat suatu matriks
non singular S sehingga A;=AS dan B, = S'BS
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Selanjutnya, misalkan (A,B) dan (A,B))
keduanya adalah pasangan baku dari P. Pandang
matriks nlxnl non singular

S = [col(ABY) /5 ] 'col(A1B.) - (1

Juga perhatikan bahwa K; col(ABi)j;;, =
col(A;B,)/)B,. Akibatnya B; = S'BS dan
A; = AS. Ini berarti (A,B) dan (A;,B,) serupa.
Kemudian, misalkan (A,B) adalah suatu
pasangan baku dari P dan (A;,B,) adalah suatu
pasangan matriks sehingga A; = AS; dan
B, = SI'IBSI untuk matriks non singular S,.
Maka col(A;B,')/ = col(AB') Si, sehingga

/=0
non singular. Juga
YiAPAB + 4B =(YI2\P.AB + AB')S; = 0.
Ini berarti (A;B;) merupakan suatu pasangan
baku dari P.

Selanjutnya, misalkan (A,B) adalah
suatu pasangan baku P. Didefinisikan matriks
nlxn C dengan C = [col(AB)!Z0T'[0 ... 0 I".
Tripel matriks (A,B,C) dengan (A,B) suatu
pasangan baku dari P dan C didefinisikan
seperti itu disebut suatu tripel matriks baku,
selanjutnya kita singkat tripel baku, dari P.
Suatu contoh tripel baku dari P adalah tripel
matriks (L;,K;,Y;) dengan (L,,K;) adalah suatu
pasangan baku dari P pada contoh terdahulu dan
Y = [0 ... 0 I]'. Dua tripel baku (A,B,C)
dan (A;,B1,Ci) dari P dikatakan serupa jika
terdapat suatu matriks non singular S sehingga
A1=AS,B;=S"'BS,danC,= S§'C

Sekarang  misalkan (A,B,C) dan
(A1,B1,C) adalah sebarang dua tripel baku dar

‘P. Maka kita punyai bahwa A; = AS,

B, = S'BS, dan C; = S'C dengan S adalah
matriks non singular yang didefinisikan oleh
(1). Dengan demikian (A,B,C) dan (A;,B;,C)
serupa. Kemudian, misalkan (A,B,C) adalah
suatu tripel baku dari P, dan (A;,B1,Ci) adalah
sebarang tripel matriks yang serupa dengan
(A,B,C). Maka (A;,B;) merupakan suatu
pasangan baku dari P, karena serupa dengan

(AB). Juga C = Sy C = [col(AB,) 2010
. 0 I)'dengan S, didefinisikan seperti S oleh

(1). Ini berarti (A;,B;,C;) merupakan suatu
tripel baku dari P.
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Kemudian pandang Kj;,  matriks
kompanion kedua dari P, yaitu

g 8 . 0 ~5h
e AR ek
Bmised
i i e =
Maka berlaku K, = NKlN", dengan
SRR
. TUTTRRRRE | S |
N= : w0 = a dan
Sy
=N : 0
0 ot a s Ny
: 0 PR NN
N = s
0 N :
\Noast Ny st « wii1aid

dimana Ng=1danN,,r=1, ..., I-1 didefinisikan
secara rekursif oleh Ny = ~(PiuN; + P
st + -+ Py Nl untuk r=0, 1, ..., 1-2.
Sekarang perhatikan kembali tripel baku
(A,B,C) dari P, dan kita definisikan matriks non
singular R = (NQ)"' dengan Q = col(ABi)g;lo.
Maka kita punyai RNQ = I, yang disebut
kondisi biorthogonalitas dari R dan Q. Akibat
selanjutnya, K; = NQBQ'IN‘] = R'BR, atau
RK; = BR.

Kita nyatakan R = [R; R: ... R =
row(R)/_; . Maka R, = Q"N o,
01'=Q'[0 0 ... 0 I]'=C,dan[R; R; ... Ry

(Zf;B -Rit1Py)] row(R)) §=1 K>

row(BR;)gzl , sehingga Ri+; = BR;, untuk i

T S Zi;})—RMP;-:BR;.

Akibatnya, R+ = B'C, untuk i = 0, 1, ..., I-1,
dan Zf;}JBlCP, #B'C =0. Karena R non

singular berarti row(BiC)i;bnon singular.
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Selainitu, A=[I 0 ... 0]Q=[0 ... 0 IINQ=
[0 558 I][row(BiC)f-;%) ]"'. Suatu pasangan
matriks (B,C) dengan B € C"™*" dan C € C™™"

yang memenuhi sifat mw(BiC)g;(l) non singular

dan Zf;})BICPI + BEC =(0 disebut suatu

pasangan matriks baku kiri dari P. Suatu
definisi yang ekuivalen adalah bahwa suatu
pasangan matriks (B,C) disebut suatu pasangan
baku kiri dari P jika tripel matriks (A,B,C)
merupakan suatu tripel baku dari P dengan
A=[0 ... 0 N[row(B'C)'ZH T

Misalkan (A,B,C) adalah suatu tripel

matriks sehingga (B,C) merupakan suatu
-1 _

pasangan baku kiri dari P. Maka col(C'B"); g

[row(BiC)f;})]‘ non singular. Selain itu,
Yoleicnt « i Ve +B'cf =0
Dengan demikian  (C', B') merupakan suatu
pasangan baku dari sukubanyak matriks monik

P' dengan P'(A) = Zf;E}PIrK‘ Wi
Sementara, A'= {[0 ... 0 I]mw(lili(:‘)*:-;%)]']}l
= [colC'BHIET'0 ... 0 IJ. Akibatnya,

(C',B',A") merupakan suatu tripel baku dari P'.
Dengan cara serupa dapat kita tunjukkan
bahwa jika (A,B,C) adalah suatu tripel matriks
sehingga (B,C) merupakan suatu pasangan baku
kiri dari P, maka (C* B*) merupakan suatu
pasangan baku dari sukubanyak matriks monik

e *_ g
P* dengan P*(X) =Zf={l)}f’I A+ N dan
(C*,B*,A*) merupakan suatu tripel baku dari

P*, dimana tanda * menyatakan konjugate
transpose dari matriks terkait.

Representasi Suatu Sukubanyak Matriks
Monik

Setelah mengetahui sifat-sifat sederhana
dari pasangan-pasangan baku dan tripel-tripel
baku dari suatu sukubanyak matriks monik P,
pembahasan kita lanjutkan dengan menyelidiki
bagaimanakah representasi-representasi dan
suatu sukubanyak matriks monik.
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Misalkan (A,B,C) adalah suatu tripel
baku dari P. Misalkan pula row(Vi)LI =
[col(ABi)g;{g]'l. Kemudian pandang kembali

tripel baku (L],KLY]) dari P. Maka A = L|S3, B
= 8;'K;S;, dan C = S;'Yy, dengan S; =

col(AB)/Z). Akibatnya, AB' row(Vy)l_
col@)Zp =
]
e

AB' row(Vi)

col)iZ) = LK

row(-Pi)';;}] coI(Iki)ﬁg}J =->. })Pflf. Dengan

demikian, P(A) = IA

col(IL) f;é , suatu bentuk kanonik kanan dari P.

Selanjutnya, pandang tripel baku
(Lz,Kz,Yz) dari P dengan Lz = [0 -y I], Kz
matriks kompanion kedua dari P, dan Y, =[I 0

; 0]:. Maka A = 1,84, B = S4_IKIS4, dan C =

S¢'K; demgan S¢ = [col(AB)/ DT
'col(L;Kzi)f;%). Selain itu, (K,Y3) adalah suatu
pasangan baku kiri dari P dengan
row(K2'Y2) 2= 1 dan Ko'Y2 = col(-P)!Z).
Misalkan pula, col(W;)!_; = [row(B'C)/Z}T".

Maka  row(A) heolWylBlc =
row(IV)/Zh  col(-p)IZ) FpE
Dengan demikian, P(A) = IA' - row

()2 col(Wi) ! B'C, suatu bentuk kanonik
kiri dari P.

Kemudian, dengan mengingat bahwa IA-
K, adalah suatu linierisasi dari P (Gohberg et.
al., 1982 : 12), misalkan (P(A)®I) = E(A)(IA-
K1)[F(A)]" dengan -

Ei (M) E_y(h) . E(X) Eo(h)
-1 0 i 0 0
Sy -/ 0 0
0 0 PR & 0

dengan Eg(X) = I, Er1(X) = AEA(X) + Py untuk
r=0.1, ....1 2. dan
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B 95, 0

-M I 0
F(A) =

O 0 419

0 0 . -M I

Maka untuk Ago(P), ([P(A)]'®I) = F)(IA-K,)
'[E(V)]". Oleh karena itu kita peroleh untuk
rgo(P), [PA)]' = [ 0 ... OJFQ)Ir-K,)
TEQI' 0 ... 0'=[I 0 ... 0]JAA-K))'[0
0 IJ' = Ly(Ix-Ky)'Y, = AIA-B)'C, suatu
bentuk resolvent dari P.
Dengan demikian kita punyai hasil berikut.
Teorema 1 : Misalkan P dengan P(%) =

Zg;é}’iki+1lf adalah suatu sukubanyak

matriks monik nxn dan (A,B,C) adalah suatu
tripel baku dari P. Maka P mempunyai
representasi-representasi berikut.

i. Bentuk kanonik kanan : P(1) = IA' —~AB'

row(V)|_; col@2) ' 2}, dengan
! ind—=1 ;-
row(V;) 1= [col(AB"); o 1.
ii. Bentuk kanonik kiri : P(A) = -
row(IV) /2 col(wy)!_, B'C, dengan
col(Wy)!_; = [row(B'C)/Zh 1.

iii. Bentuk resolvent : [P(A\)]" = A(IA-B)'C,
reo(P).

Syarat Cukup Suatu Tripel Baku

Hal terakhir yang akan kita lihat tentang
sukubanyak matriks monik P adalah syarat
cukup agar suatu tripel matriks merupakan suatu
tripel baku dari P. _

Misalkan J adalah suatu blok Jordan nxn
dengan nilai karakteristik 0, yaitu

e e
B T il
e B
Q5.0:40 1
6.t o 4

suatu matriks super diagonal kedua. Maka
resolvent dari J, yaitu
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o 320 5% & o ) Akibatnya, jika I" adalah suatu lingkaran dengan
0 ! a2 a—(n-1) 0 berada di dalam interiomya, dan dengan
a-n'= Integral Kontur (Saff & Snider, 1976 : 105-106)
(') 0 0 1 1;2 kita punyai i,)\."dl =Quntuk j # -1 dan = 2xi
0 0 of | 2! : untuk j=-1, maka untuk j =0, 1, ... berlaku :
0 x}—l k}—Z kj*’ﬂ*l-'l
J' =4 —_ =
map (I ~J) " dh= mﬁfr b Ve Ygatih 1,
j—2
0 0 0 W 7 PO 3
—1
\ 0 0 0 .. gk ) 0 rnfliests 0

suatu matriks super diagonal ke j+1. Dengan demikian untuk j=0, 1, ...,

Selanjutnya, misalkan J’adalah suatu blok
Jordan nxn dengan nilai karakteristik Ay yang
tidak perlu sama dengan 0, yaitu

Bk dau il e
0 - gl ka1
L PSR
LT G
| '0.410 199

Ao )

Maka J’-AI adalah suatu matriks super diagonal
kedua, sehingga :

chjrxf FAT = ( Jdig T D=0l )
2mi :
untuk j = 0, 1, .... Di lain pihak, misalkan 3 =

Mho maka L4 3 A1 (I Aol)) =
2mi

Il
=
—

M (BI- 1')lap untuk ]
Aklbatnya kita punyal untuk j
——‘iﬁj(ﬁf J') ﬂ'ﬁ*—‘j(lo*‘l)’(ﬂf J')"dp

* 4 ( }\oj_kv JBr -y ap =T

2ni

Il
o
-
i
-
-

Sekarang misalkan B’ adalah sebarang
matriks persegi. Misalkan pula T adalah suatu

matriks non singular dan diag[Ji] E:I:! dengan m

1 3 < i :
S G v G W L
Zm'(i" ( /

suatu bilangan asli adalah suatu matriks Jordan
sehingga B’ = T 'diag[Ji] = T. Maka untuk j =
0,4
1 ; 2
--__rjrx»’(u—B') L) =
1

y‘ et
2mi

—{rkf diag[(M - J; )" J7dAT =

M (M - diag[J, ]I, )" dAT =

T diag[J,7 ]Iy T = T (diag[J] f=1 YT = B”.
Selan]utnya, misalkan (A,B,C) adalah
suatu tripel matriks dengan A € C™", B ¢ C™",
C e C"™™ sehingga [P(A)]" = A(AI-B)"'C, untuk A
¢ o(B). Untuk |A| cukup besar , yaitu lebih besar
daripada ||, VA eo(P), [P(V)]" =A™+ A VK, 4

A"DK, + ..., dengan K, i = 1, 2, ... adalah

matriks-matriks nxn. Misalkan ~ [P(A)]" =

z::_"_ aj\'. Maka :

a; = _lf‘i_)b—ff’fl)[p(x)]‘]dx untuki=..., -1,
2mi

0, 1, ..., dengan I" adalah suatu lingkaran dalam
bidang kompleks dengan o(B) berada dalam
interiornya. Oleh karena itu kita peroleh

—lumi_kf[P(x)]“'dkzo, untuk j=0, 1, .., 1-2,
2mi
=Tuntuk j =1-1,dan = Kjsy untuk j =1,1+1, ....



Sekilas Tentang Sukubanyak ... (Faizah)

Selain itu dapat kita pilih I" cukup besar
sehingga untuk 1 = 0, 14 s

—!—t_i'l_lj(fl -~ B)Fldjk =B. Akibatnya,
2T

col(ABY) g row(B'C) o=

At "gbc ao AB'"'c
ABC  AB%c . . W
AB'IC a4B'C AR
S SR R
: g
. (I - B)' Cd\ =
2ni
o kr'+ 1 22-2
1.8 Sid g
: i RRe g L g ]
oo : : RS B e
ll"—l ?Lf ?L.*.+ | 12;’ -2
g0 8 I
g ¢ 0 K,
o R , sehingga non singular.
AR g Y

R e v
Akibatnya col(AB’) i,-_:lo maupun row(B'C) i,-;lo

keduanya non singular. Kemudian, menurut
Teorema Integral Cauchy (Saff & Snider, 1976 :
138) kita punyai untuk j =0,1,...,

S S R
g ¥ o . '®
= . . s . d)

g o ¢ .3
1 - ] :
—d W =4 M PO PO D=
27 Znii— PNty
"
27
(T PAV 40 (- B Ca =
Tl

(Yh1 PAB* + 4B' )BIC.

§ M (X2 mak + Dl acn. - B) Cd =
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Oleh karena itu :
(Si P AB* + AB' Jrow( B/ C)jZ, =0.

Dengan demikian zl;(_:loPkABk + AB' =0.

Sampai disini kita simpulkan (A,B) adalah suatu
pasangan baku dari P. Selain itu kita punyai

col(ABj)iv_:IOC = [0l ikl schingga

C = [col(AB) y1'[0 ... 0 1]\ Akibamya

(A,B,C) merupakan suatu tripel baku dari P.
Dengan demikian kita punyai hasil berikut.

Proposisi 2 : Jika P adalah suatu sukubanyak

matriks monik nxn berderajat 1 dan (A,B,C)

dengan A € C™, B e C"™, C € C™" adalah

suatu tripel matriks yang memenuhi (P =

A(IA-B)'C untuk A ¢ o(B), maka (A,B,C)

merupakan suatu tripel baku dari P.

Dari semua uraian di atas dapat diambil
kesimpulan sebagai berikut.

1. Sebarang dua pasangan baku dari suatu
sukubanyak matriks monik adalah serupa,
dan sebarang pasangan matriks yang serupa
dengan suatu pasangan baku dari suatu
sukubanyak matriks monik P merupakan
suatu pasangan baku dari P.

2. Sebarang dua tripel baku dari suatu
sukubanyak matriks monik adalah serupa,
dan sebarang tripel matriks yang serupa
dengan suatu tripel baku dari suatu
sukubanyak matriks monik P merupakan
suatu tripel baku dari P.

3. Jika (A,B,C) adalah suatu tripel baku dar
suatu sukubanyak matriks monik P maka
(C',B',A") adalah suatu tripel baku dari P' dan
(C",B*,A*) adalah suatu tripel baku dari P*.

4. Suatu sukubanyak matriks monik mempu-
nyai representasi-representasi : 1. bentuk
kanonik kanan; ii. Bentuk kanonik kiri; iii.
Bentuk resolvent.

5. Suatu syarat cukup agar suatu tripel matriks
(A,B,C) merupakan suatu tripel baku dari
suatu sukubanyak matriks monik P adalah
[P)]" = A(IA-B)'C, Ago(B).

Itulah sekilas tentang sukubanyak matriks
monik, yang dapat mendasari pengetahuan kita
tentang sukubanyak matriks monik pada
khususnya, dan sukubanyak matriks pada
umumnya.
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