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Abstrak—Dalammakalahinidibahashal-hal yang terkait dengan waktutunggupada
proses renewal.
Waktutunggudidefinisikansebagaiwaktusampaiterjadinyakejadiankendihitungsejakwa
ktu 0 dandinotasikandenganS,. Dalam makalah ini disajikan hasil-hasil penelitian
berupa (1) mean, variansi, fungsi distribusi kumulatif, dan fungsi kepadatan
probabilitas distribusidariSygdimana(N(t), t >0)adalahproses renewal dan proses
Poisson (sebagai kasus khusus dari proses renewal); (2) mean, variansi, fungsi
pembangkit momen, limit mean, limit variansi dari jumlah parsial S; + S, + ... + S,
pada proses renewal; dan (3) mean, variansi, transformasi Laplace, dan sifat limit dari
S1+S; + ... + Sy baik pada proses Poisson maupun proses renewal

Kata kunci:Proses Poisson, proses renewal, transformasi Laplace, waktu tunggu

. PENDAHULUAN

Banyaksituasidalamkehidupansehari-haridimanabanyaknyakejadianpadasuatu interval
waktumenjadiperhatian yang menarikuntukdianalisis.
Beberapacontohsituasitersebutadalahbanyaknyanasabah yang datangkesebuah bank selamasehari,
banyaknyaklaimpadasuatuperusahaanasuransiselamasetahun, banyaknyakecelakaan yang terjadi di
suaturuasjalantolselamasebulan, dan lain-lain. Situasi-situasiinidapatdimodelkandengan proses renewal.

Secaramatematis proses renewal dapatdideskripsikansebagaiberikut. Dimulaidarititikwaktut = 0,
misalkanX;menyatakanwaktukejadianpertama, Xjadalahwaktuantarakejadianpertamadankedua,
Xsadalahwaktuantarakejadiankeduadanketiga, danseterusnya. Notasikan

Si=Xi+Xo+ ...+ X, n=1,2,3,...
danS, = 0. Definisikanuntukt > 0,
N(t) = sup{n : Sp<t}.

KuantitasbahwaN(t) menyatakanbanyaknyakejadian yang terjadipada interval waktu [0,t] dan
Syadalahwaktutunggu (waiting time) sampaiterjadinyakejadianken.Jikawaktu-waktuantarkejadianX;, X,,
Xs, ... dianggapsalingindependendanberdistribusiidentikdengansebarangdistribusi, maka proses stokastik
(N(t), t= 0) dinamakanproses renewal.Sebagaikasuskhususdari proses renewal,jikawaktu-
waktuantarkejadianX;berdistribusieksponensial maka proses (N(t), t> 0) dinamakan proses Poisson
homogen.

Proses renewal, danjuga proses Poisson,
telahbanyakdibahasdalamliteraturdanmendapatperhatiandaribanyakpeneliti. Dalam Ross [1]
telahdibahasdistribusidari proses Poisson, hargaharapan proses Poisson, variansi proses Poisson,
distribusiwaktutunggus,, distribusi proses renewal dansifat-sifatasimtotik proses renewal. Suyonodan van
der Weide[2]membahasalternating proses renewal sebagaigeneralisasidari proses renewal. Suyonodan
van der Weide[3]membahassuperposisidari proses renewal.

Terkaitdenganwaktutunggusampaikejadianken, untuk proses Poisson
telahdibuktikanbahwaS,berdistribusi gamma, sedangkanuntuk proses renewal
distribusiS,hanyadapatdirumuskanbentukumumnya, lihat Ross [1]. Terdapathal yang
menarikterkaitdenganwaktutunggu. Jikapada interval waktu [0, t] terjadisebanyakN(t) kejadian,
makawaktutunggusampaiterjadinyakejadianterakhirpada interval [0, t] adalahSy .

TerdapatperbedaanantaraS,danSy,
yakniindeksdariS,adalahbilangancacahdandistribusinyahanyatergantungpadadistribusiwaktuantarkejadiante
tapitidaktergantungpada  interval ~ waktu [0, t],  sedangkanindeksdariSypadalah  variable
acakdandistribusinyatergantungpadawaktuantarkejadiandanjugapada interval waktu [0, t]. Dalam makalah
ini akan dibahas sifat-sifat  distribusi  dari  Syg.SelainitudaribarisanwaktutungguS;, S,
...dapatdibentukjumlahparsiald, = S; + S, + ... + &, maupundyg= S; + S, + ... + Syp.
Secaramatematiskeduaderetinimenarikuntukdianalisis dan akan dibahas sifat-sifathya pada makalah ini.
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Il.  PEMBAHASAN

A. Distribusi Sy pada ProsesPoisson
Pikirkan proses Poisson (N(t), t > 0) dengan waktu-waktu antar kedatangan X;, X, ... yang
berdistribusieksponensial dengan parameter 2> 0. Definisikan untuk t> 0,
SN(t):X1+X2+ +XN(0.
Variabel acak Sy menyatakan waktu tunggu sampai terjadinya kejadian terakhir pada interval waktu
[0,t]. Teorema berikut menyajikan sifat-sifat dari Sy.

Teorema 1.
Pada proses Poisson waktu tunggu S, mempunyai sifat-sifat sebagai berikut:

a.  Fungsi distribusi kumulatif dari Sy adalah
Fs,, (X) = e 0<x<t.
b. Fungsi kepadatan probabilitas dari Sy, adalah
s, (0= A8 0<x<tdan P(Sy, =0)=e™.

c. Mean dari Sy adalah

1 1
E[SN(t)]:t—z-i'ze A

d. Variansi dari Sy adalah

1 2t 1 -
Var[SN(t)] — At 21t

TR

Bukti:

a. Dengan mengkondisikan pada kejadian N(t) = n diperoleh

0 N(t)
Fay (0= PlSyey < %)= ZP(Z X, <x|N(t) =n [P(N(®) =n)
Jika N(t) = 0 maka Sy = S = 0 dan untuk x > 0, P(Se<x| N(t) = 0) = 1, sehingga

Fsoo (X) = P(N() =0)+iP(NZ(:t)Xi <X|N(t) =n |P(N(t) =n)

- ip(sn < x| N(t) =n)P(N(t) = n)

n=0

Jika diberikan N(t) = n, maka distribusi bersama dari Sy, S, ..., S, sama dengan distribusi bersama order
statistik dari n variabel acak yang saling independen dan berdistribusi identik uniform pada interval (0,t),
lihat Ross [1]. Teorema ini mengimplikasikan bahwa fungsi kepadatan probabilitas bersyarat dari S;, S,,
..., Sy jika diberikan N(t) = n adalah

nt
f(S;,S5,- S, ln):t_”’ 0<s, <8, <..<5s, <t.

Sebagai akibat dari teorema di atas, distribusi bersyarat marginal dari S;, jika diberikan N(t) = n adalah
ns n-1
f, (o IM = [ f(s,5,8, [N)ds,ds,..ds, = t: , O<s, <t.

0<5,<8,<..<S,
Dengan demikian fungsi distribusi kumulatif bersyarat dari S, jika diberikan N(t) = n adalah

Sn Sn an—l Sn n
Fo, (s, [n) = [ f (x| n)dx= | = (Tj
0 0
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Jadi

ni!

SN(t)( ) ZF (Xln)P(N(t)_n) Z[ j _/H(lt) e—/l(t—x)’ O<x<t.

b. Fungsi kepadatan probabilitas dari Sy adalah
= -A(t-x)
fSN(t) (X) - d SNm ( ) e , O<x<t.

Waktu tunggu Sy mempunyai massa pada titik 0. Jelas bahwa Sy = 0 jika dan hanya jika N(t) = 0, dan
N(t) = 0 jika dan hanya jika X;>t. Jadi

P(Sygy =0)=P(X, >t)= [le*dx=e"
t
c.  Mean dari Sy adalah
t t 1 1
E[S\n]=0xP(N@t)=0)+ | xf. (X)dx=|Axe " Mdx=t—=+=¢*
[Sue] (N() >£sw,() j RS

d. Momen kedua dari Sy adalah

2t 2 2 _
E[S{y]=0xP(N(t) = 0)+IXf ()dx =t? - Tt t

Sebagai akibatnya

1 2t _ 1 _
Var[S 1= E[Sy ] (E[Sy,]* = 7 ae " ¢ !

B. Distribusi Sy pada ProsesRenewal

Pikirkan proses renewal (N(t), t > 0) dengan waktu-waktu antar kedatangan X;, X, ... yang
berdistribusi sebarang dengan fungsi distribusi kumulati F. Sifat-sifat dari Sy disajikan dalam bentuk
transformasi Laplace yang dapat diinversi secara numerik, lihat [4].

Teorema 2.
Pada proses renewal waktu tunggu Sy mempunyai sifat-sifat sebagai berikut:
a. Transformasi Laplace dari Sy adalah

Febooles. bt toF*B)
[Elo(-asug b ot =2 P

dimana F* adalah transformasi Laplace-Stieltjes dari F.
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b. Transformasi Laplace dari mean dan momen kedua dari Sy adalah

B ]gxe‘ﬁxdF(x)

E|S At =L
“”‘”]e AL F(B)]

dan

o0

[I-F *(,B)]Tx e ™dF (x) + Zﬁ xe‘(””ﬁ)xdF(x)}
J.E[Sli(t)]: : C* .
0 PL—F*(a+p)]

Bukti:
a. Untuk fungsi terukur ¢ dan a, >0,

TE[exp[—aNfﬂxi)ﬂe-ﬂ‘dt: T
° Pl e OdF 0]

lihat [5]. Ambil ¢ (t) = t, maka

( ~ g~ 1=F*(B)
.([E[exp( aSN(t))]e dt_ﬂ[l—F*(a+ﬂ)]'

b. Transformasi Laplace dari mean dan momen kedua dariSygmasing-masing dapat diperoleh dengan
mencari turunan pertama dan kedua dari transformasi Laplace dari Sy terhadap « lalu mengganti o
dengan 0.

C. Sifat-sifat dariJ,pada proses renewal

m n
Teorema berikut tentang sifat-sifat dari J,, = Z S, dimana S, = Z X, pada proses renewal.
=1 i=1

Teorema 3.
Jumlah parsial J,, pada proses renewal memenuhi sifat-sifat sebagai berikut:
a. Mean dari J,, adalah

E[J,] :%m(m+1)y.

b. Variansi dari J,, adalah

m(m+1)(2m +1)o?
5 .

Var[J,]=
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Fungsi pembangkit momen dari J,, adalah

M, (t) =1EIMX (t(m+1-1)).

d. Limit mean dari J,, adalah

. E[J
lim M oy
m—e  m 2
e. Limit variansi dari J,, adalah
_Var[J o’
lim % =,
m—oo m 3

Bukti:

a. Mean dari J,, adalah
E[J. 1= E[Z(m +1—i)Xi} =Y (M 1-i)u =%m(m iy
i=1 i=1

b. Variansi dari J,, adalah

Var[J, ] =Var{zm:(m +1—i)xi} :i(m+1_i)202 _m(m +1)(§m +1)c?

d. Fungsi pembangkit momen dari J, adalah
M, (t)= E{exp(Zt(m +1-0)X, ﬂ =My @(m+1-1i))
i=1 i=1

e. Limit mean dari J,, adalah

. E :
lim —[sz] = lim mm=+1)u +21)ﬂ ad
m—o0 2m 2

m—o0 m
f.  Limit variansi dari J,, adalah

2 2
lim Var[;]m] _ lim m(m +1)(22n+1)0 _o°
M—00 m m—>o0 6m 3

D. Sifat-sifat dariJyypada proses Poisson
N(t)

n
Teorema berikut tentang sifat-sifat dari J N = Z S, dimana S, = Z X pada proses Poisson.
n=1 i=1
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Teorema 4.
Jumlah parsial Jy pada proses Poisson memenuhi sifat-sifat sebagai berikut:
a. Transformasi Laplace dari Jyq) adalah
Al-at —e“‘)j

Elexp(-ad ) :exp( :
b. Mean dari Jy, adalah
e =24

c. Variansi dari Jy( adalah
at®
Var[J N ]z —

d. Limit distribusi dari Jyg adalah normal dengan mean At%12 dan variansi At3/3 untuk t—oo.

Bukti:

a. Transformasi Laplace dari Jy

Elexp (- =S E exp(— ai S, N(t) = nﬂP(N(t) —n)

i E exp(— aZn:UiHP(N(t) =n)

dimana U; saling independen dan berdistribusi identik uniform pada interval (0,t). Karena

Elop(-au, )=~ (1-¢)

clo(- a3 e )| G e —op{ At e

maka

o n! a

b. Mean dari Jyg

® N(t)
E[3 )= ZE{ZS IN(t)—n}P(N(t)—n) ZZE[U](M)

n=0 i=1
Karena U; berdistribusi uniform pada interval (0,t) maka

nt (/1t) A& At
[N(t)] Z 2 nzﬂl(n_l)!" - 2

c. Momen kedua dari Jy

Momen kedua dari Jyg) dapat dibuktikan secara serupa dengan bukti untuk mean dari Jyg), yakni dengan
menggunakan teknik ekspektasi bersyarat dan menggunakan sifat statistik urutan dari distribusi
eksponensial. Dapat diperiksabahwa

a2t
ez, -2 2
Sebagai akibatnya, variansi dari Jy, adalah
a?
Var[3,]= EP2 J-EDvo F = 3

d. Limit distribusi dari Jy
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I — A7 i
Elexp| —ig— 2" =exp(%ia 3/It)E exp(—ﬁ ]

J
it tar "

Menggunakan hasil bagian a diperoleh

E exp| - |C¥\/_ J —exp(——l M a?+ /’Lt\/_ (t 3/2)]

t\/_ N(t la\/_

untuk t—oo. Sebagai akibatnya

I — 5 At?
Elexp| —ig 02— aexp[—lazj untuk t—>o0
Jia? 2

yang merupakan fungsi karakteristik dari distribusi normal standar. Jadi dapat disimpulkan bahwa Jy
mendekati distribusi normal dengan mean At%/2 dan variansi At*/3 untuk t—.

E. Sifat-sifat dariJygpada proses renewal
Untuk membahas sifat-sifat dari Jygakan digunakan teori tentang proses titik, lihat [6], [7] dan [8].
Misalkan (Q,F,P) adalah ruang probabilitas di mana barisan variabel acak non-negative X;, X,, ... yang
saling independen dan berdistribusi identik didefinisikan, dan juga barisan variabel acak Uy, U, ..., yaitu
barisan variabel acak yang saling independen dan berdistribusi eksponensial dengan parameter 1
didefinisikan, sedemikian hingga barisan (X;) dan (U;) saling independen. Misalkan T,, T, ... adalah
barisan jumlah parsial dari Uy, U, ..., yakni

Th=U+ U+ ...+ U,
Maka pemetaan

D0 D S (w0 (0)
n=1

di mana O ) adalah ukuran Dirac pada titik (x,y) merupakan proses Poisson pada E = [0,0) x [0,0)

(xy
dengan ukuran intensitas v(dtdx) = dt dF(x). Misalkan M adalah himpunan semua ukuran titik pada E.
Distribusi dari ® akan dinotasikan dengan P,, yakni P, = P o ®™.

Definisikan untuk t > 0, fungsional A(t) pada M dengan

A(t, 12) = [ Lo, (8)xuu(dsdx)

Definisikan juga

It 1) = [ [ 10,0 (t = ACt, 1)) ([, 8) ¥ [0, 50))ul ) (1) a(clrlu) (clsche)

Maka dapat ditunjukkan dengan mudah bahwa dengan probabilitas 1,
Ingy =9 (t, )
Teorema 5.
Misalkan X1, Xa, . adalahbarisanvariabelacak non-negatif yang
salingindependendanberdistribusiidentikdengansebarangfungsidistribusiF. Definisikan
Sn:X1+X2+...+Xn, n:1,2,3,...
Sp =0, dan (N(t), t > 0) adalah proses renewal dengan waktu tunggu S,,. Definisikan untuk t > 0,
N(t)

‘]N(t) = len

Maka untuk a, b> 0,

jE(exp{ 8y Je Pt = F*(b)ZHF*(a(n +1-i)+b).

n=0 i=1
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Bukti:
E(e_aJN‘” )= J.eXp{—ajjl[o,x) (t— A(s, w)) u([r,s) x [0, 00))ulyy ) (r) ze(drdu) ze(dsdx)}P, (dz)

= [ [10,0 t — Als, ) exp{-a [ pu([r,s) x [0,00))uly o (1) pe(drdu)}a(dscx)P, (dz)

Dengan menerapkan rumus Palm diperoleh

E(e™") = TT [ = AlS, 12+ 5,.)

00M

exp{~[au([r,s)x[0,00))uly () (drdu)}P, (d)dF (x)ds

Dengan menggunakan teorema Fubini diperoleh

JEE™ e "at =2 foup [ fau(ir,s) <[0,) +blut, (Nu(erdu}R, (du)ds

Integral terhadap P, dapat ditulis sebagai jumlah integral atas himpunan B, = {ue M :
u([0,8)x[0,)) = n}, n = 0, 1, 2, ... Tetapkan sebuah nilai n dan ambil ue M sedemiian hingga
1([0,8)x[0,)) = n dan supp(w) = ((t,x)), i = 1, 2, ... Maka t,< s < t,,;. Untuk ukuran p tersebut, integral
terhadap P,dapat dituliskan sebagai

I[ay([r, $)x[0,0) +bJuly, , (r) u(drdu) = i (a[N +1—-i]+b)x,

Karena ukuran P adalah bayangan dari ukuran P di bawah pemetaan @, maka dengan menyajikan integral
terhadap P,atas B, sebagai integral terhadap P atas himpunan A, = {®eQ: T\(®) < s < Tha(w)} dan
dengan mengunakan asumsi bahwa barisan (T,) dan (X,) saling independen, diperoleh

[exp{~[Tau(lr,s)x[0,0) +b]uly , (r)s(drdu)P, (dz)

- jexp{—i(a[n +1-i]+b)X, (a))}P(da))
A i=1

Snefs
n!

:f[F*(a[n+1-i]+b)

Jadi

-S

s"e
!

[ {— [Tau(lr, s)x[0,00) +bJul (r)u(drdU)}Pv (du) = i]‘[ F*(a[n+1—i]+b)

M E n=0 i=1 n

no-S

s'e
n!

Karena untuk setiap n, J. ds =1 maka teorema terbukti.
0

Teorema 6.

Dengan asumsi sebagaimana pada Teorema 5, jika E[Xlefbxl] <00, maka untuk b>0

T g EIXie ]
'([E[JN(I)]e dt= L F OF

-bX,

dan jika E[X/e "] < o0, maka untuk b>0
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[1+ F *(b)]E[X e ™"] . 2[2+ F *(b)]E[X,e ]
bl1—F * ()’ b[1-F *(b)]*

[ELIR e dt=
0

Bukti:

Transformasi Laplace dari mean dan momen kedua dariJygpmasing-masing dapat diperoleh dengan
mencari turunan pertama dan kedua dari transformasi Laplace dari Sy, terhadap o lalu mengganti o
dengan 0.

Teorema 7.
Jika u = E[X,] < comaka untuk t menuju tak hingga
2
t
E[‘J N(t)] - Z
Bukti:
Jelas bahwa

[e "dE[ 1= im E[3 e ™ +b[ [ Je alt.
0 0
Karena 0<J, <tN(t) maka

0<HmELD T <IN =l o) - —0
—o0 Do m L
Sebagai akibatnya

E[X,e™™]
[1-F*(®)’
7= 1+ 0(1) dan

[e ™ dE[ o ]1=b[ E[Iy Jedt =
0 0

Dengan menggunakan teorema konvergensi terdominasi disimpulkan E[Xle
F *(b) =1— 10 + o(b) untuk b — 0.
Jadi

7 1
[e " dE[I ]~ untukb o0,
0 H

Karena E[JN(t)] tidak turun, maka dengan menggunakan teorema Tauber (dengan y = 2) teorema
terbukti.

I1l.  SIMPULAN DAN SARAN

WaktutungguSydan waktu tunggu S, mempunyai sifat-sifat yang berbeda baik pada proses Poisson
maupun pada proses renewal. Pada proses Poisson Syybukan berdistribusi gamma, bahkan memiliki massa
pada titik t = 0. Mean, variansi, fungsi pembangkit momen, dan sifat-sifat limit dari jumlah parsial J, = S; +
S, + ... + Spdan jumlah parsial Jyg = S1 + S, + ... + Sypjuga berbeda baik pada proses Poisson maupun pada
proses renewal. Sifat-sifat dari Sy dan Jygpada proses renewal disajikan dalam bentuk transformasi
Laplace yang harus diinversi secara numerik. Distribusi probabilitas dari Jygdisajikan dalam bentuk
transformasi Laplace ganda yang berbentuk deret tak hingga dengan suku-suku yang sangat kompleks.
Oleh karena itu disarankan untuk dikembangkan suatu prosedur untuk menginversi transformasi Laplace
ganda dari Jyyang cepat dan akurat.
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