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Abstrak—Pada makalah ini akan dibahas mengenai interval [0,1] dan matriks fuzzy
persegi. Dengan memanfaatkan operasi biner pada semi ring fuzzy [0,1], akan
dibuktikan struktur aljabar yang terbentuk dari interval [0,1] dan semi ring matriks
fuzzy persegi. Hasil yang diperoleh adalah interval [0,1] merupakan semi modul atas
semi ring matriks fuzzy persegi.
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l. PENDAHULUAN

Operasi biner pada suatu himpunan tak kosong S merupakan suatu fungsi dari SxS ke S [1]. Monoid
merupakan suatu sistem matematika yang terdiri atas sebuah himpunan tak kosong dan dilengkapi dengan
sebuah operasi biner yang memenubhi sifat assosiatif dan memiliki elemen identitas [2]. Selanjutnya suatu
monoid yang operasi binernya bersifat komutatif dinamakan monoid komutatif.

Suatu semi ring R merupakan sebuah himpunan tak kosong R yang dilengkapi dengan dua buah
operasi biner yakni penjumlahan dan pergandaan yang memenuhi R adalah monoid komutatif terhadap
operasi penjumlahan, R monoid terhadap operasi pergandaan, berlaku sifat distributif pergandaan
terhadap penjumlahan, dan elemen identitas penjumlahan merupakan elemen penyerap pada R [3]. Suatu
semi ring dikatakan komutatif apabila operasi pergandaannya bersifat komutatif. Semi ring yang
terbentuk dari interval tutup [0,1] yang dilengkapi dengan operasi penjumlahannya adalah maksimum
serta operasi pergandaannya adalah minimum dinamakan semi ring fuzzy [4]. Misalkan R adalah suatu
semi ring maka semi modul M atas R adalah semigrup komutatif M bersama dengan oeprasi pergandaan
scalar -: S x M — M yang memenuhi aksioma

MNa-x+y) =a'x +a-y

(i(a+b)'x =a-x+b-x

(iii)a-(b-x) (ab) - x
(ivil-x =x
VMOo-x =0

untuk setiap a dan b elemen pada S, serta x dan y elemen pada M [5]. Selanjutnya elemen pada semi
modul M ini sering dinamakan vector [1].

Matriks fuzzy merupakan matriks yang entri-entrinya merupakan elemen pada semi ring interval [0,1]
[4]. Selanjutnya operasi penjumlahan dan pergandaan matriks fuzzy ini didefinisikan sebagaimana
operasi penjumlahan dan pergandaan pada matriks biasa, tetapi operasi penjumlahan dan pergandaan pada
entri-entrinya mengadopsi dari operasi penjumlahan dan pergandaan pada semi ring fuzzy. Pada makalah
ini dibahas mengenai struktur aljabar yang terbentuk dari matriks fuzzy persegi dengan operasi
penjumlahan dan pergandaannya seperti pada [6] dan interval tutup [0,1] dengan menggunakan operasi
penjumlahan pada semi ring fuzzy. Pada bagian utama makalah ini akan disajikan pembuktian tentang
interval tutup [0,1] merupakan semigrup komutatif, himpunan semua matriks fuzzy persegi merupakan
semi ring, dan interval tutup [0,1] merupakan semi modul atas semi ring matriks fuzzy persegi.

Il.  HASIL DAN PEMBAHASAN

A. Semi Grup Interval [0,1]

Interval [0,1] merupakan himpunan semua bilangan riil yang lebih dari atau sama dengan O dan
kurang dari atau sama dengan 1. Sebelum menunjukkan bahwa interval [0,1] merupakan suatu semigrup,
terlebih dahulu didefinisikan operasi penjumlahan pada interval [0,1] yakni

a + b = maks {a, b}
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untuk setiap a,b € [0,1].
Perhatikan bahwa sistem matematika ([0,1], +) merupakan semigrup, seperti disajikan pada teorema
berikut ini.
Teorema 1
Sistem matematika ([0,1] , +) adalah semigrup
Bukti
Perhatikan bahwa untuk setiap a, b,c € [0,1] berlaku a + b = maks {a, b }, yang tak lain merupakan
elemen pada interval [0,1]. Dengan demikian operasi penjumlahan bersifat tertutup pada [0,1].
Selanjutnya perhatikan bahwa

a+ (b+c) =a+ maks{b,c}

= maks {a, maks{b, c} }
=maks {a, b, c}
= maks {maks{a, b}, c}
=(a+b) + c
Dengan demikian sifat assosiatif penjumlahan berlaku pada interval [0,1]. Dari uraian tersebut diperoleh

bahwa [0,1] merupakan semigrup terhadap operasi penjumlahan. m

Teorema 2
Operasi penjumlahan pada semigrup ([0,1] , +) bersifat komutatif dengan elemen identitas
Bukti
Perhatikan bahwa untuk setiap a,b € [0,1] berlaku
a+ b =maks{a,b}

=maks {b, a}
=b + a

Dengan Kata lain operasi penjumlahan bersifat komutatif pada M. Sementara itu, perhatikan juga bahwa
0 + a =maks{0,a}

=maks {a, 0}
=a+ 0
=a
sehingga 0 merupakan elemen identitas pada M terhadap operasi penjumlahan. m

Berdasarkan uraian Teorema 1 dan Teorema 2 diperoleh bahwa ([0,1], +) merupakan semigrup komutatif
dengan elemen identitas terhadap operasi penjumlahan.

Teorema 3

Sistem matematika ( [0,1], maks, min ) merupakan semi ring.,

Bukti

Menurut pembahasan pada Teorema 1 dan Teorema 2 diperoleh bahwa ([0,1], maks) merupakan monoid
komutatif terhadap operasi maks. Selanjutnya tinggal ditunjukkan pada operasi min. Perhatikan bahwa
untuk setiap a,b € [0,1] berlaku min {a, b} merupakan elemen pada interval [0,1]. Dengan demikian
operasi min bersifat tertutup pada [0,1]. Selanjutnya perhatikan bahwa
min{a, min{b, c}} = min{a, b, c}
= min{min{a, b}, c}.
Dengan demikian sifat assosiatif penjumlahan berlaku pada interval [0,1]. Dari uraian tersebut diperoleh
bahwa [0,1] merupakan semigrup terhadap operasi min. Lebih lanjut perhatikan juga bahwa untuk setiap
a,b € [0,1] berlaku
min{a,b} = min{b,a}
yang dengan kata lain operasi min bersifat komutatif pada M.
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Sementara itu, perhatikan juga bahwa
min{l,a} = min{a,1} = a
sehingga 1 merupakan elemen identitas pada M terhadap operasi min. Sifat distributif operasi min
terhadap operasi maks juga berlaku, karena untuk setiap a, b, ¢ € [0,1] berlaku
min{a, maks{b,c}} = maks {min{a, b}, min{a, c}}
dan
min{ maks{b,c},a} = maks {min{b, a}, min{c, a}}.
Sementara itu elemen nol pada [0,1] yaitu O merupakan elemen penyerap terhadap operasi min, yakni
untuk setiap a € [0,1] berlaku
min{0,a} = min{a,0} = 0.
Dengan demikian [0,1] merupakan semi ring. m

B. Semi Ring Matriks Fuzzy Persegi

Sebelum membahas lebih jauh mengenai semi ring matriks fuzzy, terlebih dahulu didefinisikan
matriks fuzzy seperti definisi berikut ini.

Definisi 4 [7]
Misalkan [0,1] adalah semi ring fuzzy, maka matriks A = [a;] dengan a; € [0,1] dinamakan matriks
fuzzy.

Selanjutnya, suatu matriks fuzzy dikatakan persegi apabila banyaknya baris sama dengan banyaknya
kolom. Operasi penjumlahan dan pergandaan matriks fuzzy didefinisikan sebagaimana operasi
penjumlahan dan pergandaan matriks biasa. Misalkan A = [a;;]dan B = [b;;] masing-masing
merupakan matriks fuzzy persegi yang berordo n, maka operasi penjumlahan dan pergandaannya
didefinisikan berturut-turut sebagai

A+ B = [al-j + bU] = [maks{aij,bij}]

dan
AB = [Yk=1 @i byj ] = maksy-, {min{aik' bkj}}

untuk setiap i,j = 1,2,...,n.8

Teorema 5

Misalkan M adalah himpunan semua matriks fuzzy persegi, maka M merupakan suatu semi ring, dan
selanjutnya dinamakan semi ring matriks fuzzy persegi

Bukti

Misalkan ambil sembarang matriks fuzzy persegi A = [a;;], B = [b;;] dan C = [c;;] yang berordo n.
Perhatikan bahwa hasil penjumlahan dari A dan B yakni

A + B =[ay + by = [maks{a;;, by}

juga merupakan matriks fuzzy persegi. Dengan demikian operasi penjumlahannya bersifat tertutup pada
himpunan M. Operasi penjumlahan bersifat assosiatif pada M. Hal ini dikarenakan
(A+B)+C = [ay+by] +[cy]

= [maks{a;;, bij}] + [cij]
= [maks {{ay b} e )
= [maks{ayj, by, cij}]

= [maks{ay;, {bi;, cij}}]
= |a;;] + [maks{ay;, b;;}]
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= [ay] + [bij + ¢y
=A+ (B+0)
Matriks 0 = [0;;] dimana 0;; = O untuk setiap i dan j, merupakan elemen identitas terhadap operasi
penjumlahan pada M. Sementara itu juga berlaku bahwa
A+ B = [aij +bl]]
= [maks{al-j, b”}]
= [maks{bij, aij}]
= by + a;]
=B + A

Dengan demikian operasi penjumlahan bersifat komutatif pada M, sehingga M merupakan monoid
komutatif. Berdasarkan uraian diatas diperoleh bahwa M merupakan suatu monoid komutatif terhadap
operasi penjumlahan.

Selanjutnya perhatikan bahwa untuk setiap matriks fuzzy persegi A = [a;;], B = [b;;] dan C = [c;]
yang berordo n, maka berlaku bahwa hasil pergandaan dari A dan B yakni

AB = Y}_1ay byj 1 = maksy-, {min{aik, bk]-}}

juga merupakan matriks fuzzy persegi. Dengan demikian operasi pergandaannya bersifat tertutup pada
himpunan M. Selain itu operasi pergandaan bersifat assosiatif pada M, hal ini dikarenakan

(AB)C =[XYk-1aix bkj] [cii]
= [maksg-, {min{aik, bkj}}] - [eil

= [maks, {maks;_, {min{aik, by j}}it ,Cejl]

= [maks-, {a;;, {maksj-, {min{bik, ckj}} 't]
= [ay]. [fmaksi—y {min{bis, cis}} ]

= [Xt=s ait(ZZ:l biy ij)tj ]

= [ay] k=1 bix cx;j]

= A(BO).

Kemudian matriks | = [a;;] dimana a;; = 1untuk setiap i = j, dan a;; = 0 untuk setiap i # j,
merupakan elemen identitas terhadap operasi pergandaan pada M.

Berdasarkan uraian tersebut diperoleh bahwa M merupakan suatu monoid terhadap operasi pergandaan.
Selanjutnya sifat distribusi operasi pergandaan terhadap operasi penjumlahan juga berlaku pada M, dan
elemen identitas penjumlahan pada M merupakan elemen penyerap terhadap operasi pergandaan, karena
untuk setiap matriks fuzzy persegi A = [a;;] berlaku

A0 = [Xk=1a 0]
= [ maks {min{a;, , 0}]
= [au]
= A,
dan
04 = [Xk=10i ag;]
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= [ maks {min{0, a;;}]
= [ag]]
= A

Dengan demikian matriks 0 merupakan elemen penyerap terhadap operasi pergandaan pada M.

Menurut uraian tersebut diperoleh bahwa himpunan semua matriks fuzzy persegi merupakan semi ring. m
Untuk selanjutnya, semi ring pada Teorema 5 ini cukup dinamakan sebagai semi ring matriks fuzzy
persegi.

C. Semi Modul Interval [0,1]

Sudah diketahui bahwa M adalah semi ring matriks fuzzy persegi dan [0,1] adalah semigrup komutatif
dengan elemen identitas. Terlebih dahulu didefinisikan operasi -: M x [0,1] — [0,1] dengan definisi
[a;j].k = (a1 + azy + -+ ayy).k, untuk setiap [a;;] € M dan k € [0,1].

Perhatikan bahwa untuk setiap X = [x;;], ¥ = [y;;] € Mdana,b € [0,1] berlaku
(i) X-(a+b) = [x;] - (@ + b)
= (x11 + x22 + + xnn) .(a + b)
= maks{ X114, X22, ) Xnn}. (@ + b)
= maks{ x11, X232, «0rr Xnnt- @ + maks{ x;1, X35, e, Xpn}- b
= [xi] - a + [x;] - b
=X-a+X.b

i) X+Y)-a = ([xi;] + [yij]) - a
=[x +yy]-a
= ((x11 +y11) + (a2 + Y22) + -+ (Xpn + Yun))- @
=((xp1+ X 44 Xpp) + (Y11 + Yoz + -+ Ynn))- @
= (maks{ x11, %22, -, Xpn} + maks{ y11, V22, -, Yan})- Q
= (maks{ x11, %22, -, Xpn })- @ + (Maks{ y11, Y22, -, Vun})- @
= [xi]-a+[yy]-a
=X.a+Y-a

(i) (X.Y) - a = ([xy)- [ - a
= [Xk=1Xik yxjl-a
= (Xk=1%1k Y1 + Xk=1%2k Y2 + =+ + Li=1 Xnk Yin)- @
= maks{(Xx=1 X1k Yk1, Lk=1X2k Y2 -+ » Lie=1 Xnk Yikn)- @
= (maks{ x11, %22, -, Xpn })- ((Maks{ y11, V22, ) Yan})- @)
= [xy]- (] - @
=X.(Y-a)

(iV)I-a = [l”]a
= (i11 + i22 + -+ inn) .a

= maks{ i11, izz, () inn}' a
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(V) 0.a =[0;].a
=(011+ O+ 4+ Opp) @
=maks{04,,055,...,0,,}. @
=0.a

=0

Berdasarkan uraian tersebut diperoleh bahwa [0,1] merupakan semi modul atas M. Dengan demikian
diperoleh hasil utama pada makalah ini berupa suatu sifat yang disajikan dalam teorema berikut ini.

Teorema 6
Interval [0,1] merupakan semi modul atas semi ring matriks fuzzy persegi.

I1l.  SIMPULAN DAN SARAN

Dari interval [0,1] dapat dibentuk suatu semi modul dengan cara mendefinisikan operasi pergandaan
skalarnya sebagai operasi pergandaan pada semi ring fuzzy yakni antara jumlahan pada entri-entri
diagonal utama dengan sembarang elemen pada interval tutup [0,1]. Penelitian selanjutnya dapat
dilakukan pada pembentukan semi modul atas semi ring sembarang matriks fuzzy.
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