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Abstrak— Tulisan ini membahas karakteristik pasangan baku dalam polinomial
monik. Polinomial matriks didefinisikan sebagai polinomial dari variabel-variabel
kompleks dengan koefisien matriks. Polinomial matriks juga dikenal sebagai 4-
matriks yang biasa ditulis dalam bentuk L(A) = ¥:}_,4;4 dengan Ag, Ay, ..., A,
adalah matriks-matriks berukuran nxn yang entri-entrinya bilangan kompleks. Jika
A; = I yaitu matriks identitas maka polinomial matriks L(4) dikatakan polinomial
monik. Pada suatu polinomial monik L(2) dapat dibentuk pasangan matriks (X, T)
yang disebut pasangan baku untuk L(4) jika memenuhi dua kondisi berikut: (1).
Col(XTH!Z} nonsingular (2). Y'Z3A,XT'+ XT'=0.  Pemahaman akan
pasangan baku ini merupakan dasar dalam memahami tripel baku yang memegang
peranan penting dalam menentukan invers polinomial matriks dan teorema
representasi. Hasil penelitian menunjukkan bahwa pasangan baku dapat terbentuk
dari linierisasi  polinomial monik L(A) atau setiap polinomial monik selalu
mempunyai pasangan baku, pasangan baku untuk polinomial monik tidak tunggal dan
setiap pasangan baku untuk L(2) similar dengan pasangan baku (P4, C;) dengan €,
merupakan matriks companion pertama.

Kata kunci: pasangan baku, polinomial matriks, polinomial monik.

|.  PENDAHULUAN

Teori spektral polinomial matriks memegang peranan yang sangat penting dalam matematika karena
banyak persoalan-persoalan dalam matematika yang berkaitan dengan dengan teori ini seperti persamaan
differensial, analisa numerik, dan masalah nilai awal. Salah satu dasar dalam teori spektral polinomial
matriks adalah masalah linierisasi [1]. Persoalan linierisasi polinomial matriks telah banyak dibahas
dalam beberapa literatur diantaranya [1], [4] dan [5]. Linierisasi polinomial matriks dapat diungkapkan
dalam bentuk pasangan matriks. Pasangan matriks ini dengan beberapa sifat yang harus dimilikinya
disebut pasangan baku untuk polinomial matriks tersebut [1] dan [4]. Pemahaman akan pasangan baku
merupakan dasar dalam memahami tripel baku yang memegang peranan penting dalam menentukan
invers polinomial matriks dan teorema representasi.

Polinomial matriks didefinisikan sebagai polinomial dari variabel-variabel kompleks dengan koefisien
matriks. Polinomial matriks juga dikenal sebagai A-matriks yang biasa ditulis dalam bentuk L(1) =

L oA At dengan Ay, A4, ..., A, adalah matriks-matriks berukuran nxn yang entri-entrinya bilangan
kompleks. Jika A; # 0 yaitu matriks nol maka polinomial matriks L(2) tersebut dikatakan berderajat !
dan jika A; = I yaitu matriks identitas maka polinomial matriks ini dikatakan monik (polinomial monik)
[1], [4] dan [6]. Polinomial monik biasa ditulis dalam bentuk L(1) = IA' + ¥!2% A;4%, dengan L(1)
berderajat [ dan berukuran nxn [1] dan [3]. Pada suatu polinomial monik L(A) dapat dibentuk pasangan
matriks (X,T) yang disebut pasangan baku untuk L(4) jika memenuhi dua kondisi berikut: (1).
Col (XTY)iZy non singular (2). ¥i23 A, XT' 4+ XT' = 0. Dalam tulisan ini akan dibahas karakteristik
pasangan baku dalam polinomial monik. Sebelum dibahas karakteristik pasangan baku dalam polinomial
monik akan diuraikan terlebih dahulu beberapa konsep dasar yang mendukung dalam pembahasan.

Il.  TINJAUAN PUSTAKA

Pada bagian ini akan diberikan definisi-definisi dan teorema-teorema yang mendukung hasil dan
pembahasan.

Definisi 11.1. [1], [3], [4], [5].
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Suatu polinomial matriks linier Al — A berukuran nixnl disebut linierisasi polinomial monik L(4) jika
Al — A ekuivalen dengan [L(O’D ([)] dan ditulis Al — A ~ [LE)’D (I)] Selanjutnya matriks A ini disebut
sebagai linierisasi untuk L(4).

Berdasarkan Definisi 11.1, persoalan linierisasi matriks polinomial monik L(4) adalah mencari matriks

polinomial linier yang ekuivalen dengan suatu matriks polinomial [5]. Hal ini dapat ditunjukkan dalam
ilustrasi berikut:

Misalkan polinomial monik L(1) = a, + a;A1 + a,A* + A* atas bilangan kompleks. Kemudian
dibentuk matriks

0 1 0
A=10 0 1 lsehingga'
—-ay, —a; —a,
1 0 0
AMl—A= 2110 1 0
0 0 1 _aO - 1 _az
A —
_ [0 PR
a a A+a,

Selanjutnya dengan melakukan operasi baris elementer pada matriks A — A sampai diperoleh matriks:

0 -1 0
0 0 -1
ag +ad+a2>+22 a;+a,A+2% A+a,

B =

Maka Al — A ~ B, sehingga: det (AI — A) = det (B) = a, + a;4 + a,A? + 2> = L(1) yang artinya A
merupakan linierisasi untuk L(1).

Definisi 11.2. [1], [2], [3], [5] dan [6].
Diberikan polinomial monik L(1) = 1A' + ¥!Z% 4;A" yang berukuran nxn maka dapat dibentuk matriks

0 I 0o - 0

o 0 I = 0
e : S oo
l_AO _A1 _AZ * _Al—lj

dengan C,; berukuran nlxnl dinamakan matriks companion pertama dari L(4).

Definisi 11.3. [1], [5] dan[6].
Diberikan polinomial monik L(1) = 1A' + ¥/} 4;A" yang berukuran nxn maka dapat dibentuk matriks

0 0 0 .. —4

I 0 0 .. —4
C, = |0 r-o = _Azl

lo o 0o " —4,_,J

dengan C, berukuran nlxnl dinamakan matriks companion kedua dari L(4).
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Teorema 11.4. [1], [4] dan [5].

(i) Jika X; dan X, adalah linierisasi dari polinomial monik  L(4) maka X; similar dengan X, dan
ditulis X, ~X,

(ii) Jika T merupakan linierisasi dari L(1) dan S ~T maka S juga merupakan linierisasi dari L(1).

Teorema 11.5. [1],[4],[5] dan [6].
Diberikan I1 — S dan IA — T berukuran nxn maka IA — S~ IA — T jika dan hanya jika S dan T similar.

Definisi 11.6. [1] dan [4].

Misalkan L(A) = IA' + Y123 A;2° merupakan polinomial monik berderajat [ dan berukuran n x n.
Pasangan matriks (X,T) dengan X berukuran nxnl dan T berukuran nlxnl disebut pasangan baku
untukL(2) jika memenuhi kondisi berikut:

1. Col (XTYH!Z} non singular

2. YILAXT + XT = 0.

Berdasarkan Definisi 11.6, Col (XT")!Z3 non singular sehingga transpose dari Col (XT%)!Z} yaitu
(Col (XTHIZHE = Row ((TH)'XH)!Z3 juga non singular. Pada bagian 2 Definisi 11.6, misalkan diambil
pasangan baku untukL(A) yaitu(Py, C,), dan (T,,Y,) dengan T, = C{ dan Y, = Pf, sehingga dapat ditulis
sebagai Y!23 A;P,C! + P,C{ = 0.(P,CHt = ((CH'PE) = (TEY,). Dari operasi pergandaan matriks T;Y,
untuk i = 0,1,2, ..., [ diperoleh:

0

untuk i =1,2,..,l —1dan I pada baris ke —i + 1

O~

TiY, = |

untuk i =1

L |

Sehingga X{=g A4i(TsYo) + (ToYo) = Xi=g Ai((CH'PY) + (CH)'Pf = 0.
Berdasarkan uraian ini maka Definisi 11.6 juga dapat dituliskan sebagai berikut:

Definisi 11.7.[5].

Misalkan L(1) = IA' + ¥!23 A;2' merupakan polinomial monik berderajat [ dan berukuran n x n.
Pasangan matriks (Tt,X*) dengan T* berukuran nixnl dan X* berukuran nixn disebut pasangan baku
untuk L(A) jika memenuhi kondisi berikut:

1. Row ((T®)X")!Z3 non singular

2. YA (THIXE+ (THXE = 0.

I1l.  HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini akan diberikan hasil dan pembahasan mengenai karakteristik pasangan baku dalam
polinomial monik.

Teorema I11.1.

JikaP, = [I 0 0 ... 0] berukuran nxnl dan C; matriks companion pertama dari L(1) = 1A' + X128 A4
maka (P;, C;) pasangan baku L(4).
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Bukti:

Untuk membuktikan (P;, C;) pasangan baku L(A) harus dipenuhi dua kondisi berikut:
1. Col (P,CH!Z} non singular

2. Y2 a,pcl+ Pl =o.

- Untuk i=0
o 07
[0 1 0l
PCE =110 0. 0]} |=too. 0
lO 0 IJ
- Untuki=1
0 I 0 0
0 0 I = 0
PCI=[10 0 .. 0]I ' ' ' . ' |= [07 0..0] dan seterusnya sampai
l_AO _A1 _AZ . _Al_]_J
i=1l-1

Dari pergandaan matriks P, C! diperoleh:

PCi=[0 0 .. 01 0 .. Oluntuki=0,1,...,l —1dan I terletak pada kolom ke- i + 1 serta
P.Cl=[-4y —A; .. —AJuntuki=1

Py
PG

=0

[

I

Diperoleh col (Plcl")i L= |
|

PiCi

Matriks | merupakan matriks non singular sehingga Col(P,C})!Z4 non singular. Jadi kondisi (1) untuk
membuktikan (P,, C,) pasangan baku L(1) dipenuhi.

Selanjutnya akan ditunjukkan kondisi (2) untuk membuktikan (P;, C;) pasangan baku L(1) yaitu

Y1 A,P,CL+ PyCl = 0 dipenuhi.

~

-1
ZAiplc} + P,Cl = AgP,C0 + A,P,C} + ..+ Aj_P,C"t + ..+ P,C!

=0
-1

Alplcll + Plcll = AO (1 O e O) +A1(O I... 0) + "'+Al—1(0 0 e I) + (_AO_A1 "'_Al—l)

—~—

-
Il
=]

=l Ay . A+ (mAg — Ay .. —A1y)
=000 .. 0)=0 —— )

Jadi kondisi (2) untuk membuktikan (P;, C;) pasangan baku L(A)dipenuhi. Dari (1) dan (2) terbukti
bahwa (P,, C;) pasangan baku untuk L(1).H

Untuk menunjukkan hal ini dapat dilihat pada contoh berikut:
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Lo . 23 202 — 2
Diberikan matriks L(1) = [ ]
? V222 + A E
Dari matriks L(4) akan ditentukan pasangan baku (P, C;) untuk L(A).
V222 — 2
- | |
@ V222 + 2
_I1 3 [ \/E] ., [0 -1 0 0
_[01/1+\/§0'1+[1 0]/1+[0 0]

Dari L(4) ini diperoleh 4, = [g g] A= [(1) _01] A, = [ 0 \{)7] sehingga matriks C; yang

V2
dihasilkan adalah:
[0 0 1 0 0 0 ]
o I 0 o [ o171 |00 0 1 0 % |
c;=| 0 0 I |[=]0 O I =|0 0 0 0 L 1 IdanmatriksPlyang
—4, —A, —-A 0 -4, -A 00 o0 0 O
0 1 2 1 2 lo 0 0 1 0 ﬁJ
00 -1 0 —2 o

dihasilkan adalah: P, = [I 0 0] = [(1) (1) g g 8 8]

Diperoleh pasangan baku (P;, C;) untuk L(4) adalah:

(100 0 0 0] _
Pl—[010000]—[100] dan

00 1 0 0 0
00 0 1 0 0 |

0o I 0
C:001|000010|
"o -4 -4 o0 0 o 0 1
4 2l0001 o_ﬁJ
00 -1 0 —/2 o

Teorema I11.2.

Diberikan (X;,T;) pasangan baku untuk L(1) = IA'+ Y!Z3 A;AL.  Suatu pasangan matriks (X, T,)
dengan X, berukuran nxnl dan T, berukuran nlxnl merupakan pasangan baku untuk L(A) jika dan
hanya jika (X,,T,) similar dengan (X;,T;) yaitu ada matriks invertibel S berukuran nlxnl yang
terdefinisi secara tunggal sebagai berikut: S = [Col(Xle)i:(l)]_l.Col(Xsz)i:(l) sehingga X, =
X,SdanT, = S7'T,S

Bukti:

(=) Diberikan pasangan baku untuk L(1) yaitu (X;, T;) dan (X5, T,)

Akan ditunjukkan bahwa (X, T;) dan (X, T,) similar.

Berdasarkan Teorema I11.1, pasangan (P, C;) merupakan pasangan baku untuk L(A) sehingga

0o I 0 X,
P A Py
CiCol(X,Tf) _, = : [ ]
0 0 0 I I[ 11_1J

-4, -4, -4, A, KT
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[—AgXy — Ay X, Ty — - —A X T

X1T12 I X1 1

1
1
= IT1 = Col (X,T)Ip T
K7 k ]
| X, T} Tf !

Diperoleh clcol(xle) = Col(XlTl) ,Tu atau

C, = Col(XlTl) Ty Col(XlTl) ] Lo (1)
Jadi T; similar dengan C;

[ X1T1 [ X
|
_

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa €, similar dengan T.

0 I 0 0 X,
oo 0 [ X,T,
C1Col(X,T3),_, = I
o o o . I IL{ -
l_AO _A1 _AZ . _Al—IJ 2T2 -
[ XaTs NN ER
X1 X1 | X=T2 |
= . = . = I : IT2
X, T} X, Tt LX(ZTZl_ZI
—AoXy — A1 X, Ty — - —A X, TS 1 L X,T; i

= Col (X,THIZAT,

Diperoleh ClCol(Xszi) = Col(XZTZ) T, atau
o J—11—1
T, = [Col(Xsz‘)iz(l)] c, [Col(Xsz)i:(t] ....... @)

Jadi C; similar dengan T,

Berdasarkan Teorema 1.5, bahwa T, similar dengan C; jika dan hanya jika IA — T, ~ I1 — C; dan C;
similar dengan T, jika dan hanya jika 1A — C; ~ I1 — T,. Karena relasi ekuivalen diperoleh:
IA—T; ~IA — T, yang artinya T, similar dengan T,.
Hal ini dapat ditunjukkan dengan substitusi (1) ke (2) sebagai berikut:

= [Col(Xszi)l_l]‘lClCol(XZTzi)l_l
T, = [Col(Xsz Nl Col(X1T1 o Ty| cot(x,T), ] Col(X, T . @3)

Didefinisikan matriks § = [Col(Xle)i;g]‘1Col(X2T2i)i;(1) sehingga (3) menjadi T, = S™IT;S.
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Selanjutnya P, Col(X,T{), . =[1 0 0 . 0][

PyCol(X,T{) . [Col(X,T) 1] =X, [Col(Xle)i;:)]_l
Pl = X, [Col(Xle)z;z]_l atau
X, [Col(Xle)i;;]_l =[00.. 0
sehingga X,5 = X;[ Col(X,Tf),_ 117" Col(X,T5) ) = [1 0 0 ... 0]Col(X,Ti).

[ X2 ]

X,T.
=[00.. O]L(Z;ijx2
Tt

Ketunggalan S dapat dilihat dari relasi
§ = [ Col(X,T{),_,]""Col(X,T}),_,sehingga [Col(x,T{), | S = Col(X,T%) )
Terbukti bahwa (X, T;) dan (X5, Tz) adalah similar.

\]adi X1 S = XZ

(<) Diketahui(X,, T;) adalah pasangan baku dari L(1). Diberikan suatu pasangan matriks (X,, T,)yang
similar dengan (X,, T;) yaitu memenuhi persamaanX, = X, Sdan T, = S™T,S dengan S adalah matriks
invertibel.

Akan ditunjukkan bahwa (X, T,)adalah pasangan baku dari L(4).

[ X [ X,§ 1 X 1 [ %]
| XT, |  x,857'ys | | X S| Xy
X, T2 X,SS1T,SS™1T, S | X TZS | X, T2
Diketahui Col(Xsz)l ! i 2 = | ! ! 1S | = | t |S
L, | x,s¢5717,5)" | xle—ls‘ Lx, 1]

Matriks S invertibel sehingga Col(XZTZ")Z; adalah non singular.

Diketahui (P, C;) pasangan baku untuk L(1). Berdasarkan Teorema Ill.1 maka C, similar dengan T,
yang artinya T, dapat ditulis sebagai T, = [Col(XzTZ‘):)]‘1clcol(X2T2")i;(1) atau Clcol(XzTZ")i;(l) =
Col (X;T3)izsT,

=)
—
o
S
N

0
6o o I . 0 [ X,T,
NI—1 . . . .
C1Col(X,T3),_, = : |
o o o . I I[ 1
l—a, -4, -4, - -4, KT
X, T, r X, 1
X,T# XoTy |
= . = : |T2 .................... (4)
X,T} XT3 2
—ApXy — A XoT, — - _141—1)(27121_1 Xszl_1
Dari baris terakhir (4) dapat dilihat bahwa —A,X, — A, X,T, — - —A;_1 X,T} ™' = X,T}, atau
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-1
X2T2l+A0X2 +A1X2T2 + .- +Al_1X2T2l_1 = 0 atau ZALXZTZL + Xszl = 0

i=0
Terbukti bahwa (X,, T,) adalah pasangan baku dari L(1).m
Berdasarkan Teorema I11.1 dan Teorema 111.2 didapat:

Akibat I11.3:
Diketahui (X, T) pasangan baku untuk L(A), maka (P,,C;) dengan P, =[I 0 O .. 0] dan C; matriks
kompanion pertama L(A) similar dengan (X, T).

Bukti:

Karena (X, T) pasangan baku untuk L(A) dan berdasarkan Teorema Ill.1 (P, C;) merupakan pasangan
baku untuk L(1) maka berdasarkan Teorema Il1.2 dapat disimpulkan bahwa (P;, C;) similar dengan
X,T).m

IV. SIMPULAN DAN SARAN

Dari hasil pembahasan dapat disimpulkan bahwa:
1. Pasangan baku dapat terbentuk dari linierisasi polinomial monik L(A1). Dengan kata lain setiap
polinomial monik selalu mempunyai pasangan baku.
Pasangan baku untuk polinomial monik tidak tunggal.
3. Setiap pasangan baku untuk L(A) similar dengan pasangan baku (P, C;) dengan C; merupakan
matriks companion pertama.

N
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