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APLIKASI CAYLEY TREE
DALAM MENENTUKAN BANYAK ISOMER SENYAWA ALKANA

Oleh :
Nely Indra Meifiani
(04305144007)

ABSTRAK

Penulisan skripsi ini bertujuan membahas aplikesritgraf dalam ilmu
kimia. Pembahasan lebih ditekankan pada penggui@aiey Tree dalam
menentukan banyak isomer senyawa alkana, yang padénya perhitungan
jumlah isomer terbatas pada perhitungan secaraaharaitu metode draw and
count.

Objek penulisan ini adalah perhitungan isomer alagrdasarkan konsep
Cayley Tree karena struktur graf dari senyawa alkana adalaimomp (ree).
Dengan membuktikan bahwa senyawa alkana adalalpgh@in yang memenuhi
E(G)=V(G)-1, dengan nilaiv(G)=3n+2 dan E(G)=3n+1. Alkana dengan
rumus kimiaC_H,,,, di mana setiap simpulnya memiliki derajat simptusatau
empat, oleh karena itu pada perhitungannya digumédkeCayley Tree.

Hasil dari studi dan penulisan menunjukkan bahwayéla isomer
senyawa alkana dapat ditentukan melalui penjumlal@nbanyaknya&entered
TreedanBicentered TreeCentered Treadalah sebuah pohon dengan satu pusat

yang mempunyai rumu€,, (z):ZCz,mzn danBicentered Treedalah sebuah

n=0

pohon dengan tepat dua pusat (pusat selalu beagkgdng mempunyai rumus
Bzh+1(z) = Z BZh+1,nZn )

n=0
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BAB |

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Teori graf pertama kali dikenalkan pada tahun 1%8éh seorang
matematikawan terkenal dari Swiss yang bernamarEiikeori Graf pertama
muncul untuk memecahkan teka-teki masalah Jembkadamgsberg yang sangat
sulit dipecahkan pada masa itu. Konigsberg adalatuskota di Prusia bagian
Timur Jerman. Kurang lebih seratus tahun setelainniga tulisan Euler tersebut,
tidak ada perkembangan yang berarti berkenaan ddagsa graf. Tahun 1847, G.
R. Kirchoff (1824-1887) berhasil mengembangkanitpohon Theory of Treés
yang digunakan dalam persoalan jaringan listrikhuiéh tahun kemudian, Arthur
Cayley (1821-1895) juga menggunakan konsep pohotukumenjelaskan
permasalahan kimia yaitu hidrokarbon (Heri Sutag@®5: 65).

Seiring perkembangan zaman dan kemajuan teknolagg ysemakin
canggih, aplikasi teori graf telah merambah disiplimu pengetahuan dan
membantu memudahkan orang untuk menyelesaikan palahan. Penggunaan
graf ditekankan untuk memodelkan persoalan. Teojuga sangat berguna untuk
mengembangkan model-model yang terstruktur dalarbalgei situasi. Dalam
implementasinya teori ini banyak dijumpai pada bgl&lektro, kimia organik,
ilmu komputer, dan lain sebagainya. Bahkan dewasdebpri graf digunakan
secara besar-besaran dalam bidang ekologi, geognafbpologi, genetika, fisika,

elektronika, pemrosesan informasi, arsitektur, diesain. Dalam ilmu kimia, teori



graf dapat diterapkan dalam struktur kuantum ebshs; mekanika molekul,
simulasi fase kondensasi, desain struktur molegolimer, topografi, energi
potensial, dan makromolekul biologik (termasuk emot Belakangan ini
penerapan graf khususnya berkaitan dengan isomektist molekul, yaitu
molekul yang mengandung karbon (Reisha Humaria7:200

Seperti halnya senyawa-senyawa organik, dalam senykeoordinasi
dikenal pula adanya isomer. Menurut Kristian H. i$aigo (2006: 2.13) isomer
adalah senyawa yang mempunyai rumus molekul sarapi tmemiliki struktur
berbeda. Lebih jauh lagi, menurut Reisha Humar@0T2 1) isomerisme bahan
kimia merupakan konsep yang sangat penting dalanakmodern. Pada awal
dikenalnya isomer dalam kimia, jumlah isomer darata senyawa ditentukan
dengan cara menggambar lalu menghitungbyaw and Count MethodMetode
ini dilakukan terhadap senyawa yang mempunyai sirukang sederhana. Akan
tetapi, secara umum dibutuhkan suatu metode unarighitung isomer senyawa
yang lebih kompleks.

Perkembangan ilmu pengetahuan di bidang kimia, oremg para
iimuwan melakukan penelitian dalam menghitung jum&omer. Misalnya, tahun
1874 Cayley menghitung banyak isomer senyawa kid@agan konsep graf.
Penelitian dilanjutkan oleh George Polya denganggenakan kombinatorial
untuk menentukan jumlah isomer senyawa kimia. TBotya ini sangat relevan
untuk jenis perhitungan kombinatorik.

Penentuan isomer dalam ilmu kimia tidak dilakukenasa sembarangan.

Ada aturan khusus dalam penentuannya, misalnyandadsamaan senyawa pada



setiap struktur yang terbentuk. Walaupun mempunyaus molekul yang sama,
tetapi strukturnya berbeda isomer-isomer tersel@mpunyai sifat yang berbeda
pula. Dalam teori graf perhitungan jumlah isomepatadilakukan dengan mudah
dengan cara mengabaikan sifat-sifat dalam kimiaeka perhitungan isomer
dengan graf sifat-sifat dalam kimia tidak mempeungahasil.

Bentuk struktur dari susunan kimia adalah sebuaagrdm yang
menyatakan ikatan antara atom-atom dalam molelaldhSsatu senyawa kimia
yang banyak digunakan dalam kehidupan sehari-ltiah hidrokarbon, yaitu
senyawa yang terdiri dari atom Carbon (C) dan atbdnogen (H). Hidrokarbon
dibagi atas hidrokarbon asiklik dan siklik. Hidrokan asiklik memiliki struktur

pohon, dan dibagi atas tiga kelompok. Yaitu Alkdeagan rumus kimi& H,,,,
di mana mengandung ikatan tunggal, Alkena denganusikimia C H, di mana
mengandung ikatan rangkap, dan Alkuna dengan rikimis. C H,, _, di mana
mengandung ikatan rangkap tiga. Sementara hidrokasiklik ditandai dengan

adanya struktur tertutup seperti cincin. Hidrokarbsiklik dibagi atas dua

kategori, yaitu Sikloalkana dengan rumus kim@&H,, dan Hidrokarbon
aromatik dengan rumus kimi&H,. Dari semua penggolongan hidrokarbon,

atom C dan atom H yang menyusun senyawa tersabptrreempunyai sifat yang
sama yaitu atom C mempunyai empat tangan, yang tepatan dengan empat
atom lainnya dan atom H yang mempunyai satu targanya dapat berikatan
dengan satu atom saja. Dengan menyimbolkan atoen@ath simpul hitam putih
(9), dan atom H dengan simpul hita®)( senyawa tersebut dapat digambarkan

dengan mudah dalam bentuk graf. Semua jenis hidsokadi atas dapat



ditentukan banyak isomernya, tapi pada skripsipenulis hanya membahas
penentuan banyak isomer senyawa alkana.

Graf dengan teori pohonnya dapat digunakan dengadaim untuk
menyelesaikan masalah dalam kimia, khususnya dat@mentukan banyak
isomer senyawa alkana. Karena penyelesaian dalamsgngat sederhana dan
tidak serumit jika ditentukan melalui ilmu kimiagmgan catatan sifat-sifat yang
mempengaruhi perhitungan diabaikan. Untuk menyidasa permasalahan,
senyawa alkana perlu dimodelkan. Graf dengan barliagrinya sangat cocok
untuk memodelkan senyawa kimia tersebut. Dalam pefao menggunakan
graf, unsur yang berikatan disimbolkan sebagaipul dan ikatan-ikatan kimia
yang terjadi disimbolkan dengamisuk. Bentuk graf suatu senyawa mempunyai
makna bahwa suatu senyawa yang terdapat di alaatadlé&n stabil apabila
mempunyai bentuk seperti yang dimodelkan dalamuegriaf.

Sebagai contoh pemodelan adalah senyawa Bufakiagj.

H C C C C H
H H H H
Gambar 1.1 C4H10(Butana)
Gambar 1.1, merupakan senyawzHio (Butana) yang terdiri dari dua jenis atom

penyusun, yaitu atom C sebanyak empat dan atonb&hgak sepuluh, maka dari

Gambar 1.1 diperoleh suatu graf yang merepresentasikan Butana



o o
Gambar 1.2. Representasi C4H1o(Butana) dalam Gr af
Dari Gambar 1.2, dapat ditemukan empatbelas simpul yang merepeeskan
jumlah atom dan tigabelas rusuk yang merepres&atagumlah ikatan antar
atom pada senyawa Butana.

Perhitungan isomer senyaw@;H;o dapat dengan mudah ditentukan
dengan cardraw and Count Methodsakan tetapi untuk senyawa yang lebih
kompleks khususnya pada senyawa alkab#l4,.2), metodeDraw and Count
Methodtidak mudah untuk diterapkan. Maka dari itu akacoda metode lain
yang masih dalam ruang lingkup graf, perhitungamgda menggunakan konsep
Cayley Graphyaitu Cayley Tree Struktur alkana digambarkan sebagai graf.
Jumlah isomer yang berkorespondensi dengan jumiah yg@ang bisa dibuat.
Karena struktur graf dari senyawa alkana merupaaon, maka perhitungan
dilakukan melalui pohon, yaitGayley Tree

Dalam perkuliahan Teori Graf di Jurusan Pendidikiematika FMIPA
Universitas Negeri Yogyakarta, Teori Graf telah gegikan suatu teori yang
sangat penting dalam kimia teoritis, yafDayley Tree Suatu teori yang dapat
digunakan untuk memecahkan permasalahan dalam tpenebanyak isomer
senyawa kimia. Oleh karena itu, penulis mengkdglsaatu aplikasi Teori Graf
pada ilmu kimia yaitu AplikasCayley Treedalam menentukan banyak isomer

senyawa alkana.



. Rumusan Masalah
. Bagaimana menentukan banyakCayley Tre@
. Bagaimana aplikasi Teori Graf dalam menentukan &langomer senyawa
Alkana?
. Tujuan Penulisan
. Untuk menentukan bany&kCayley Tree
. Untuk mengetahui aplikasi Teori Graf dalam meneatulbanyak isomer
senyawa Alkana
. Manfaat Penulisan
. Bagi Penulis

Dengan mengetahui cara menentukan jumlah isomegmas@nalkana
denganCayley Treemaka diharapkan dapat menambah referensi pengetahu
teori graf dan aplikasinya di bidang kimia.
. Bagi llmu Pengetahuan

Penulisan ini diharapkan dapat memberikan kongribbagi
pengembangan Teori Graf, khususnya di bidang Ilimoia
. Bagi Instansi
Penulisan ini diharapkan dapat dijadikan sebagahssatu referensi

informasi bagi pihak yang berkepentingan.



BAB |1

DASAR TEORI

Pada bab ini akan disampaikan materi-materi benkadengan graf

khususnyaCayley Treedan hidrokarbon khususnya alkana, yang merupakan

landasan bagi pembahasan pada Bab Ill. Sebelum atasBayley Treelebih

lanjut, akan diuraikan terlebih dahulu mengenaiebapa istilah dasar dalam teori

graf dan kimia.

A. Graf

1

Pengertian Graf

Menurut Goodaire & Parmenter (2006: 28@af G didefinisikan

sebagai pasangan himpuné‘m(G), E(G)), dengan himpunan simpul tidak

boleh kosong yang unsur-unsurnya disebut simmdrt€l dan E(G)

mungkin kosong yang unsur-unsurnya disebut rusdgd. Jikav danw

adalah sepasang simpul yang berbeda, diwmelambangkan rusuk @, dan

jika e=vwadalah rusuk di5, maka:

a.

b.

v danw berikatan &djacenj di G
rusuke hadir {oining) simpulv danw di G

v danw adalah simpul-simpul ujung rusukeli

. rusuk e hadir {nciden) di simpul v dan w atau sebaliknya dikatakan

simpulv danw hadir pada rusuk.



Cara mempresentasikan sebuah graf yang paling usxlatah dengan
diagram. Dalam diagram tersebut, titik-titik dingkéin sebagai simpul dan
tiap sisi dinyatakan sebagai rusuk sederhana yamghubungkan tiap dua

simpul.Gambar 2.1 menunjukkan suatu contoh representasi graf.

Gambar 2.1 Graf G; dengan Lima Simpul dan Tujuh Rusuk

Dalam sebuah graf, seperti pa@ambar 2.1, dimungkinkan adanya
suatu rusuk yang dua simpul ujungnya sama diseslang (oop), yaitu e;.
Sementara untuk dua simpul berbeda yang dikaitketmdua atau lebih rusuk
disebut rusuk ganda atau rusuk rangkap, yaitadanes (Heri Sutarno, 2005:
66-67).
2. Jenis- Jenis Graf

Secara umum rusuk pada graf mempunyai orientali Berdasarkan
orientasi arah, graf dapat dikolompokkan menjadi phnis (Grimaldi, 1999:
478) yaitu :
a. Graf Tidak Berarah (undirected graph)

Graf yang rusuknya tidak mempunyai orientasi araeldit graf
tidak berarah. Pada graf tidak berarah, urutan ngmsa simpul yang
dihubungkan oleh rusuk tidak diperhatikan. Jadidan vu menyatakan
rusuk yang sama. Sebagai cont@ambar 2.2 adalah graf tidak berarah,

denganv,v, atauvsv; menunjukkan rusule;, vivs atauvsv; menunjukkan



rusuk e, Wwvs atau vav, menunjukkan rusukes;, dan viav, atau vsvs

menunjukkan rusuk;.

V2

V1 e

V4

Gambar 2.2 Graf Tidak Berarah G;
b. Graf Berarah (Directed graph)

Graf yang setiap rusuknya diberikan orientasi adéebut graf
berarahdirected graphataudigraph). Pada graf berarah, rusuk berarahnya
disebut busurgrc). Pada graf beraralv danvu menyatakan dua busur
yang berbeda. Dengan kata lauy, # vu. Pada dasarnnya graf berarah
tidak berbeda dengan graf yang telah diuraikan paelegertian graf
sebelumnya, hanya saja pada graf berarah setiag mempunyai arah
tertentu.Gambar 2.3 menunjukkan contoh graf berarah dengan resek

V1Vo, TUSukes = vavy, rusukes = vovs dan rusules = vqva.

\2

Vl )
€2
V3

Gambar 2.3 Graf Berarah G;

Graf berarah pad@ambar 5 terdiri dariV ={v,,v,,v,}, E ={e,.e,.e,.6,}.
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Sesuai dengan kekhasan strukturnya, graf dapatdlakbe atas dua
jenis (Wilson & Watkins, 1990: 10), yaitu :
a. Graf Sederhana
Graf yang tidak memuat gelang maupun rusuk gandanthkan
graf sederhanasambar 2.4 merupakan contoh graf sederhdaba Pada

Gambar 2.4, rusuk-rusuknya tunggal dan tidak terdapat gelang.

V1

Va V2

V3
Gambar 2.4 Graf Sederhana G4
b. Graf tidak Sederhana
Graf yang memuat rusuk ganda atau gelang dinamgiafntidak

sederhandsambar 2.5 merupakan contoh graf tidak sederhana.

Gambar 2.5 Graf tidak Seder hana Gsdan Gg
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B. Derajat (Degree) Smpul
Banyaknya rusuk yang hadir pada suatu simyulloop dihitung dua
kali), disebutderajat (degree) dari simpul tersebut; dinotasikam(vi). Derajat

suatu simpul sering juga disebwdlens dari simpul tersebut. Derajat minimum
dari graf G dinotasikan dengarﬁ(G) dan derajat maksimumnya dinotasikan
denganA(G).

Contoh 2.1

Derajat flegre@ dari suatu simpul dapat dilihat pa@ambar 2.1
d(v,)=d(v,)=d(v,)=3 d(v,)=4, dand(v,)=1. Jadi,d(G) =1 dan A(G)=4.
Teorema 2.1 (Chartrand, 1985: 28)

Untuk sebarang gr& dengam simpul damm rusuk berlaku sifat

Zn:d(vi): 2m

i=1
Bukti:
Jika semua derajat simpulnya dijumlahkan, makagetisuk dihitung dua kali
yaitu masing-masing sekali untuk setiap simpul ydihgbungkannya.

Sebagai contoh 2.2, pa@ambar 2.1

d(Vl)+d(V2)+ d(V3)+ d(v4)+d(v5) =3+4+3+3+1=14= dua kali jumlah rusuk.

C. Keterhubungan
Pada subbab ini akan dibahas pengertian dasahibtergan dalam suatu
graf. Pengertian yang dimaksud adglalan (walk), jgak (trail), lintasan (Path),

Sikd (Cycle, serta graf terhubung dan komponen pada graf.
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1. Pengertian Dasar dalam Graf
a. Jalan (walk)

Misal G adalah sebuah graf. Sebuah jalanlK) di G adalah sebuah
barisan berhingga (tak kosondgy =(v,.e,v,.e,....e.V,) yang suku-
sukunya bergantian simpul dan rusuk, sedemikiamggdarnv,_, dan v,
adalah simpul-simpul akhir rusuf untuk 1<i < k. W dikatakan sebagai
jalan dariv, ke v,, atau {,, v, ). Simpulv, danv, berturut-turut disebut
simpul awal dan simpul akhW. Sedangkan simpul-simpw,v,,....v,

disebut simpul-simpul internal daw dank disebut panjan§V. Panjang
jalan W adalah banyaknya rusuk dalam JalanW disebut jalan tertutup
jika simpul awal dan simpul akhWV identik sama. Dengan kata laWy
jalan tertutup bilav,=v, .

b. Jgak (trail)

Misal W =(v,,,v,,&,.....8.V,) adalah sebuah jalan di gréf W
disebut jejak tfail) jika semua rusuke,e,,e,,....e, dalam jalanW
berbeda. Dengan kata lain, jejaia{l) adalah jalan tanpa rusuk berulang.
c. Lintasan (Path)

Misal W =(v,,&,V,,&,,....&,V,) adalah sebuah jalan di graf W
disebut lintasan Rath) jika semua simpul dan rusuk dalam jalsw

berbeda.
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d. Sikel (Cycle

Sikel (Cyclg adalah sebuah jejak tertutugased trai) yang simpul
awal dan semua simpul internalnya berbeda. Banyakiguk dalam suatu
sikel disebut panjang sikel tersebut. Sikel denganjgmgk disebutk-
sikel. Sebuah sikel yang memuat semua simpul gsabdisikel hamilton.
Sebuah graf yang memuskel hamiltordisebutGraf Hamilton.

Definisi di atas dapat dijelaskan dengaambar 2.6 berikut.

Gambar 2.6 Graf Gg

(Jalan, Jgjak, Lintasan, Sikel)
Diberikan contoh-contoh dari definisi di atas:
Jalan yalK): W:(vl,e7,v4,e9,v2,e9,v4,e3,v3) adalah sebuah jalan di graf
Go. Jalan(v,,v; )di graf Gg mempunyai panjang 4. Karena
dalam barisan ini rusuky muncul lebih dari sekali, jelas

barisan ini bukan jejak.
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Jejak {Trail): W=(v,,,v,,e,,V,,€,,V,,6,V,) adalah sebuah jejak di graf
Gy dengan panjang 4. Karena muncul dua kali, maka
jejak ini bukan lintasan.

Lintasan Path) : W= (vl,q,vz,ez,vs,e3,v4,e4,v5,elo,v6) adalah sebuah
lintasan di grafs9 dengan panjang 5.

Sikel Cycl®: W= (v,,e,v,,&,,V,.8,V;,€;,V, )adalah sebuah sikel di graf
Gy dengan panjang 4.

2. Graf Terhubung dan Komponen

Sebuah grafc disebut terhubungcénnecteyl jika untuk setiap dua
simpulu danv di G terdapat lintasan @ yang menghubungkan kedua simpul
tersebut. Sebaliknya gr& disebut graf tidak terhubungli§connectey jika
ada dua simpul dG yang tidak mempunyai lintasan yang menghubungkan
kedua simpul tersebut.

Sebuah komponen dari gréf adalah sebuah graf bagian terhubung
maksimal (simpul dan rusuk) dafs. Jadi, setiap graf terhubung hanya
mempunyai satu komponen, sedangkan graf tak terfgumempunyai lebih
dari satu komponenGambar 2.7 menunjukkan contoh graG; yang
merupakan graf terhubung dengan satu komponen SaglangkarGambar
2.8 merupakan contoh grdbs yang merupakan graf tidak terhubung yang

memiliki empat buah komponen.
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f e

Gambar 2.7 Graf Terhubung G; dengan 1 Komponen
a b Cc d e
f g h i |

Gambar 2.8 Graf Tidak Terhubung Gg dengan 4 Komponen

D. Pohon (Tree)
Definisi 2.1 (Grimaldi, 1999: 547)
Misal G=(V,E) adalah graf sederhana yang tidak berarah. Grdisebut pohon

(tree) jika G terhubung dan tidak memuat sikel.

b a b b
e
C C
d d d
e e e f
GlO Gll G12
Pohon Bukan Pohon Bukan Pohon

Gambar 2.9 Pohon dan Bukan Pohon
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PadaGambar 2.9 terdapat grafs;o yang merupakan pohon. Karena graf
Gio terhubung dan tidak memuat sikel. Gr&f; bukan pohon, karena
mengandung sikel {a,b}, {b,c}, {c,a}. GrafG;, bukan pohon, karena tidak
terhubung. Meskipu®;, bukan pohon, namun setiap komponen @agiadalah
pohon.
Teorema 2.2 (Grimaldi, 1999: 549)

Banyaknya simpul dari pohoh sama dengan banyaknya rusuk ditambah 1 atau
V(1) =[E(T)+1
denganV (T) = banyaknya simpuf
[E(T) = banyaknya simpur
Bukti :
Pembuktian dilakukan dengan induksi matematika Ppagia) .

1. Untuk simpul n=1, maka rusuk adalah nol

V(T)=|E(T)+1
1=0+1
1=1

JadilV(T) =|E(T) +1 benar.

2. Diasumsikan untuk jumlah simpotk
V, (T) =|E (T)+1 benar.
Akan dibuktikan benar untuk=k+1

Artinya N, (T) =|E..(T) +1
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Misalkan T adalah pohon dengd&1 simpul dan/ adalah sebuah rusuk
Maka, T- ¢ memiliki tepat dua komponef; dan T,, dan masing-masing
komponen adalah pohon dengan simpul kurangketari

Selanjutnya

Vea(T) =[Eca(T) +1

Vea(T) =M (T) +V(T)
=|E (T) +1+|E (T)+1
= (, (1) + B, (T) +1)+1
=|Epa(T) +1

E. Pohon Berakar (Rooted Tree)
Pohon yang satu buah simpulnya diperlakukan selegai dan rusuk-
rusuknya diberi arah sehingga menjadi graf beraiahmakanpohon berakar

(rooted tre@. Gambar 2.10 mengilustrasikan pohon berakar.

(@) (b)

Gambar 2.10
(a) Pohon Berakar
(b) Tanda panah pada sisi yang dibuang
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Gambar 2.11 menunjukkan pohon dan dua buah pohon berakar yiduagitkan

dari pemilihan dua simpul berbeda sebagai akar

b

d
a C
e

g h

f
@ (b) (c)

Gambar 2.11

(a) pohon (b) b sebagai akar (c) e sebagai akar
Sebagaimana pada graf, akan sering menggunakanndéogi yang
berhubungan dengan pohon. Di bawah ini didaftabbelverapa terminologi yang
penting pada pohon berakar. Untuk ilustrasi, popadaGambar 2.12 dipakai
sebagai contoh untuk menjelaskan terminologi yangkisudkan. Simpul-simpul
pada pohon diberi label untuk mengacu simpul maaagydimaksudkan.
Kebanyakan terminologi pohon yang ditulis di bawah diadopsi dari

terminologi botani dan silsilah keluarga.
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Gambar 2.12 Pohon Ber akar
Definisi 2.2 (Amir Muntaha, 2008: 2)
Anak (child atauchildren) adalah simpul setelah suatu simpul dalam pohon da
Orangtua Paren) adalah simpul sebelum suatu simpul lain dalam gahon.
Jadi, dariGambar 2.12 dapat diketahui bahwa, ¢, dand adalah anak-anak
simpula, a adalah orangtua dari anak-anak itu.
Definisi 2.3 (Amir Muntaha, 2008: 2)

Saudara kandungipling) adalah simpul yang mempunyai orangtua yang sama.

Jadi dariGambar 2.12 diketahuif adalah saudara kanduegtetapig bukan
saudara kandung karena orangtua mereka berbeda.

Definisi 2.4 (Amir Muntaha, 2008: 2)

Upapohon gubtre@ adalah pohon yang dibentuk dengan memotong pghang
sudah ada.

Untuk lebih jelasnya, upapohon dapat dijelaskaralneGambar 2.13
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Gambar 2.13 Upa Pohon

Definisi 2.5 (Amir Muntaha, 2008: 2)
Daun (eaf) adalah simpul paling ujung dalam sebuah pohodi daun tidak

mempunyai anak dan berderajat O.

Simpulh, i, j, f, ¢, |, danm adalah daun.

Definisi 2.6 (Amir Muntaha, 2008: 2)

Simpul yang mempunyai upapohon atau anak disebup@8idalam ifiternal

node$

Simpulb, d, e, g, dank adalah simpul dalam.

Definisi 2.7 (Amir Muntaha, 2008: 2)

Aras (eve) maksimum dari suatu pohon disebut tinggeigh) atau kedalaman
(depth pohon tersebut.

Pohon pad&ambar 2.14 di bawah mempunyai tinggi 4.
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Aras

4
Gambar 2.14 Pohon dengan Tinggi 4

Definisi 2.8 (Gross & Yellen, 2005: 126)

k-ary tree (kz 2) adalah pohon berakar yang setiap simpul cabangnya

mempunyai paling banydkanak ¢hildren).

Jikak = 2, pohonnya disebut pohon binbim@ry treg

Contoh 2.3

5 67 89 10
Gambar 2.15 3-arytreedengan 2 Level
Definisi 2.9 (Gross & Yellen, 2005: 126)
Complete k-ary treeadalahk-ary tree di mana pada setiap simpul internalnya

mempunyai tepat anak dan pada semua daunnya mempunyai tinggi yang.s



Banyaknya simpul internal pohdrary dengan tinggh adalah

1+k+k2+ 4K =YK

k-1
k-1
Bukti
h -—
MisalkanP(h) menyatakari+k +k* +...+ k"™ = kk 11

1. untukh=1, maka

1=1
JadiP(h) benar untuh=1
2. Diasumsikan untuk=n P(h) benar, yaitu

sehinggal+k +k*+...+ k"™ :%

Akan dibuktikan untukh=n+1 P(h) benar, yaitu

n+l _
Lek+k2+otkmtakn =K1

ditunjukkan

(terbukt)

22
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kh-1

OP(h) =1+k+k? +..+k"" =
k-1

Contoh 2.4
Complete binary treenempunyai2” =1 simpul internal. Jika levelnya adalah 3,
maka jumlah simpul internalnya adalah Gambar 2.16 berikut merupakan

complete binary tredengan 3 level.

8 910 111213 14 15

Gambar 2.16 Complete Binary Tree dengan 3 L evel

F. Operas Biner

Misalkan R suatu himpunan yang tidak kosong. Opefagiada elemen-
elemen R disebut operasi biner, apabila setiap dua elemadn 1R maka
(a[b)D R. Atau dapat pula dikatakan bahwa opefasnerupakan pemetaan dari

RxR ke R Sehingga dapat pula dikatakan bahwa operagiadaR bersifat
tertutup.

Contoh 2.5

1. Operasi + pada B dengan B b|l§ bilangan bulat} adalah operasi biner.

Sebab:
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a. (Da,bDB) a+b[B (operasi + tertutup pada B)
b. (O(a,,b,).(a,.b,)0B*B). (a,b)=(a,.b,)

=8=8&b =h,
=a+h=a+b,

0(Ja,b0B) < (O(a,b)OBxB) (hasil operasi + tunggal)
2. Operasi pembagian bukan suatu operasi biner padaseBab terdapat

a=40B danb=50B dengangDB atau(O 4,5DB)§DB

G. Grup
Dalam matematikagrup adalah suatu himpunan beserta satu operasi

biner, seperti perkalian atau penjumlahan. Cabaaigmatika yang mempelajari
grup disebut teori grup. Asal-usul teori grup beabdari kerja Evariste Galois
(1830), yang berkaitan dengan masalah persamadiaal]
Definisi 2.10 (Fraleigh, 1998: 52)
Misalkan G adalah himpunan yang tidak kosong dan operapadaG adalah
suatu operasi biner. Himpun&@bersama-sama dengan opefaditulis (G, [),
adalah suatu grup bila memenuhi aksioma-aksioma:
1. Bersifat asosiatif

Da,b,c0G,(aCb)Cc=al(bCc)
2. G memuat elemen identitas, misal

Ce0GLOxOG berlakuxCe=elx=x
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3. Setiap unsu6G mempunyai invers di dalaf pula
0a0G,(x*0G, a™* adalah invers daria sedemikian hingga
ala*=a'la=e

Definisi 2.11 (Fraleigh, 1998: 94)

Permutasi pada sebuah himpuxadimaksudkan sebagai fungsi dArke X yang
bersifat satu-satu dan onto.
Contoh 2.6

Misalkan X ={a,b,c} dan terdapat permutasgi: X — X, maka permutastr
dapat ditunjukkan sebagai berikut:
(a b CJ
a=
c ab
Gambar 2.1 merepresentasikan fungsi dari X ke X

X1 XZ

<]

Gambar 2.17 Fungs a
Ditunjukkan fungsia bersifat satu-satu dan onto
1.a, bOX,,a#b makaa(a)# a(b). (satu-satu)
2. DadX,,[bOX, La=a(b). (onto)

Jadia merupakan sebuah permutasi, di marfa)=c; a(b)=a; dana(c)=b.
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Definisi 2.12 (Fraleigh, 1998: 96)
Misalkan X ={12,3,...,n}, maka grup dari semua permutasi pxddisebutgrup
simetri n, dan dinotasikan sebag§j.

Contoh 2.7

Misalkan X ={1,23} maka S, memiliki elemen sebanyak 3!=6. Semua permutasi

padaX dapat disebutkan sebagai berikut.

20 a2 e
=1 f]:(l 2 3) e@ ’ f]:(l 3
c:; i ;j:(13 2), f:[; i 3:(1 2).

Dapat dibuktikan bahwés,= {a,b,c,d,e, f} merupakan sebuah grup terhadap
operasi perkalian permutasi.

Contoh 2.8

Jika S, adalah himpunan semua pemetaan bijektif SekéSdenganSz{lZ,B},
maka S,={(1), (1 2), (1 3), (2 3), (1 3 2), (1 2 3)}. Akagibuktikan bahwas,

dengan komposisi fungsi.



Tabel 2.1 Tabel Cayley di S,

C @ | @2 | 13 | @3 | @32 | @23

© @ | @2 | @3)| @3)| (132 @123
12 | 12 | @ | 132 @123 (@3)| (23)
13 | (13) | (123)] @O | (132 (23 (12
23 | (23) | (132)] (123 (@) | @2 (@3
132) | (132)| (23)| (12| @3] @23 (@
123) | (123)| (13)| (23| (12| @ @32
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Dari TabelCayleydi atas dapat disimpulkan bahwa:

1. Operasil padasS; bersifat tertutup. Hal ini dapat dilihat dari Tlézayley
yang menunjukkan bahwa hasil dari setiap kompdsigielemen dB, adalah
juga elemen dars,

2. Operasi L pada S, bersifat assosiatif, yaituUa,b,cOS, berlaku
(aCb)Cc=alC(bLc). Sesuai dengan sifat komposisi fungsi.

3. Ada elemen identitas, yaitu (1), kareAa(S, berlakual(l)=(1)Ca=a

4. Setiap elemen dB, mempunyai invers d§,. Da0dS,,[A™* 0S,, dengana™

adalah invers dad, sedemikian sehinggalla™ =a™ Oa=e
invers dari (1) adalah (1)
invers dari (12) adalah (12)
invers dari (13) adalah (13)

invers dari (23) adalah (23)
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invers dari (132) adalah (123)
invers dari (123) adalah (132)
karena operadi padaS, memenuhi aksioma-aksioma dalam Definisi 2.10, maka
(S,,0) adalah suatu grup.
Definisi 2.13 (De Koninck, 2007: 6)
Misalkan a, b(JZ, m# 0.a kongruen b modulo m (ditulis=do(mod m)), jika
m|a-b; jika a tidak kongruen b modulo m (dituligg &(mod m))
Contoh 2.9
26=4 (mod 11) sama artinya dengan 26 = 11.2 + 4
Definisi 2.14 (Weisstein, 2008: 1)
Banyaknya elemen grup disebut order dari gru dan ditulise (G)
Contoh 2.10
MisalkanG={1, 2, 3, 4, 5, 6} dengan perkalian bilangan modudladalah suatu

grup, makae (G) =6 karena banyaknya elemen dari gfsipdalah 6.

H. Orbit dan Cycle

Perkalian permutasi didefinisikan sebagai fungsnjgosisi

0" "=0o0000o0..00
%/—/

n kali

Akan dibuktikan bahwdo ™)' ="

—_1\n _ _ _ _
(0 1) =g ro0to0gte..00™

n kali
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Misalkan

=0o(0o(0o...00 o (go(go(0o..000° .. o (gJogoc(0o..0cO0
%/—/ %—/
m kali m kali m kali

=(0oc00o0o...00
- -

m.n kali
o =
diambil m=-1
(0—1)” p—

o)

Akan dibuktikan bahwar™™ =g" o g™

o’ (terbukti)

o"o"=0o00c00...00 o Oo0o0o..00
n kali m kali
=0o0o0o..00
S ——

(n+m)kali

g"oo™=c™™ (terbukt

Misalnya o suatu permutasi pada himpunamnan didefinisikan relasi ~
padaA oleh a ~ b jika dan hanya jika= a”(a),Da,bD A, dann suatu bilangan
bulat.

Relasi ini bersifat
1. Refleksif, yaitu a ~ alJald A

Bukti:
o"(a)=a
Ambil n=00Z

Maka o"(a)=0°(a)=a
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2. Simetris, yaitua~b- b~a
Bukti:
diketahui a ~ b maka=¢"(a) untuk suatin1Z
b=0"(a) - a=o"(b) untuk suatu-n0Z, maka b ~ a
3. Transitif, yaitua~b danb ~cmakaa~c
Bukti:

a~b - b=0"(a), untuk suatu bilangan bulat m

b~c -~ c=0"(b), untuk suatu bilangan bulat n

maka

c=0"(b)
c=0"(o"(a))

=o™ @) - a~c
Dari ketiga sifat tersebut menunjukkan bahwa relasadalah suatu relasi
ekuivalensi padé& dan mengakibatkan partisi paflatas kelas-kelas ekuivalensi.
Definisi 2.15 (Fraleigh, 1998: 123)
Misalkan o merupakan sebuah permutasi pada himpuAanKelas-kelas
ekuivalensi yang ditentukan oleh relasi ekuivalensi

a~b -~ b=0"(a)

merupakaror bit-or bit untuk o .

Contoh 2.11

Ditentukano adalah sebuah permutasi pafia

1 23 456 7 8
7156 38 2 4
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Pada S; dapat dicari orbit dengan mengaplikasikan berulangkali sampai
kembali pada elemen semula.
o(1)=7 maka1~7
a*(1)=0(o(1))=o(7)=2 maka 1 ~ 2
o*(1)=olo?(1)=0(2) =1
*(3)=5 maka3~5
o*(3)=o(o(3))=0o(5)=3
o(4)=6 maka 4 ~ 6
o*(4)=o(o(4))=o(6)=8 maka 4 ~ 8
o*(4)= 0(02 (4)) =o(8)=4
Berikut ini alur yang didapatkan dari permutasidi atas.
1-.7-2-1,3-5-3,4-6-8-4
Sehingga orbit-orbit untukr adalah
{172}, {35}, {468}

Orbit-orbit o dapat digambarkan sebagai berikut
1 x 3 4 \
C Yy () O

7 6

Apabila diperhatikan, maka setiap orbit pada cordolatas dapat menentukan

sebuah permutasi baru dala®) dengan ketentuan bahwa elemen yang menjadi

anggota orbit akan ditransformasikan sedangkan exleztemen lainnya tetap.
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Misalkan saja orbit yang pertam{aﬂ,?,Z} dengan alul - 7 - 2 - Idapat

membentuk sebuah permutasi

(12345678
=17 13456 28

Dengan demikian permutagi hanya memiliki 1 orbit yang beranggotakan lebih

dari 1 elemen. Permutasi yang demikian disebutgselzycle Berikut definisi
formalnya.

Definisi 2.16 (Fraleigh, 1998: 125)

Sebuah permutasr S, disebutcycle jika o memiliki paling banyak satu orbit
yang memuat lebih dari satu eleméanjang sebuahcycle adalah banyaknya
elemen pada orbit terbesar.

Contoh 2.12

Sebagaimana telah disebutkan pada permutasipermutasi 4 merupakan
sebualtycledengan panjang 3 dan dinotasikan sebagai
1=(172)

Tidak seperti pada orbit, urutan elemen pada psaulsebuabycle akan
menentukan alur pemutasinya. Misalnyd17,2)=(7,21)=(217) tetapi
(172)#(1,27). Sebagaimana telah diketahui bahwa himpunan aélituah
permutasi merupakan partisi padg, sehingga orbit-orbit sebuah permutasi

merupakan hmpunan-himpunan yang saling asing.
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Cycle Indexuntuk grup permutass ditunjukkan sebagai berikut:
aijl(g)anZ(g)af(g)...
jk(g) menunjukkan banyaknyeycle g dengan panjan§ dari hasil penguraian

cycle gyang saling asing. Misalka®d adalah grup permutasi dengan omtedan
derajatn, setiap permutasy di G mempunyaicycle saling asing yang diuraikan

secara tunggal.
Cycle Indexuntuk grup simetri akan ditentukan sebagai berikut
1 s={1) @ 2)

Vertex Grup Permutasi Cycle Index
Interchange

11 ) 1\ 2 )
2 2 - 1) 2 - &
1 2 1 2 )

1 2 1 - %

JadiCycle Indexuntuk S, adalah%(ai2 +a§)

2. $={(1),(12),(13),(23),(132),(123)}

Vertex Grup Permutasi Cycle Index
Interchange
12 3 _ 123 .
12 3 - 1)2) 3 - %
12 3 _ 1 2 3 L
31 2 - 312 - %
1 2 3 1 2 3 L
= N a3
2 31 2 31
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12 3 ) 12 3 )
13 2 = 1)3 2 - %8
12 3 ) oY1 3 .
321 - 2l3 1 - %8
12 3 ) 31 2 .
2 1 3 = 3l2 1 - &

JadiCycle Indexuntuk S, adalah% (af +3aja, + 2a§)

3. $,={(1),(4312),(4123),(3421),(3141@,341),(2413),(43),(4

2),(32),(41),(31),(21),(231),(3123,41),(413),(241),412),3

42),(423),(21)(43),831)42,41)08B2

Vertex Grup Permutasi Cycle Index
Interchange
12 3 4 1\ 2\ 3Y 4 ,
_ ~ a’
12 3 4 1/2\3)\4
1 2 3 4 _ 1 2 3 4 .
4312 4 31 2 - %
1 2 3 4 1 2 3 4 .
= — a
4 1 2 3 4 1 2 3 4
12 3 4 B 1 2 3 4 .
3421 3421 - %
12 3 4 ~ 12 3 4 .
3142 314 2 - %
1 2 3 4 _ 1 2 3 4 .
2341 2 3 4 1 - %
1 2 3 4 12 3 4 .
= - a
2 41 3 2 41 3 4
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1234 1 32 4 ,
= N a,

3412 3 1)\4 2

123 4 1 4Y2 3 ,
= = a,

4321 4 1)\3 2

JadiCycle Indexuntuk S, adalah% (a14 +6aja’ +8ata; +3a’ + 6a}1)

I. Graf Cayley (Cayley Graph)

Dalam matematika, Cayley Graph juga dikenal dengama Cayley
Colour Graph Konsep ini diperkenalkan oleh Arthur Cayley, yangrupakan
teori dasar untuk memaha@ayley Tree.

Definisi 2.17 (Weisstein, 2008: 1)

Himpunan generator dari suatu grup adalah himpwhamen-elemen dari grup
itu sendiri yang memungkinkan pengulangan generdagsebut maupun
kombinasi antar generatornya dapat menghasilkanegleslemen grup.

Contoh 2.13

Misalkan Z, adalah operasi penjumlahan modulo 6 adalah gfyp{0, 1, 2, 3,
4, 5},

Himpunan generatornya adalah {1}, {2, 5}, {2, 3,.4}

Diperoleh dengan cara sebagai berikut:
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Untuk {1} Untuk {2, 5} Untuk {2, 3, 4}
1.0=0 20+5.0=0 1.0+31+42=5
11=1 21+51=1 21+31+42=1
1.2=2 22+52=2 23+31+43=3
1.3=3 23+53=3 21+32+42=4
14=4 24+54=4 25+34+42=0
15=5 25+55=5 21+34+43=2

Definis 2.18 (http://en.wikipedia.or g/wiki/Cayley graph)

Misalkan G adalah grup darS adalah himpunan generatoCayley Graph
I'=I'(G,S) adalah Graf berwarna berardolored Directed Graph yang
dibentuk sebagai berikut:

a. setiap elemery dari G dinyatakan sebagai simpul: himpunan sim]dl(l‘)

dari I dinyatakan denga@.
b. setiap elemes dariSdinyatakan sebagai warna.

c. untuk setiapgdG, s[IS, simpulnya berkorespondensi pada elegéiangs
yang digabungkan oleh rusuk berarah yang berwgsaity c,. Maka dari itu,

himpunan rusukE(l’) terdiri dari pasangar(g,gs), dengansS sebagai

penyedia warna.
Cayley GraphpadaDihedral group D pada dua elemen, misalnya pata

dan S akan di jelaskan malal@ambar 2.18. PadaGambar 2.18 tanda panah
merah merepresentasikan perkalian kiri oleh elemenSedangkan elemeg

adalah inverse terhadap dirinya sendiri, garis bierepresentasikan perkalian
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kiri oleh elemenf yang tidak berarah. Oleh karena itu graf ini tetbk, yang

memiliki delapan simpul, delapan tanda panah, dapa¢ rusuk. TabeCayley

pada grup [ dapat ditentukan melalui suatu grup yaitu

<a,,8|a4 =p? :e,a,B:,Ba3>.

ﬁu waif L ﬁll"

il

¥

r .
u - I'T

ﬁ"/

Gambar 2.18 Cayley Graph pada Dihedral group D4

.~ AT

J. Pohon Cayley (Cayley Tree)

Cayley Treeatau yang disebut dengaBethe Latticediperkenalkan oleh
Hans Bethe pada tahun 19%fayley Treedengancoordination number adalah
graf bercabang yang setiap simpulnya terhubungatesgbanyak z simpul yang

lain dan tidak memuat loogambar 2.19 menunjukkan sejumlaB-Cayley tree

Gambar 2.19 Cayley tree
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Cayley treebisa digambarkan sebagai suatu struktur yang treauggembang dari
simpul pusat, dengan semua simpul disusun meling&ianpul padalevel
sebelumnya. Simpul pusat dapat disebut juga sela&gai seperti padaambar

2.20.

Gambar 2.20 3-Cayley Tree

Setiap simpul pad&ambar 2.20 digambarkan terhubung pada persekitazan
Jika z adalahcoordination numbermaka simpul pada levéd bisa di hitung
dengan

N, =z(z-1)" untukk>0.

PadaGambar 2.20 z= 3 dark=1, 2, 3, 4, 5, 6 sehingga

Z
£
I
w
W
|
=
T
w
Z
w
I
PN
W
|
=
w
X
Z
[$2]

I
PN
w
=
(6]
XL
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N, =3(3-1)"" N, =3(3-1)"* N, =3(3-1)""
=3(2)" 3(2)° 3(2)°
=6 =24 =96

K. Graf Isomorfik
Definisi 2.19 (Heri Sutarno, 2005: 85)
Sebuah grafG disebutisomorfik dengan grafH jika terdapat pemetaan satu-
satu @ (yang disebut isomorfisme davi(G) ke V(H)) sedemikian sehinggé
mempertahankan ketetanggaan. Jadi,v)JE(G) jika dan hanya jika
(6(u),6(v))DE(H). Jika graf G disebut isomorfik dengan grafl , dinotasikan
denganG L[ H.

Jika G adalah suatu graf dengan himpunan simf@@) dan himpunan
rusuk E(G). H adalah graf dengan himpunan simpgH) dan himpunan rusuk
E(H). Gisomorfik dengar jika dan hanya jika ada korespondensi satu-satu

0:V(G) - V(H)
®:E(G) - E(H)

AkibatnyaV(G) danV(H) memiliki elemen yang sama banyaknya, @adanH
berorder sama. Misalkandanv adalah dua titik dai dan misalkan pula bahwa
G(U):u dan 5(V)=V, makau danv bertetangga dalar® jika dan hanya jika
6(u) dan6(v) bertetangga dalaii. Dengan kata lainv merupakan rusuk da@
jika dan hanya jikad(u)8(v) merupakan rusuk da.

Selanjutnya untuk mengetahui dua buah graf adadamarfik dapat

dilakukan dengan memperhatikan rusuk yang menglgkauny; danv; dalamG
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sama dengan banyaknya rusuk yang menhubungkan gaamsasimpul yang

berkorespondensi dengan danv; dalamH . Oleh karena itu jikaG dan H

adalah suatu graf yang isomorfik, maka berakigd(G)=V(H) dan

IE(G) =|E(H). Sebagai contoh dua buah graf isomorfik yaitu uiipetkan pada

Gambar 2.21

G H
Gambar 2.21 Graf 1somorfik

Graf G dan H padaGambar 2.21 merupakan dua buah graf isomorfik,
karena mempunyai jumlah rusuk dan simpul yang sadhen terdapat
korespondensi satu-satu antara graf G dan H yakni
Ao EDoHBoFCoG.

Dari Definisi 2.19 maka dapat diperoleh kesimpulan bahwa dua graf
dikatakan isomorfik jika memenuhi syarat-syaratesggt berikut:
1. Jumlah simpulG = jumlah simpulH (mempunyai jumlah simpul yang sama).
2. Jumlah rusukG = jumlah rusukH (mempunyai jumlah sisi yang sama).
3. Jumlah rusuk yang mempunyai derajat tertentu dagjeahG dan H sama

(mempunyai jumlah simpul yang sama berderajatriarje
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L. Hidrokarbon

Hidrokarbon adalah sebuah senyawa yang terdiri gdiasur C dan H.
Seluruh hidrokarbon memiliki rantai C dan atom-atbnyang berikatan dengan
rantai tersebut. Hidrokarbon sebagai salah satyasen organik merupakan
senyawa kimia yang dapat dibagi atas hidrokarbddilkadan siklik. Hidrokarbon
asiklik memiliki unsur pohon dan bisa dibagi atam tkelompok, yaitu alkana,
alkena, dan alkuna. Untuk selanjutnya, pembahakan dibatasi pada alkana
saja.

Definisi 2.20 (Daintith, 1999: 253)
Elektron valensi adalah elektron-elektron di atoang terlibat dalam ikatan
kimia.

Elektron valensi merupakan jumlah elektron yangldpat pada kulit
paling luar dari sebuah atom netral. Dalam pokokakan ini, elektron valensi
adalah representasi dari derajat masing-masingusimp
Definisi 2.21 (Mulyono, 2006: 165)

Hidrogen (bahasa Latirhydrogenium dari bahasa Yunanhydra air, genes
membentuk) adalah unsur kimia pada tabel periodiigymemiliki simboH dan
nomor atom satu. Pada suhu dan tekanan standesgérdtidak berwarna, tidak
berbau, bersifat non-logam, dan bervalensi tunggal.

Hidrogen hanya dapat berikatan dengan satu ungayrksaena hidrogen

bervalensi tunggal. Hidrogen dilambangkan simptarhiputih.
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Definisi 2.22 (Mulyono, 2006: 212)
Karbon merupakan unsur kimia yang mempunyai sir@dan nomor atom enam
pada tabel periodik. Karbon merupakan unsur noarffodan bervalensi empat.

Karbon dapat berikatan dengan empat unsur, karanaolk bervalensi
empat. Unsur yang berikatan tersebut dapat berapang karbon atau unsur
kimia yang lain, misalnyad. Unsur Karbon direpresentasikan sebagai simpul
hitam.

Definisi 2.23 (Daintith, 1999: 10)
Alkana adalah sebuah hidrokarbon dengan rumus u@uip.... Alkana adalah
senyawa jenuh, dan tidak mengandung ikatan randagmtau rangkap tiga.

Setiap n atom carbon padaC,Hzn2 berkorespondensi pada simpul
berderajat empat pada graf. Berlaku pula unt2k+2 atom hidrogen
berkorespondensi pada simpul berderajat satu.

Definisi 2.24 (Kristian H. Sugiyarto: 2006: 2.13)
Isomer adalah senyawa yang mempunyai rumus mokekula tetapi memiliki
struktur berbeda.

Unsur karbon mempunyai empat elektron valensi dadrogen
mempunyai satu elektron valensi. Jika memodelkaoae senyawa hidrokarbon
sebagai sebuah graf, maka atom karbon dan Hidr&gansimbolkan sebagai
simpul dan ikatan antara karbon dengan hidrogeagselvusuk. Elektron valensi
dari masing-masing atom melambangkan derajat dasing-masing simpul.
Oleh karena atom karbon mempunyai empat elektrétensa maka simpul yang

melambangkan atom karbon mempunyai empat derajapusi begitu juga
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dengan atom hidrogen, atom hidrogen mempunyai alaktron valensi, maka
simpul yang melambangkan atom hidrogen hanya meyapsatu derajat simpul.
Perlu ditekankan bahwa, banyaknya derajat simptukumasing-masing simpul
harus dipenuhi ketika menggambarkan senyawa (radbok) dalam bentuk graf.
Hal ini penting karena berkaitan dengan kestalslaatu senyawa (hidrokarbon).

Gambar 2.22 di bawah ini merepresentasik@qH;o (Iso-Butana) dalam graf.

H o

H—C—H

Q

Gambar 2.22 Representasi C4H 1o(l so-Butana) dalam Gr af
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BAB 111

PEMBAHASAN

Sebagaimana telah diuraikan pada Bab | bahwa pelamas yang
menjadi fokus penulisan ini adalah penentuan baky@kyley Treedan aplikasi

Teori Graf dalam menentukan banyak isomer senyakana

A. Penentuan Banyak k-Cayley Tree

Pada subbab ini akan dibahas mengenai penentugakdaCayley Tree
yang digunakan dalam perhitungan banyak isomerasemylkana. Di mana pada
perhitungannya akan digunakan konSemtered TreeanBecentered Tree.

Mengingat bahwa alkana adalah hidrokarbon asiklgngy memiliki
struktur mirip pohon, maka perhitungan isomer seryalkana dilakukan dengan
menggunakan konsep daszayley TreeAlkana dengan rumus kimi@ H,,,, di
mana setiap simpulnya mempunyai derajat satu atapatt maka pada

pembahasan ini menggunkan konségCayley Tree Gambar 3.1 berikut

menunjukkat-Cayley Tree.



46

(€)

(b)

(a)
Gambar 3.1
(&) Alkana dengan n=1 dalam bentuk Cayley Tree

(b) Alkana dengan n=2 dalam bentuk Cayley Tree
(c) Alkana dengan n=3 dalam bentuk Cayley Tree

Gambar 3.1 dapat digambarkan sebagai suatu struktur yang teemgembang

dari simpul pusat dengan semua simpul disusun giem simpul paddevel

sebelumnya seperti contoh pa@ambar 3.2

u*- 1‘1\’" ”"w -

L\*’ 3 \\X \"
~. s ___\\ | I".lx
N 3—\ 4
— =
//

IP'_IITH

e

2

§ ¥ X
/ ’ g Y .-é’f\
U ,;1 ﬂﬁn M LR b
Gambar 3.2 4-Cayley Tree
i4, maka

Gambar 3.2 adalahCalley Treedengan akar pohon mempunysi4

simpul pada levek bisa di hitung dengan

“1 untukk =0

N, =2z(z-1)
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k=1= N, =4(4-1)"
=4(3)
=4

k=3= N, =4(4-1""
= alay
=36

k=4= N, =4(4-12)"
=43y
=108

Dan seterusnya sampai

Sebuah graf dengan keunikan yang dimiliki pada simpdidefinisikan
sebagai jarak yang khas dari simpute simpul yang lainnya. Pusat graf adalah
simpul yang memiliki sifat tunggal. Sebuah graf atamempunyai jumlah simpul
yang berbeda pada pusatnya. Untuk sebuah pohoya laala dua kemungkinan,
yaitu:
1. Sebuah pohon dengan tepat satu puZantered Tree
2. Sebuah pohon dengan tepat dua pBaeaterd Treg dalam kasus ini pusat

selalu berdekatan.

Untuk lebih jelasnya, mak@entered Trealan Bicenterd Treeakan ditunjukkan

padaTabel 3.1 sebagai berikut:



Tabel 3.1 Tabel Banyak Graf Isomorfik

yang Ditentukan M elalui M etode Draw and Count Method
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Centered Bicentered Total
. 1
[ ]
1
[ ]
L ]
. 1
L]
. .
L ]
. 2
.
L L ] -
. .
&
P : 3
L] L [ ] -
. . . [
L . : [
1 - * . - . 5
] L - . o y
.- . e ®e @
L] L]
. . - ’
[ ]
[ . . -, L ]
l-:i L I L] w [ ] [ ] [ ]
. b 9
» N . * -
. - L] . @
[ 3 [ ] L ] :
L . a .
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Tabel 3.1 memperlihatkan perhitunga@entereddan bicentereddengan
cara Draw and Count Methqadtetapi untuk perhitungan selanjutnya akan
digunakan cara yang lebih efisien yaitu dengan siyang dalam perhitungannya
dibantu dengan program Maple&Suatu Pohon dengan lintasan terpanjang
(diameter) Bh mempunyai sebuah simpul yang unik disebenter pada titik
tengah lintasan yang panjangnym. 2Pada pohon dengan lintasan terpanjang
(diameter) 1 terdapat pasangan simpul yang unik disdtinenter, pada
pertengahan lintasan yang panjangnyg 2.

Oleh karena itu akan dibahas perhitungan isomedasarkan konsep
centerdanbicenter.

1. Centered Tree C(2)
Untuk suatuk-Cayley Treg misalkan T, adalah jumlah(k—l)—ary

dengam adalah simpul dan tinggi pohon maksimbm
Sebagai perjanjian, pohon kosong mempuhyai

MisalkanT,(z)=>"T,,z", maka

>0
T.(2)=1
To(z) =1+z
Dan untukh>1

Tu(2)=1+28,(1,(2)
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10
Tl(Z)Z z Tl, nzn
n=0

- 2 3 4 5 6
—T1’0+T1,12+T1’22 +T1’32 +T1’4Z +T1,SZ +T1,6Z
7 8 9 10
+T1,7Z +T1)SZ +T1)9Z +T1’102

10
T2 (Z): z Tz, nz"
n=0

- 2 3 4 5 6
—T2,0+T2’12+T2’2z +T2’3z —|—T2’4z +T2’52 —|—T2’6z
7 8 9 10
+T2,7Z +T2’8Z —I—Tz,gz +T2,IOZ

10
T3 (Z) = Z T3’ ”Zn
n=0

— 2 3 4 5 6
—T3’O+T3’12+T3’22 +T3’3Z +T3’4Z +T3,SZ +T3’6Z
7 8 9 10
+T3’7z +T3’8z +T3,92 +T3,1Oz

seterusnya samphi
Keterangan:

T,,(2) menyatakan banyak jumlah pohon berakaf)ary dengan O adalah

simpul dan tinggi pohon maksimum 1.

T.,(2) menyatakan banyak jumlah pohon berakad)tary dengan 1 adalah

simpul dan tinggi pohon maksimum 1.

T,,(z) menyatakan banyak jumlah pohon berakaf)tary dengan 1 adalah

simpul dan tinggi pohon maksimum 3.

Dan seterusnya....

Th+1(z) =1+z8, (Th (Z))
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S,(f(z)) adalah hasil dari subsitusi(z) ke cycle indexuntuk grup simetri

berordem=3 danm=4.

4

Misalkan C,, , adalah jumlalcenterdari k-Cayley treeslengam adalah

simpul darn2h adalah diameter pohon.

Ambil C,.(2)=YC,,,2"

>0
Dengan menghapus simpaénter dan sisi yang berdekatan dengannya, akan
didapatkan sejumlah pohon yang berkorespondengiatdwtuple pohon berakar
(k-1)-ary dengan tinggi maksimurh-1. Paling tidak terdapat dua pohon yang
tingginya tepah-1. Karena itu, diperoleh persamaan sebagai berikut

Cyy =(1+ 28 (1,4 (2))) - 1+ 28 (T, (2)) - (1,1 (2) - T, (2))(T,.. (2) -2)
Tiga ekspresi dalam persamaan di atas masing-masenghitungk-tuple pohon
dengan tinggi maksimurh-1, k-tuple pohon dengan tinggi maksimuh2, dan
pohon dengan tepat satu sub pohon yang tingditiya

Selanjutnya, misalka@,, adalah jumlalk-cayley treeslengam buah simpul, dan

C(z)=>.C,z", maka

n=0

C(z)=>Cu(2)

h=0

Jika diuraikan, maka akan diperoledgntersuatu pohon.

C(2)=Cy(2) +C, (D +C, (D +Cy(D) +....
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Karena

Cyy = (1+ 28 (1,4 (2) - 1+ 28 (7, (2)) - (1,4 (2) - T, (2))(T,s(2) - 1)

Dan sudah tentukan bahwka 4 maka,
C,(2)= L+ zS,(TL(2))) - 1+ zS,(T_,(2))) - (T.(2) - T, (D)(T(2) - D))
C,(2)= [+ 2S,(T,(2)))) - (1+ 2S, (T (2))) - (T, (2 - T (2)(T(2) - D)

(

C,(2)= 1+ zS,(T,(2)))) - L+ 2S,(T, (2)))) - (T.(2) - T, (2)(T,(2) - D)
Co(2)= 1+ 2S,(T, () - 1+ 2S,(T,(2)))) - (T, (2) - T.(2)(T,(2) - D))
Cq(2) = 1+ 25,(T,(2)))) - 1+ 2S,(T,(2)) - (To(2) - T, (D)(T(2) - D))

Cyo(2) = 1+ 25,(T,(2))) - (1+ 2S5, (To(2))) - (T, (D) - T,(2)(T,(2) - 1))

Dan seterusnya....
1. 5(To(2)

Maka untuk f (z) =T,(z) =1+ z, maka

sl e o))
((1+ 32+37° +2°)+ 3@+ z+7 + z3)+ 2+ 23))
6
_1+32+372°+2° +3+3z+32 +32°+2+27°
6

_ 6+6z+62° +67°
6
=1+z+2°+7°

2. 5,(T(2)

Selanjutnya akan dihitung (z) dengan rumus

Thu(2)=1+28,(1,(2)
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yaitu,
T.(2) =1+ 25(T,(2)
T,(2) =1+zS5(@1+2)
T.(2) =1+25(1(2) .
dan diperoleh,
T(2) =1+ 21+ 2+ 22 + 2°)
T.(2)=1+z+ 22+ +2*

Diperoleh

s r(p)= @)+ s(rl(z))gl<zz>)+ or,2)

=1+z+22°+32° +47" +42° +52° + 42" +42° +32° + 27° + " + 77
5,(T.(2)
T,(2) =1+2z§(T,(2))
T,(2) =1+ z(L+ 2+ 22° +32° + 42" +42° +52° + 42" + 42° +32° + 27'° + 7" + Z)
T,(2)=1+2+2°+22°+32* +42° +42° +57" +42° + 42° +32° + 27" + 7% + 7°

s (1. ()= (B2 + s(n(z»(;z(zz))+ o)

1+ 24300z + 12820 + 7027 + 43221 + 2025 + 3127
+ 62422 372 + 9910+ 724 £ 551" + 60122 4+ 122°
+6142°0 + 51422 + 312277 + 369215 + 378220 + 478
+ 42 459421 + 49827 + 238228 + 13721 + 184212
+ 620+ 2 4222+ 57027 + 45325 + 18122 + 897!
+5622 420234 + 12270 + 327 + 8 4+ 239,13
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Dan seterusnya, untuk perhitung8(f(z)) dilanjutkan dengan program Maple
yang telah dilampirkan.
4. S,(T,(2))

Maka untuk f (z) =T,(z) =1+ z, maka

s,(T.(2) = ((1+ 2)" + 61+ 22 1+ 2)° +8(1J;r !23)(1+ 2)+30+ 22) +6f1+2* ))

((1+ 4z+62° +47° + z4)+ 6(1+ 22)(1+ 2z+ 22)+8(1+ Z’+z+ z4)+
4

3(1+ 27° + z4)+ 6(1+ z“))
4
(1+4z2+622 +47° +2*)+ 6+ 627 +122+127° + 627 + 62" ) +
4
(8+82° +82+82°)+(3+ 62 +37*)+ 6+ 62°)
4
_(1+6+8+3+6)+(4+12+8)7+(6+6+6+6)7° +(4+12+8)7°
24

+(1+6+8+3+6)z*
24
=1+z+72°+2°+ 7

5. S,(T.(2)
Selanjutnya akan dihitung (z) dengan rumus
Tha(2)=1+25,(T,(2)
T(2)=1+z+ 2+ 22+ 7

Dengan rekursi diperoleh

) - (0 <ol NG el e o)

= 1l42z+522 4724294754222 452 +5:4+88
+ 729438 45400 47,7 4373
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Dan seterusnya, untuk perhitungSgl(f(z)) dilanjutkan dengan program Maple

yang telah dilampirkan.

C,(2)= [+ 28,(T.,(2)) - [+ 2S,(T_,(2)) - (1. (D - T, (DT (2) - 1)
C,(z)=(1+25,1)-(1+250)-(L-0@-1)

C,(2)=z

SelanjutnyaC,(z)

(1+2S,@+2)-(1+25,0)-(@+2) - O)((L+2) -1))

[+ 20+ 2+ 27 + 2 +24))-(1+ 25,0) - (@+ 2 - @)@+ 2) - D)

)
)

C,(2) :( +z+Z2°+ 22+ + 25))—(1+ 0)-(1+2)(2))
)

C,(z)=2+2*+7°
SelanjutnyaC, (z)
C,(2)=(1+25,(T,(2))) - L+ 2S,(T, (2))) - (T.(2) - T, (2)(T,(2) - D)

Ci(2)= 1+ 28(T,(2)) - [+ 2+ 2+ 2 + 7 + 7)) -
((1+ 2+ 272+22+2Y) -+ )+ z+°+ 2+ Z° —1))
= (1+z(+z+22°+32°+52* +52° +72° + 72" +82 + 72° + 77° +
571 +57%+372°+ 224 + 2+ ) - A+ z+ P+ P+ 2 + 2°) -
(22 + 22+ 2+ z+ 22+ 22+ 2" )
=72°+22°+572" +62° +82° + 72° + 77" +57° + 57 + 37 + 27°

+ ZlG + Zl7
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SelanjutnyaC,
C,(2) = 1+ 2zS,(T,(2)))) - 1+ zS,(T.(2)) - (T, (2) - T, (2)(T,(2) - 1))

c.(2)= 23+ 158122 + 5203529 + 642;‘8“ + 1215“3‘5 + 43 z‘z + 1306728
+ 436z 4+ 70z +5184z° 4+ 297z 4+ 313z " 4+ 700z
+ 292 + 885240 + 48521 + 40312°% + 405127% + 224
+ 12112°7 + 50532°0 + 359822 + 3092222 + 262'°
+ 48232°1 + 2129220 + 59211 4 4814270 + 44512°% + 32!
+35232°% + 1092'% + 448727 + 203127 + 26112%!
+30272°° + 27 + 98227 + 5073277 + 2498236 4 38
+17032" + 6220 + 196213 + 1127 + 1894 + 132%

Dan seterusnya, untuk perhitungm(z) dilanjutkan dengan program Maple
yang telah dilampirkan

C(Z)ZZCZh(Z) =Gy (9 +C, (9 +C, (9 +Co(D +....

h=0
Untuk memperoleh nilaCenteredmaka akan dilakukan penjumlahan terhadap

C(z) yang telah dihitung, pada contoh perhitungan ak akan dilakukan operasi
penjumlahan terhada@, (z), C,(z), C,(z), Cs(z), C.(2). Yaitu
C(Z) =G, (Z) +C, (Z) +C, (Z) +Cs (Z) +Cq (Z)

=z+22+2* +22° +22° + 62" +92° +202° +37Z2% +..........
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2. Bicentered Tree B(2)

Misalkan B, ,,, adalah jumlah pohobicenterdarik-Cayley treeslengan

n adalah jumlah simpul damh21 adalah diameter pohon.

Ambil By,,(2) =3 Byyn2”,

n=0

B, adalah jumlahbicenter dari k-Cayley treesyang memilikin simpul, dan

B(z)=) B,z". Karena sebuah pohomicenter berkorespondensi dengan

n=0
pasangan pohon berak#rl)-ary dengan tinggi tepdt diperoleh
B»4(2) = S,(T,(2) T4 (2)

Maka diperoleiBicentersuatu pohon adalah

B(z)=3 Bya(2)

h=0
Jika diuraiakan diperoleh sebagai berikut

B(2) = B,(2) + By(2) + Bs(2) + B, (2) + By (2) + ..

dan seterusnya...
Untuk mengitungBicentere maka digunakarcycle indexuntuk grup simetri

berordem=2
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s,1(g)= 121 fz)

Seperti perhitungan sebelumnya, padatertelah diperoleh

T,(z)=1

T,(2)=1+2

T(2)=1+z+ 22+ + 7

T,(2) =1+ z+ 22 +2Z2° +32* +42° +42° +57" +47° + 42° +37° + 27 + 72 + 2°

T,(2)=1+2+2392" +1812°% + 472° + 3692'° + 122° + 20’
+61422" + 5622 + 7020 + 4% + 498218 + 624272 +72°
+ 594220 + 5702%* + 3782%7 + 3002'3 + 453226 + 3128
+222 455121 + 432217 + 312228 + 992! 4 13712
+ 1220 + 22 + 22 + 6012 + 51427 + 238277 + 12877
+8922 4374+ 202 + 6237 +3°% + 184213 4+ 40

Dan seterusnya...

1. Maka akan dihitung untuB,(z) = S,(T,(2) - T, (2))

(To(2)-T.(2)=1+2-1=2

Karena(T,(z)-T,(2))

I
—_
—
N
N
1
N
3
o
2
@

M(2)-T,(2)=a+z+ 22+ +2*)-A+2)=2*+2* + 2*

Karena(T,(z)-T,(z2) = f(z)=2° + 2° + 2*, maka
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B,(2) = (22 +2+ 24)22’!’ (2 +2°+2)

:z4—|—25+2z6—|—z7+28

(T,(2)-T,(2) = @+ z+ 22 +22° +32* +42° + 42° +57" +47° + 47° +37°
+2211+212+213)—(1+Z+22+23+Z4)

=2°+22" +42° +42° +52" +42° + 42° +32° + 22" + 2 + 2P
KarendT,(z)-T,(2)) = f (2)=

22 +22° +42° +42° + 572" + 428 + 47° +37"° + 22" + 7% + 7*%, maka

B.(z) = %((z3 +272" +42° +42° +52" +42° +42° +37° + 27 + 7V + 213)2 +

(26 +278 + 4710 4+ 4712 + 574 + 476 4+ 4718 43720 4 D722 4 724 4 16

1227 + 2929 + 23210 4+ 324 4+ 53210 4 1421 + 525 + 4028
+302 45524 4+ 0+ 2P 4204257 78+ 2322
+ 10222 + 4723 + 42212 4+ 53215 4 45,17

Dan seterusnya, untuk perhitungm(z) dilanjutkan dengan program Maple

yang telah dilampirkan

B(Z) = Z BZh+1(Z) =B (Z) +B;, (Z) +B; (Z) +B;, (Z) +B, (Z) t..

h=0
Untuk memperoleh nilaBicenteredmaka akan dilakukan penjumlahan terhadap

B(z) yang telah dihitung, pada contoh perhitungan as akan dilakukan operasi
penjumlahan terhadaB, (z), B,(z), B.(z), B,(z). Yaitu
B(z) = C,(2)+C,(2)+C,(2)+ C,(2)

=22+ +22+32° +32" +922 +152° +382° + 732" +..........



60

Dari dua jenis perhitungan di atas, yaitu ant@emtereddan Bicentered maka
dapat diperoleh kesimpulan hasil pehitungannyauyai

Tabel 3.2 Tabel Banyak Graf Isomorfik

yang Ditentukan Melalui Konsep Cayley Tree

n Centered Bicentered Total
1 1 0 1
2 0 1 1
3 1 0 1
4 1 1 2
5 2 1 3
6 2 3 5
7 6 3 9
8 9 9 18
9 20 15 35
10 37 38 75

Total padaTl abel 3.2 menyatakan banyak graf isomorfik yang ditentukahatni

penjumlahan antai@entereddanBicentered
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B. Aplikas Teori Graf dalam Menentukan Banyak | somer Senyawa Alkana

Isomer adalah senyawa yang mempunyai rumus mols&ola tetapi
memiliki struktur berbeda. Dalam teori graf, isomsebetulnya sama dengan graf
isomorfik hanya saja sifat-sifat dalam kimia didaai. Karena dalam teori graf
lebih membahas ke strukturnya saja, sehingga memyath dalam menghitung
banyak isomer senyawa alkana.

Senyawa-senyawa kimia khususnya alkana tidak mdidgmbarkan atau
dimodelkan. Diperlukan suatu aturan khusus dalamogelan senyawa kimia ini.
Graf dengan berbagai teorinya sangat cocok untukadelkan senyawa kimia

tersebut. Dalam kimia, komponen kimia dengan foen@JH ., di sebut dengan
alkana. Senyaw& H.,. ., mengandung atom karbon danr2 atom hidrogen.

Sesuai dengan keperluannya dalam teori graf, bakysékata dari kamus
kimia yang diubah menjadi kosakata dalam graf demg@an pemahaman.

Tabel 3.3 Tabel Istilah

Istilah Kimia Istilah dalam Teori Graf

Structural formula

(rumus struktur)

Graph(graf)

Atom

Vertex(simpul)

Chemical Bond

(ikatan kimia)

Edge(sisi)

Valency of atom

(atom valensi)

Degree of vertex

(derajat simpul)

Acyclic structure

Tree(pohon)
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Isomer isomorfik

Berdasarkan Teorema 2.2, akan dibuktikan bahwa asemyalkana
CnH2n+2 adalah suatu pohon.
Teorema 3.1 (Cayley)
Struktur senyawa alkar@Hzn+» merupakan suatu pohon.
Bukti:
Banyaknya simpul da,Hzn+» adalahn+(2n+2)=3n+2
Alkana adalah molekul yang setiap atom Carbon mewygiu4 pengikat,
sedangkan setiap atom Hidrogen hanya 1 pengikatlaikan G adalah graf
sebagai model dari Alkana tersebut, m&aemiliki 3n+2 simpul. Selanjutnya
ditunjukkan bahwa banyaknya rusukGladalah 8+1.
V(G)=3n+2
E()= >div)
v (o)

=>(d(c) +d(n)

= % (n4+(2n+2)1)

=(4n+2n+2)/2
=3n+1

(terbukti)
Oleh karena itu E(G)=V(G)-1 maka struktur senyawa alkan@,Hzns2
merupakan suatu pohon.

Bentuk struktur dari susunan kimia adalah sebuaagrdm yang

menyatakan ikatan antara atom-atom dalam molekumu® molekulC H, .,
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tidak cukup untuk mengidentifikasi isomer, selarda somer yang mempunyai
rumus molekul yang sama tetapi berbeda struktur@ah karena itu perlu
adanya penggambaran struktur yang dimaksud.

Tiga bentuk pertama dari alkana dapat disajikanap@dmbar 3.3

sebagai berikut.

H=—C=—H H=—C C H H C C C H
H H H H H H
CH, C,H, C,H,
Metana Etana Propana
Gambar 3.3

Ketiga jenis alkana di atas hanya memiliki satuhbissmmer. Untukn>4 dapat

diperoleh lebih dari satu isontefH,,.,.

Gambar 3.4 merupakan isomer dari Butadan Pentanaila ditentukan melalui
metodeDraw and Count Methodji mana Butananemiliki dua buah isomer dan
Pentana memiliki tiga buah isomer. Perhitungan &omkan sangat mudah
dilakukan bila n kecil, tetapi hal itu sangat suddakukan apabila n besar, karena
akan membutuhkan waktu yang lama, bahkan kemungkmelakukan kesalahan
besar. Oleh karena itu, pada Bab ini dilakukan ipgrtgan melalui matematika
yaitu menggunaka@ayley Tree.

Menurut Teorema 3.1 telah dibuktikan bahwa suatu senyawa alkana

merupakan sebuah pohon jika dipandang dari seggmadis. Oleh karena itu,
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untuk lebih jelasnya bagaimana graf itu sangat ipgntialam kimia teoritis
khususnya dalam menentukan banyaknya isomer sengtkana, di bawah ini
akan disajikan representasi graf dalam perhitursgayawa alkana yang tentunya
menggunakan konsef@entered TredanBicentered TreeRepresentasi graf akan

disajikan padaGambar 3.4 yaitu pada senyawa Butal@H,,) dan senyawa
PentanaCH,,)

Gambar 3.4

Pada senyawa Butana(C,H,;,)

Centered Jika disajikan dalam bentuk graf
H
* H—C—H
a = H H
. . He— ( C —H
H H
H
Bicentered Jika disajikan dalam bentuk graf
- H H H H
! ) I
" H C C C C H
. N
H H H H
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Pada senyawa Pentana (C.H,,)

Centered Jika disajikan dalam bentuk graf
H
Y H H— C—H H
[ - | | |
H— C C C—H
§ & ® | | |
H H—C—H H
H
Centered Jika disajikan dalam bentuk graf
" H H H H H
’ ) [ N R
. H—  cCc— c—C C C H
.
: A
H H H H H
Bicentered Jika disajikan dalam bentuk graf
H
i H H H—C—H
B, | | |
- H C C C H
. . | | |
H H H— C— H
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Representasi graf pada senyawa Bu(@plalo) dan senyawa Pentana
(CsH,,) melalui konsep Centered dan Bicentered pada Gambar 3.4

menunjukkan adanya keterkaitan antara teori gnafktlaia. Melalui konsep teori
graf yaitu Cayley Treedapat mempermudah dalam menghitung banyak isomer
senyawa alkana. Oleh karena itu banyak isomer genysdkana dapat dilihat
hasilnya padaTabel 3.2, karena dalam menentukan banyak isomer senyawa
alkana sebenarnya sama halnya dalam menentukamakogngf isomorfik yang

dapat dibentuk dari sebuah rumus molekul dari @keaituCnH2p.-.



A. KESIMPULAN

Kesimpulan yang dapat diambil dari pembahasan dalkaipsi ini adalah

sebagai berikut:

1. Struktur senyawa kimia khususnya alkana dengan sukimia CpyHzn+2

2.

merupakan graf pohon, karena memenBG)=V(G)-1. Alkana adalah

hidrokarbon asiklik di mana setiap simpulnya menyairserajat satu atau
empat, sehingga pada pembahasannya menggunakap kbbayley Tree.

Jumlah isomer senyawa alkana ditentukan berdasapkamehan antara

BAB IV

PENUTUP

Centered TreelanBicentered TreeYaitu sebagai berikut:

n Centered Bicentered Total
1 1 0 1
2 0 1 1
3 1 0 1
4 1 1 2
5 2 1 3
6 2 3 5
7 6 3 9
8 9 9 18
9 20 15 35

67




10

37

38

75

B. SARAN

Dalam skripsi ini penulis hanya membahas aplikaayley Treedalam
menentukan isomer senyawa alkana. Bagi pembaca ipgng menyelesaikan
tugas akhir skripsi dan tertarik diperkuliahan Teeraf serta aplikasinya pada
iImu  kimia,
kombinatorial yang melibatkan perhitungan permutdan kombinasi dapat
dijadikan sebagai bahan penulisan tugas skripsingghya. Dengan adanya

kelanjutan penulisan ini akan menambah wawasanlitlatur bagi pembaca

topik mengenai

perhitungan jumlah

isomdengan metode

yang mendalami ilmu teori graf dan aplikasinya daibnu kimia.
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LAMPIRAN



[> Per hitungan Centered Tree
| > 1. menghitung CycleIndex untuk grup simetri berorder m=3

> T0(2 =14z

i TO=z—>1+72 (1)
> T0(Z) = expand T0 2 );
I TO(Z) =147 (2)
> T0(Z) == expand T0 % );
I To(Z) =1+7 3)
> S3TE 1= expan{ ((TO(z))3+3-(T0(z))~éT0( Z)) +2:(T0(2))) );
. S3TA 2:=1+7Z+2z+2 4)
> T1(2 = expandl +z (S3TQq 2));
i T2 =1+z+2+72+7 ©)
> T2 =1+z+2+7+7
I Tli=z-1+2z+2+7+7 (6)
> T1(Z) == expand T{ % );
I TUZ) =1+Z2+2+7+7 (7)
> Tl( f’) .= expand T{ %Y);
I TUZ) =1+2+2+2P+ 72 (8)
> S3T1 2= expan{ ((T12)°+3-(T2)-(TL(Z)) +2:(TL(Z)))
6
S3TY 2:=1+24+47 427432+ +32+2%+4P+5P+472+47 +27° 9)

:> T2(2 = expandl + z (S3TX 2));
7T2(z)::1+z+22+425+223-|—324+212+3210+zl3+429+527+426+428+2211 (10)

> TA2 =1424+42442+422432+2?+32°+ B +42+57+4P+4P+274
| T2i=z01+2+7+42+22 438+ 7° 432+ 2 +42+57 +4P+af + 27 ()

> T2(Z) :=expand T 3);

T2AZ) =1+2+7+42° 422 43P+ 7 +37°+72°+42%+52 +47%+47° (12)

. +27

> T2(2) = expand T2 Y);

TA2) =142+ +42° 4224322+ +32°+ P +472" +52 + 428 +a 7 (13)
+273

> S3T2 7 := expan({

((T2(2)°+3-(T2(2)-(T2A(£)) +2-(T2(7)))
6
S3T2 1:=1+2+2397°+4987" +5707° +5947° + 4537° +2387° + 127° + 372"  (14)

+897 +18172° + 202 + B +56 22+ 7/ + 27 +47 + 13741 + 514744




+6147° + 3787° + 551 7% + 3002 + 43274° + 60172 + 702 + 18472 + 3772

+3692° +62°+1287°+ 2%+ 3127  + 6247 + 47 + 20 + 122 + 317

. +997°

> T3(2 := expandl +z (S3TZ 2));

T2 :=1+2z+184723+ 43277 + 60173 +5517° + 5147° + 312728 + 20° + 6 2’
+12821 +2387° + 3724 + 38+ 8922 + 4 + 2+ 22 + 9972t + 5707
+5947° + 4537° + 49878 + 23972 + 3697° + 62472 + 0 + 472 + 13777
+562°4+3002° +122° +1817°+ 2° + 3787" + 61472  + 312+ 12 + 77

. +20Z +707°

> T3(2 =1+2z+ 184722443227 4601723+ 5512° + 5147° + 312728 + 20 + 6 2’

+12821 +2387° + 3724 + 38 + 8922 + 4 + 2+ 22 + 9974t + 5707

+5947° + 4537° + 4987 + 2397 4+ 3697° + 62472 + #° + 472 + 13777

+562°+3002° +122% + 1817+ 22+ 378727 + 6142  + 312 + 12 + 77

+207 +702°
T3i=z514+ 2+ 704+ + 2 +272+47 +1372%2+ 184723 + 432747 +60172° + 551 2°

+5147° + 31278+ 20 + 6 2" + 12871 + 2387° + 377 + 378 + 8977

+ 5707 +5947° + 4537° + 49878 + 2397 + 3697° + 62472 + 56 2% + 3007°

+127°4+1817°+3787 '+ 61421+ 72 +702° + 472 + 207/ + 12 + 317

. +997°

> T3(Z) :=expand T 2 );

T3(Z) :=1+42397% +4322% +5517°° + 3697% + 7 + 7 + 624" + 56 ° + 6147
+12724+1817° +3782% + 1372 + 707° + 1847° + 4778 + 20 7% + 31 7°
+9972 459470 + 1272+ 4987° + 3002° + 4 P+ 22 + 7% + A0+ /8 + 6017
+5147°+3127° 4+ 207%+ 6 7% + 1287°% + 23878 + 378 + 3 /% + 89

. +5707° + 45377

> T3(Z) :=expand 7§ % );

T3(2) :=1+6242° + 23972 + 57072 + 5947°° + 4987°* + 1817°° + 378 2! + 6147°°
+ 243172+ 1228+ 24+ 2V + 43221 + 601 % + 55127 + 5147° + 3122
+202%+ 641+ 12877 + 23827 +372%+ 37 +897° + 22 +4 7% + 9973
+72°+1372°+702° + 1847° + 477" + 2021 + P + 56 2° + 3004 + 127
+ 4537 + 3697

((T3(2)°+3-(T3(2)-(13(2)) +2:(13(2))) )
5 ,
S3T3 7:= 1+ z+ 236572 + 2035477 + 3645557° + 557062 + 8727277 + 29805547°

+ 360951027 + 669514517 + 92468307 + 43932877° + 26088244°*
+ 89755449°8 + 1320452672 + 8 7 + 758712+ 33821 + 62 A1° + 27 A0 1 4 A8
+ 7194 17102049827 + 123596451 %'° + 202984042 + 331715843

> S3T3 7 := expan({

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)



+ 779843029 + 1121537006™ + 2038928979 + 2576241555

+ 360673043%° + 3993437445 + 4277663720 + 4134086103’

+ 3356383912 + 2815570112"° + 2 7 + 417359802 + 4229607116°°

+ 260865858 + 3092740855 % + 3816383212°° + 2304400735%* + 79298004°
+ 84818176871 + 42278133122 + 4 2 + 7497 + 5672067* + 906287°

+ 13285457° + 3388378 + 41297 + 121047° + 23180172 + 156284730° 4 7%°
+ 102 + 1545167948 + 3813878148°° + 3116054832 + 2249523074°

+ 436439448°* + 8820472%° + 16047 + 276753672° + 198431393° + 47933977
+ 1547+ 83728002%° + 2252 + 13447 + 18657905 + 71067 + 49418998°°
+ 64076832°° + 119063149° + 200053677 + 1457297 + 1217 + 337

+ 21743957 4 519559381 + 133487 % + 16 2 + 637 + 4157° + 109250394>°
+ 566951962 + 399227782 + 18885015 4 12677964° + 54356262

+ 346913527 + 13387902%° + 80854771 + 2782807 % + 1584767 + 481267°°
+ 2558479 + 67447%° + 335371° + 6888825537 + 552046535 + 340324807°°
+ 261713408 + 148315264 + 1030602778%° + 14632154762 + 63993951 7/*°
+ 132352393&° + 2848892771°° + 3599155257%'° + 253221354&

+ 41321696612 + 3371001341°° + 3994067586°° + 1973755292'°
+427697173%* + 9402367528 + 1784589063

:> T4(2 = expandl +z (S3T3 2));
TA(2 =1+ z+ 2?1+ 134477 + 12104727 + 23180172 + 338837 + 5672067 (20)

+ 200053672 + 260882447°° + 49418998°" + 64076832 + 29805547

+ 18657905 + 669514517°° + 92468302 + 4 7* + 1604712 + 758 13 + 154 41°
+6271°+ 10218+ 4 2%+ 19737552927 + 1463215476"° + 156284730

+ 26086585&" + 639939517 + 940236752*° + 1784589063 + 2304400735°°
+337100134%° + 3816383212°* + 4276971739°° + 4229607116°"

+ 3599155257 + 309274085%"° + 7 + 331715843 + 4277663720°°

+ 202984042 + 33563839122 + 360673043%° + 203892897%* + 109250394°
+ 10306027788 + 4132169661 + 2 Z + 4157 + 3645557* + 557067°

+ 8727277° + 2035478 + 23657 + 71062® + 14572972 + 1190631490 + £2°

+ 277 + 1323523938 + 3994067586°° + 284889277 + 2532213546

+ 552046535 + 1584767%° + 3353211 + 3992277872 + 261713408°7

+ 80854772%? + 338 214 + 126779647° + 1217 + 74972 + 1320452672 + 412977
+360951022°° + 439328770 + 89755449 + 13285457 4 906287 + 637 + 1627
+ 3469135°° + 417359802 + 255847 % + 8 2 + 337 + 22579 + 148315264°°

+ 79298004 + 5669519622 + 276753672 4 18885015°° + 83728002

+ 543562627 4 21743952%° + 13387902 + 47933973 + 27828079 + 882047




+ 481267 + 133487 + 67447"° + 848181768 + 688882553 + 436439448
+340324807°° + 19843139378 + 12359645170 + 17102049828 + 519559381*°
+11215370068”° + 2576241555°° + 381387814&° + 2815570112

+ 3993437445°% + 3116054832°° + 413408610%°° + 2249523074°

+ 4227813312°* + 779843029 + 15451679482

> T2 =1+ z+ 7%+ 134473 + 12104727 + 2318017 + 338832° + 5672067°
+ 200053672 + 26088244 + 49418998°" + 64076832 + 29805547
+ 18657905 4 669514517 + 92468302°2 + 4 7' + 1604212 + 758 213 + 15471°
+ 622+ 10418+ 4 194 19737552927 + 1463215476&"° + 156284730
+ 260865858 + 639939517 + 940236752 + 178458906%°° + 230440073%°°
+337100134%° + 3816383212°* + 4276971739°° + 4229607116°’
+ 3599155257 1 + 309274085%'° + 7 + 331715843 + 4277663720°
+ 202984042* + 33563839122 + 3606730432° + 2038928979
+ 109250394 + 1030602778 + 413216966 + 2 2 + 41571 + 36455574
+ 5570620 + 8727277° + 2035478 + 23657* + 71062° + 14572972
+ 1190631490 + 7204 27417+ 13235239381 + 3994067586°° + 2848892771’
+ 253221354&"° + 552046535 + 1584767 %° + 33532411 + 3992277872
+ 26171340877 + 8085477%2 + 3382 + 12677964°° + 1217 + 74972
+ 132045267 + 41297 + 360951027 + 43932877° + 89755449°° + 132854577
+ 9062871 + 637 + 16 P + 3469135° + 417359802 + 2558478 + 8 7 + 337
+ 22579 + 148315264° + 79298004 + 566951962 + 276753672
+ 1888501%°° + 83728002 + 54356262° + 21743957%° + 13387904
+ 4793392%° + 2782802% + 882047 + 481267°7 + 133487 + 674441°
+ 84818176872 + 688882553 + 436439448°° + 3403248077 + 198431393°
+ 123596451 7° + 17102049822 + 51955938 1° + 1121537006°°
+ 257624155%°° + 381387814&'° + 2815570112"* + 39934374452
+ 31160548328 + 41340861028 + 2249523074° + 4227813312
+ 779843029 + 15451679482

T4:=7—1+ 272+ 276753672 + 1028+ 4 1%+ 1030602778>* + 3469135°°

+ 202984042** + 3356383912 + 519559381'° + 1121537006&° + 4227813312°*
+ 779843029 + 18885015°° + 83728002 + 1463215476 ° + 156284730

+ 8481817685 + 758213 + 154 2%° + 3816383212°" + 639939517

+ 940236752 + 2576241555°° + 80854772 + 33821 + 21743954
+13387907°! + 2038928979 + 109250394°° + 688882553°° + 436439448°

+ 7294 2304400735° + 337100134%° + 2249523074’ + 381387814&"°

+ 2815570112 + 4277663720°° + 3993437445°2 + 15451679482
+119063149*° + 89755449°° + 1323523938" + 3994067586°° + 54356262°°

+ 2771+ 197375529277 + 4276971739 + 4229607116°" + 4793397

+ 17102049828 + 417359802 + 255847 + 3606730433 + 413216966

(21)



+ 2532213546 + 552046535> + 148315264 + 261713408 + 3599155257%'*
+ 335321 + 399227787 + 3403248077° + 133487 + 674471° + 31160548328
+ 413408610%° + 62210+ 7 + 2 7 + 1984313937 + 123596451 7° + 1604712

+ 481267°" + 2782807 + 882047 + 4 #* + 126779647° + 15847670 + 7497

+ 134472 + 7?1 4 284889277 + 792980047 + 5669519627 + 121047

+ 23180172 + 338837 + 5672067 + 20005362 + 260882447°° + 49418998’

+ 64076832 + 29805547° + 18657905>* + 6695145178 + 92468302° + 3645557
+557067° + 8727277° + 2035478 + 23652 + 71067® + 14572972 + 132045267°°
+ 41297 + 36095102°° + 43932877° + 132854577 + 906287 + 8 2 + 2257°
+12172 + 337 + 162 + 637 + 41574 + 3092740855"> + 331715843

+ 26086585&" + 178458906%°



| > 2. menghitung CycleIndex untuk grup simetri berorder m=4

> T0(2 =14z

] TO:=z—1+7z 1)
> T0(Z) = expand T0 2 );
I To(#) =1+7 2
> T0(Z) == expand T % );
] To(Z) =1+7 3
> T0(Z) = expand T0 2);
i T0(7) =1+7 (4)
[ >
> S4TQ —eXpanc( 54 L((TO(2) ) 4+ (6-(T0(2))-(T0(2)?) + (8:(To(2))-(TO(2))
+(3.(10(2))?) N

] sS4 TQ —1+z+22+23+z4 (5)
> T2 =142+ +7+7
I Tli=z-1+z+2+7+7 (6)
> T1(Z) = expand T{ 2 );
I TUZ) =1+Z7+2+7+7 (7
> T1Z) :=expand T1 % );
] TUZ) =1+ 2+ 2+ 2P+ 72 (8)
> T1Z) :=expand T1 % );

TAUZ) =147+ 722+ P4 29 (9)

> 54 T3 = expand 5 (((T12)%) + (6:(T1(2))-(TU2)?) + (8-(TUP))-(Tw2))

+(3:(T2(B)®) + (6 (T f)))));

SATY=142+52477+2°+72+8P+72+52°+272+32+54+27* (10)

 +7Z2°+3Z2°+5721+7°

> T22 =1+424+42+424224+37+2%2+32°+ A +42+57+4P+4P+274

| T2i=zo1+z2+47+42 422432+ 2% 432°+ P 142 457 +4P 4P 127 )

> T2(Z) :=expand T2 3);

TAZ) =1+2+8+42° 422 +3P+ 2 +37°+ 2% +428+52 +47%+47° (12)

. + 272

> T2(2) :=expand T2 % );

TAZ) =142+ +42°422+32%2+7°+372°+ P +472" +52 + 428 +a 7 (13)
+273




> T2(Z) :=expand T2 %);
T2AZ) =142+ +472°+222+32%+ 8 +3°+ 22 4+47°+528+ 424+ 477

+2244

> 472 = expand 5 (((T202)") + (6:(T2(2))-(T2(2)?) + (8-(T2(2)) -(T2(2))

+(3:(1202))?) + (6 (T z4>>>>);

S4 T2 :=1+2z+132 +13827" + 436" +1897° +707° + 2t + 227" + 6 7°
+48157° 4 21727° + 40567° + 377 + 8057 + 232 + 602 + 922 + 3057
+30272% 4 297 % + 50537° + 2 7 + 20317°° + 48237°° + 8857 + 51847’

+ 311071 4 352372 + 4 2 + 44897* + 26397° + 50737° + 176178 + 360872
+32°+ 44517 + 158177 + 8 F + 121178 + 437° + 59724 + 1427° + 428
 +20771 +137° + 64270 + 27 + 52057° + 403127 + 1217 + 24987%° + 107472'°
> T3(2 :=1+2z+ 18473+ 432727+ 60123 +5512° + 51472° + 31278 + 20° + 6 '

+12821 +2387° + 3724 + 38+ 8972 + 4 + 72+ 272 + 997! + 5707

+5947° + 4537° 4+ 4987 + 23972 4+ 3697° + 62472 + #° + 472 + 13777

+562°+3002° +122° +18172°+ 2+ 378727 + 61472  + 312 + 12 + 77

+207 +702°
T3:=7z51+2+45372°+ 312 + 99741 + 49878 + 23974 + 5047° + 5707% + 624 72

+3697° + 43227 +6012° +5517° + 5147° + 3127° + 20 + 6 2" + 1287
+2382°+372°+378+892%+ 22+ 2+ 4+ 0+ P+ 18423+ 72+ 7040
| +472+1377% 4207 + 1228 +567° +3002° + 127°° + 18120 + 3787 + 6147"
> T3(Z) = expand T 2 );
T3(Z) =1+22 + 4P +124%+ 4327 + 6147 + 7 + 4987°° + 30070 + 1377*
+707° +1847% + 4778 + 9972 + 5147° + # + 55178 + 6017° + 2024 + 7 Z°
+ 5707 + 59470 + 4537°% + 2397° + 3697°% + 6247 + 31 4% + 3122° + 207°
+674+1287%+23827° +372° +37°+892* + A0+ /8 + 56 °° + 1272
. +1817°+3787"
> T3(2) :=expand T¢ );
T3(2) :=1+202%+ 12822+ 2387" + 6 211+ 6017°° + 5147° + 312 2% + 55177
+ 2204 A4 377924+ 897° + 34+ 3007° + 43221 + 18170 + 378 P + 12408
+562° +6142°+ 7%+ P + 22 + 472+ 23972+ 1377° + 7070 + 184 7°
+477" 420721+ 9923 + 2+ 3174 + 1278 + 3697 + 4537/% + 6247° + 57072
. +5947° + 4987
> T3(Z) :=expand T¢ %);
T3(7) :=1+6142* +1817%°+ 5702°° + 3782% + 4537 + P+ 2 A2 + 47 + 127
+72°+7+137% +708°+ 18422 + 2028 + 3122 + 994 + %04 A+ 6 248
+ 12872+ 23871° + 5147+ 3127 + 2020+ 62478 + 60127 + 37730 + 3 %2

(14)

(15

(16)

(17)

(18)

(19)



+897% +567% + 122" + 4 4%+ 2397° + 4328 + 5517° + 369°* + 594
+ 49872 +3002°

> 5413 = expand 5 (((T3(2)%) + (6:(T3(2))-(T3(2)?) + (8-(TH(2)) - (T32))

+(3:(13(2)%) + (6 (T3( f‘)))));

S4 T3 :=1+2z+ 172 + 3121477 + 1550622403082'°° + 6301287800998 (20)
+ 7793509690628 + 458712279527 + 2348296152058 + 4724117551582
+ 770830303103#* + 2420920377727 + 36655007315%° + 93794870375
+ 2497757044183'%% + 5026272539007°° + 217527660783 + 1966934355
+ 4010267620 + 7921540348" + 50501579042 + 1516038120
+ 28111063505 + 20912507° + 939627 + 7686017 + 729004667065&°
+ 7061048862026 + 882066320497 + 3694265689677 + 1835238780538
+ 8712688758682 + 1297485969724 + 576220204196'° + 693400623648
+ 1851809457%° 4+ 41049251842° + 746870615 °+ 707 + 100132 + 36 7
+ 1387 + 3866840616043 ° + 5584126565065 ' + 6385145690072"° + 2617
+ 170472 + 126577786°* + 281969737F* + 140391537° + 2 7 + 288434250°°
+22147548°° + 934629682 + 55069137 + 2732937 + 828522453
+ 11003667234 + 1291609978 + 11850987*% + 831637*° + 4356 7°° + 166 24
+ 4784+ 472+ 12732387% + 1609977° + 34077107° + 5443672 + 46035672
+37827674272° + 3465682121 + 430225424°" + 9 7 + 754992672203%F°
+ 7803214029356 + 7519375814392° + 7005971485555 * + 636644217
+ 11002141658 + 5468753945422> + 4577790450782 + 2872674173438
+ 2151276069645 %% + 1075094178825 % + 716519844425%° + 281869703185 >
+ 166108337266 + 50697647707*° + 26203330757*! + 12935448538
+56062% 4+ 4977 4 309672 + 9197 + 8789806677@° + 20725789894
+ 136125408%° + 668902387327 + 88288457° + 5380163%°> + 5658612903
+ 7994 28 °° 4 197837 + 892989388 17%* + 1254962384524 °
+3272923326399'%° + 36144483028+ 2 + 40399537*° + 7688524521797
+ 6673832362646 + 388294677-° + 886 2> + 1796130456728 + 29461799732
+32511172% + 191835278°° + 177852°° + 60913145352° + 27323674752’

+ 116573282242° + 4722342953 + 181304759° + 65837165 + 225622487
+72795237%° + 220547474t + 6257132*3 + 1657462*° + 4084877 + 93317%°

+ 196871 + 7332317202178 + 7831964252014° + 5896688157356

+ 4131352891288 + 37823+ 65 2°°+ 10 2°7 + 2°° + 190176647659°°
+269287124434%° + 4291652253163 * + 71803234779&° 4 30573594719¢°°
+2031247019834° + 5157445093558 ° + 1048753282517* + 674281424498%°




+5996134419113® + 1483302985527° + 3455619681599 + 476088716874°
+ 114591675124 + 148210808795 + 38304543900%°° + 587021488597
+1252279254458° + 1742820215578 + 3062969620172'*

>



UL

>

>

3. Centered Tree

S4T ,(2) =1
S4T ,:=z—1
S4T,(2) =0
S4T_2:: z—0
T 4,2 =1
T ,=2-1
T ,(2)=0
T_2:: z—0
CO = expand( (1+ 2z ($AT_1(2))) — (L + 24T _,(2)) — ((T-1(2) — (T_»(2))
((Ta(2) = 1))
CO:=z
S4Tq 3 :=1+z4+2+2+7
S4TO=z>1+z+72+2+7
S4T,(2) =1
SAT  =z2—1
TO(2 =14z
TO=z—1+42z
T 4,2 =1
T ,=2-1
C2:= expand((1+ Z: (HAT0(2))) - (1+ z (S4T_1(z))) - ((TO(Z)) - (T_l(z)))
- ((TO(2)) —1));
C2:=2+7+7
C2:=72+7+7
c2=2+7+7

> SATL 1 =1+42+52+477+25172+8P+72+522+27+37+57+22*

+72°4+323+541 4+ A6

SAT1L=751+42+52+7Z +2°+72+82+72+54%+272+32+57/+274%

+72°4+3A3+54 4+ A5

S4Tq 3 :=1+z4+2+2+7
S4TO=z>1+2+Z2+2+7

T2 =1+z+2+2+7
Tli=z—1+z+Z2+2+7

1)

2

3)

(4)

()

(6)

(")

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)



> T0(2 =14z
T0:=z—-1+2 (15)

> C4:= i);;;and((1+z- (HAT1(2)))-(1+ 2 (ATO0(2))) — ((T1(2)) — (TO(2))) - ((T1(2))
 Ca=72'+ 2%+ +72%°+52%+57 12+ 22 +62 +82 +57°+34+2  (16)
> Ca=72"+2+2"+72%45B 457+ 22+ 2P+6P+82+54%2+344+ 7
Ca=72'+2°+2"+72%+522+57+22°+ 2P +6P+82+52%+32+7 (17
>
> S4T2 1:=1+2z+132+ 138277 + 4367 + 18973 + 70° + 2t + 2247 + 6 7*°
+48157° + 21727° + 405673 + 377 + 8052° + 232 + 602 + 927 + 305722
+30272* + 297#? + 50537° + 2 7 + 20317° + 48237 + 8857° + 518477
+ 311071 + 3523723 + 4 2 + 44897* + 26397° + 50737° + 17612° + 360872
+372°4+ 44517 + 158177 + 87 + 121178 + 43 7% + 50774 + 14279 + 42873
+ 20772 + 1378 + 6428° + 22 + 52057% + 40317 + 1217 + 24987° + 10747°
S4T2=7—1+42z+ 158127 + 121178 + 43° + 137° + 6427° + 52057° + 40317 (18)
+1217% +24987° + 21 + 30272 + 352322 + 22 + 4 P+ 87/ + 227" + 6 7°
+20317°° + 48237° + 21727° + 405673 + 8857° + 297 #*? + 50537° + 51847
+ 311072 + 22 + 1382727 + 8052° + 10742°% + 132 + 377 + 232 + 602 + 927
+ 305722 4+ 5972% + 1427° + 42843 + 2074 + 1897 + 4364 + 48157° + 7070

+ 448974 + 26397° + 507372° + 176172% + 360872 + 3 2° + 445171

> SATY 1:=142+52+77+2°+72+8P+72+57%+27+32+57/+27*
+72°432°+571+7°

S4TL=72-142+452+77 +2°+72+82+72+57°+27+32+57+27* (19)

 +7Z2°+3Z2°+5721+7°

> T22 =1+424+42+424224+37+722+32°+ A +42+57+4P+4P+274

| T2i=z51+42+7+42+422+37+72°+372°+ 22142457 +4P + 4P 1270 (20

> TUD =1+z4+42+7Z2+7

11

i Tli=z-142z+72+2+7 (21)
[>
> C6:= expand((1+ z- (AT2(2)))-(1+z (SAT1(2))) — ((T2(2)) — (T1(2)))- ((T2(2))
—-1));
C6:=5971 +7002° + 2031727 + 6 2° + 48237 + 15817° + 70 7% + 22 /8 + 885 /** (22)

+51847° + 44517°% + 1897 4 30277° + 3 2 + 352372* + 403172 + 4377

+ 137 4 24987° + 50537° + 170372° + 359872 + 12117°° + 4367 + 52057°
+507377 + 26117 + 22 4+ 2977 + 642 + 44877° + 1217 + 40517*
+21297° + 48147° + 1306728 + 309272 + 98277 + 26 2° + 196 2% + 2 + 7
+4852°+ 32 +117 + 10942 + 31344

> C6:=597"+7002° + 203177 + 6 2° + 482371 + 158178 + 70 7 + 22 /® + 885 #*°
+ 518478 + 445177 + 1897 + 30277° + 3 21 + 35237% + 403172 + 437




+ 1379 4 24987° + 50537 + 17037° + 35987 + 12117 + 4367 + 52057°
+50737" 4 261171 + 2% + 29772 + 642 + 44877° + 1217° + 405174
+21297° + 48147° + 130672 + 309272 + 982727 + 26 2° + 196 2 + 22 + 7
+48572° + 37 + 112 + 10922 + 3132*

C6:=707°+ 2278+ 88570 + 51847% + 445172 + 158178 + 261171 + 2% + 2977

+ 40517% + 21297° + 48147° + 6427 + 44877° + 121 7° + 137° + 24987°
+50532°° 4 203127 + 6 2° + 482371 + 436 #** 4+ 52057° + 50737 + 2° + 597
+7002° + 98277 +267° + 196 7° + 7 + 4854° + 32 + 117 + 10972 4 3132
+ 130678 + 309272 + 1897 + 30277° + 3 2 + 352372* + 403172 + 4377
+170372° + 35987 + 12117°°

(23)

>

> S4T3 7 :=1+z+ 172 + 31214727 + 1550622403082'°° + 630128780099¢"°

+ 7793509690628 + 4587122795271 + 2348296152058° + 4724117551582"°
+ 770830303103#* + 2420920377727 + 3665500731%2°+ 9379487037%

+ 2497757044183'%% 4+ 5026272539007° + 2175276607831* + 1966934355

+ 4010267620" + 792154034&" + 50501579042 + 1516038120%"'

+ 28111063505 + 20912507 + 939627 + 7686017 + 729004667065@°

+ 7061048862026 + 882066320497°8 + 3694265689677° + 1835238780538-%
+ 871268875868 + 1297485969724%° + 57622020419 1° + 6934006236418

+ 1851809457%%2 4+ 41049251842° + 746870615 3°+ 707 + 100132° + 36 7

+ 1387 + 3866840616043 + 558412656506% ' + 6385145690072"° + 2617

+ 1704722 + 126577786°* + 281969737 + 140391537° + 2 7 + 288434250°°

+ 22147548 + 934629682%° + 55069137 + 2732937 + 8285224573

+ 11003667234 + 12916099738 + 1185098742 + 831632 + 43562°° + 166 2°*

+ 478447 +12732387% + 1609977° + 34077107° + 5443678 + 46035672
+37827674272° + 3465682121 + 430225424°" + 9 7 + 754992672203F°

+ 7803214029356 + 751937581439%° + 700597148555% © + 636644217

+ 11002141658 + 5468753945422> + 4577790450782 + 2872674173438
+ 2151276069645 %%+ 1075094178825 + 716519844425 %° + 2818697031853
+ 16610833726@2° + 506976477071° + 262033307572 + 1293544853¢%3

+ 56062 + 49772° + 309622 + 9197 + 8789806677@° + 20725789894

+ 136125408%"° + 66890238732° + 882884572 + 53801633 + 5658612903
+ 7904 28 A% 1+ 1978378+ 8929893884 + 125496238452 1°

+ 3272923326399'%° + 361444830287 12 + 40399534%° + 768852452179F%

+ 6673832362648 2 + 388294677° + 8867°2 + 179613045628 + 2946179972
+ 3251112 + 1918352787 + 177852° + 6091314535 %° + 27323674752

+ 116573282242° + 4722342953 + 181304759423 + 658371654°° + 22562248437
+ 72795237%% + 22054747t + 6257132 + 1657462%° + 40848747 + 93317%°
+19682°1 + 7332317202176 + 7831964252014° + 5896688157356

+ 4131352891288 + 378722+ 652>°+ 102> + °°+ 19017664765¢°

+ 269287124434%° + 4291652253163 + 7180323477962 + 30573594719¢°



+203124701983#° + 5157445093558'° + 1048753282517 + 674281424498¢°
+ 5996134419118 + 1483302985527° + 3455619681599’ + 476088716874°°
+114591675124>* + 14821080879%° + 383045439008° + 587021488597+
+ 1252279254458° + 1742820215578 + 3062969620172
S4T3=7—1+z+ 478+ 3455619681599> + 1165732822%° + 4131352891288 (24)

+ 3782+ 65 2°° + 5468753945422°° + 129160998 + 1185098742

+ 430225424°" + 63664421778 + 11002141658 + 20725789894

+ 1361254083 + 882884572 + 538016332 + 831632%° + 565861290%**

+ 191835278 + 4577790450782 + 225622487 + 727952323 + 43562
+1667°%+ 19017664765%° + 269287124434%° + 558412656506 '
+6385145690072'° + 3866840616043 > + 29461799772 4 5157445093553 °
+1048753282517* + 388294677° + 2031247019834 + 8789806677@>

+ 6934006236418 + 185180945732 4 2497757044183'°% + 5026272539007°

+ 1978378 + 892989388124 + %0 + 50501579049 + 10 2°" + 93314°

+ 1968721 + 1265777867 + 625713243 + 1657467 + 8820663204978

+ 3694265689677 ° + 82852245 + 27 + 47 + 9 7 + 1516038120%"'

+ 28111063505 + 22054747 + 50697647707 + 26203330757

+ 47223429531 + 18130475943 + 2872674173438 + 2151276069645 % + £°°
+288434250°° + 22147548 + 939627° + 7686017° + 934629682°°
+281969737%"? + 140391537° + 55069137 + 2732937 + 66890238732

+ 3121477 4 716519844425%° + 281869703185 > + 327292332639¢"°

+ 3614448302871° + 7688524521797°% + 6673832362646~ + 65837165->°
+125496238452"° + 100132° + 177852° + 172 + 707 + 36 2 + 1382 + 2617
+ 17047 4+ 56067* + 4977° + 309672 + 9197 + 871268875868

+ 1297485969724'°° + 408487*" + 7803214029356 + 4010267620

+ 1966934355 + 20912507° + 1835238780538'%* + 7061048862026

+ 7290046670658 ° + 1293544853&2° + 217527660783 + 1075094178825 "
+ 1742820215578 + 3062969620172'* + 7519375814392%° + 7005971485555+
+ 754992672203%° + 73323172021 7% + 886 7°° + 1796130456 2% 4 32511174
+383045439002° + 587021488597 + 674281424498F° + 5996134419118

+ 1483302985527° + 7468706153° + 6091314535 % + 27323674752 + 28 2°°
+14821080879%° + 4104925184%° + 1252279254458 + 4291652253163

+ 1550622403082°° + 630128780099 + 7793509690628 + 45871227952% 1
+ 2348296152058 ° + 4724117551582"° + 770830303103#* + 242092037772’
+366550073152° 4 93794870375 + 1100366722>* + 57622020419a"*°

+ 7180323477962 + 305735947199° + 476088716874° + 114591675124



+ 792154034&" + 12732387% + 1609977° + 34077107° + 5443672 + 46035672
+ 37827674279 + 346568212°" + 7831964252014 + 5896688157356
_ +16610833726@ "+ 4039953 *°

> T3(2 :=1+2z+ 18473+ 432727+ 60123 +5514° + 51472° + 31278+ 20° + 6 '
+12821 +2387° + 372 +322 + 8972+ 4/ + 72+ 22+ 9971 + 57074
+5947° + 4537° + 49878 + 23974* + 3697° + 62472 + 70 + 477 + 1374
+562°+3002° +122° + 18172+ 2°+ 378727 + 61472  + 312 + 12 + 77

+207 +702°
T3i=z-142+62 +32°8+7°+ 31222 +897°+202° +372* +56 B + 7+ 27 (25)

+474+127°+1817° +5517° + 6017° + 7° + 2387° + 3787 + 6147
+ 43277 +3002° +36972°+ 72 +207 + 122 + 312 + 472 + 1377% + 23944
+7072° +1847° + 997 + 5147° + 5707% + 594 7° + 4537° + 4987 + 624 72
- +1287°
> C8:= i);[;and( (142 ($4T3(2)))- (L + z ($4T2(2))) — ((T3(2)) — (T2(2)))- ((T3(2))
C8:= 197" + 28807° + 2857132567 + 28108605372° + 2105238771 + 427236430  (26)
+ 7918075515 + 15157355804 + 931197966° + 495214278 + 333284292
+ 4006568986 + 12443164%°° + 37825519072°" + 80992776>* + 522169317°°
+1099887519%" 4 2072303800@"° + 1893987267 + 13151248°° + 268352°
+ 33423173 + 633414853 + 1963248999 + 81209887 + 29803167
+ 996557 4 5049972432%°% + 2815973856 + 135766786&*! + 10325657
+ 5655001946 + 5927907 + 524117° + 17676887° + 1326278 + 1845067
+6337Z2" +47° + 1917 + 7793509690628 + 7005971485555 >
+110036672*° + 166108337266"'° + 718032254708 + 1550622403082
+8316372%" + 770830303103 + 2151276069645 % + 674281424498
+7519375814392° + 1851809457%2° + 28186970318% " + 1297485969724
+ 148330296977%" + 2692871242647 * + 38829467737 + 129160997° 4 93317°°
+ 5157445093535 ' +599613441911%° + 3455619681149 + 7688524521792°
+ 7290046670658 + 7332317202174 + 7061048862026 + 19687°2
+273236747%28 + 6257132* + 305735574429° + 476088521886°*
+ 638514569007 #° + 5584126565058 ° + 1252279228882 + 1165732822
+ 8929893881%° + 41049251842 + 65 7°° + 114590622444°° + 60913145352°
+ 10487532421 7¢° + 386684061582 * + 1835238780538'%° + 6673832362646
+7831964252014%" + 57622020419@" + 2031247014336 + 4291652253063 °
+ 7549926722035 + 190175994547 + 50697647707*° + 125496238452
+ 18130475934 + 716519844425 10 + 5870213522212 + 242091538988°°
+ 383045166313°° + 8789677009@°* + 7803214029356 ° + 6301287800998




+ 217527660783 + 72795237 + 1657462* + 36655007315 + 746870615
+ 29461799732 + 9379487037518 + 2620333075722 + 2872674173438

+ 1028+ 197832%° + 4356 2°1 + 220547474% + 378 7°* + 14820997098 7°°

+ 234829614894 ° + 4131352891288 ° + 5468753945422°° + 408487

+ 129354485384 4 882066320497 %° + 1796130456&*° + 4577790450782°
+3062969619276'% + 361444830287 + 3694265689677 °° + 458712279521
+ 8867+ 5896688157356 + 2256224838 + 166 7°° + 118509844

+ 3251117 + 1075094178825 %8 + 3272923326399° + 2497757044183'%

+ 4 7%+ 4722342952 4 4724117551537 ° + 871268813787 + 658371657>°
+ 174282020611%° + 5026272539007 + Z°° + 28 °" + 66888672946°

+ 40399537*! + 693400623641° + 2% + 12524° + 2 + 62 42 + 5032

> C8:= 1971+ 28804° + 28571325677 + 28108605372°° + 2105238771
+ 42723643078 + 7918075515 + 15157355804 + 93119796670 + 495214278
+ 33328429 + 4006568986 + 124431643 + 37825519072°* + 80992776°*
+ 522169317 + 1099887519%" + 2072303800@"° + 1893987267° + 13151248°°
+ 268352° 4 33423173 + 633414853 + 1963248999 + 81209887°
+ 298031677 + 996557 + 504997243212 + 2815973856 + 1357667868
+ 10325657° + 5655001946 + 5927907 + 524117° + 17676887° + 1326278
+ 18450672 + 633772 + 4 72° + 1917 + 7793509690628 + 700597148555% >
+ 110036672 + 166108337266 1° + 718032254708 + 1550622403082
+ 831632%" + 770830303103F° + 2151276069645 + 674281424498
+ 7519375814392° + 1851809457%%° + 281869703185 " + 1297485969724'%7
+ 1483302969777 + 2692871242647 1 + 38829467737 + 12916099°
+933172°%+ 5157445093535 ' + 599613441911%° + 3455619681149
+ 7688524521792 + 7290046670658 + 733231720217¢° + 7061048862026>
+ 196822+ 273236747528 + 6257132 + 30573557442¢° + 47608852188¢°*
+ 638514569007 F° + 5584126565058 C + 1252279228882° + 11657328224%°
+ 8929893881%° + 41049251842 + 65 7°° + 114590622444° + 60913145352°
+ 10487532421 7¢° + 3866840615827 % + 1835238780538 °° + 6673832362646
+ 7831964252014 + 57622020419@' 1 + 2031247014336 + 4291652253063
+ 754992672203%F* + 190175994547 + 50697647707-%° + 1254962384527
+ 18130475934 + 7165198444250 + 5870213522272 + 242091538988°°
+ 38304516631%° + 8789677009@°* + 7803214029356° + 630128780099¢*
+ 2175276607831 + 72795237 *° + 1657462*° + 366550073152
+ 7468706151 + 294617997423 + 9379487037518 + 2620333075722
+ 2872674173438°% + 10 28 + 197832 + 4356 4°1 + 220547474% + 378 24
+ 148209970987°° + 234829614894%'° + 4131352891288° + 5468753945422°°
+ 408487*8 + 129354485382 + 882066320497 %° + 179613045&°
+ 4577790450782 + 3062969619276 + 3614448302872 + 3694265689677
+ 4587122795272 + 886 >3 + 5896688157356 + 225622488 + 166 7>°




+ 11850982 + 3251112% + 1075094178825 + 3272923326399
+ 2497757044183'°% + 4 7°° + 47223429532 + 4724117551537'°
+ 871268813787 + 65837165°% + 174282020611 % + 5026272539007 + £°
+ 28 7°7 + 66888672946 + 40399534 + 69340062364 1% + %1 + 125274° + 7
+ 6272+ 5032*
C8:= 1835238780538"°° + 1165732822*° + 638514569007 #° + 12935448538 (27)

+ 729004667065&" + 225622488 + 125227922888F° + 27323674758

+ 4587122795272 + 3614448302873 + 5026272539007 + 10 2°°
+17961304562° + 7918075515 + 15157355804 + 931197966
+203124701433&° + 403995374 + 37874 + 4291652253063 + 87896770090
+ 886723+ 495214278 + 33328429 + 427236430 + 28 7° + 3882946747

+ 114590622444°° + 1075094178825 %% + 6673832362648 + 996557

+ 50499724327 + 2815973856 + 5927907 + 524117° + 17676887°

+ 506976477072 + 135766786&" + 10325657° + 5655001946

+ 2072303800G"° + 189398726°° + 13151248*° + 28571325677 + 28108605372°
+ 210523877 + 1963248999 + 81209887° + 29803167 + 66888672946°

+ 197837 + 1813047594 + 11850982*% + 29461799732 + 9379487037518

+ 7549926722035 + 234829614894 ° + 28186970318% 4 + 93312+ 197!
+28807° + 6337727 + 4 2%+ 1913 + 12522° + 2 + 62 2% + 50372

+ 7061048862026 + 1326278 + 18450677 4 733231720217¢ + 1100366722>°
+ 5468753945422°° + 386684061582% % + 57622020419@" ! + 47223429532

+ 41049251847 + 366550073152 + 383045166313F° + 408487
+7831964252014%" + 10487532421 7¢° + 1550622403082'%° + 658371653°

+ 4356721 + 1901759945477 + 700597148555% > + 476088521886*

+ 2175276607831 + 22054747%* + 5870213522272 + 1742820206112 + 65 Z°
+242091538988°% + 166108337266"'° + 831637*” + 4006568986

+ 124431643 + 378255190727 + 80992776>* + 522169317 + 1099887519%"’
+ 674281424498 + 718032254708 + 74687061%>! + 305735574428°
+3251112% + 12916099° + 2692871242647 * + 1297485969724'%7

+ 5584126565058 + 3455619681149 + 1254962384527 + 5996134419117
+ 4577790450782 + 630128780099¢* + 2151276069645 ** + 7803214029356°
+69340062364-1° + 2683577 + 3342317 + 633414853 4 4724117551537 °

+ 727952340 + 2497757044183 %% + 148330296977%" + %! + 6091314535'2°

+ 871268813787 + 6257137** 4+ 5896688157356 + 4 7°° + 18518094573-%

+ 3272923326399 + 3694265689677-%° + 892989388 %° + 4131352891288°

+ 5157445093535 ' + 262033307572 + 770830303103 + 148209970987°°



+ 3062969619276 + 2872674173438 + 7% + 196872 + 166 2> + 1657467
+ 7793509690628 + 716519844425 + 882066320497%° + 7519375814392
+ 768852452179F°

:> C(z) = expand(CO0+ C2+ C4 + C6 + C8);
C(2) := 1835238780538 °° + 11657328220 + z + 638514569007 + 12935448538"**  (28)

+ 729004667065@" + 2256224828 4 125227922888 + 273236747528

+ 458712279527? + 361444830287 1% + 5026272539007 + 1028

+ 17961304562° + 7918075585 + 15157355826 + 931198851
+203124701433&° + 403995374 + 378 7% + 4291652253063 + 8789677009@*
+ 886723+ 49573267 + 333328805°% + 427238011 + 28 7° + 3882946747

+ 114590622444°° + 1075094178825 % + 6673832362646 + 1022667

+ 50499724322 4 2815974153* + 5968417 + 545407° + 17725027°

+ 50697647707 + 2 + 7' + 1357668510 + 10370527° + 565500206 %"

+ 20723038013 + 189401224°° + 131563017° + 285715287 + 28108605385°°
+ 210572108 + 2 7 + 1963249435* + 81261937 + 29853897 + 66888672947°
+ 197837 + 18130475%* + 11850982*3 + 29461799732 + 937948703758

+ 7549926722035 + 234829614894 ° + 2818697031854 + 93317°° + 85 1
+35817° 4+ 732027 +372%° 4+ 3922% + 6 7 + 17392° + 22 + 92 + 202 + 17672
+ 8197 + 7061048862026 + 145687° + 1875987 + 733231720217¢>

+ 110036672 + 5468753945422°° + 386684061582%"* + 576220204196

+ 472234295%% + 4104925184 + 36655007315*! + 383045166313

+ 408487*® + 7831964252014 + 104875324217¢° + 1550622403082

+ 65837165 + 43567°1 + 190175994547 + 7005971485555

+ 476088521886 + 217527660783 1° + 2205474742 + 5870213522212

+ 1742820206112 + 65 72°° + 242091538982°% + 166108337266"'° + 831632
+ 4006569175 + 124434670°° + 37825519075 + 8099629%°* + 522209627>
+ 10998875234 + 674281424498 + 718032254708°° + 7468706153
+305735574429° + 3251117%° + 1291609%°° + 2692871242647

+ 1297485969724 + 5584126565058 ° + 3455619681149 + 1254962384527
+599613441911%° + 4577790450782°8 + 6301287800998 + 2151276069645 %
+ 7803214029356° + 69340062364 1° + 285387 + 3378297° + 633416064°°

+ 4724117551537 ° + 72795237° + 2497757044183 % + 1483302969777 + 7%
+60913145352° + 871268813787* + 6257132 + 5896688157356 ° + 4 7>°
+1851809457%2° + 3272923326399"°* + 36942656896 77-°° + 892989388 7>
+4131352891288° + 5157445093535 ' + 26203330757-%%+ 770830303103 #°

+ 148209970987°° + 3062969619276'> + 2872674173438°2 + 7%° + 196822




+ 16672 + 16574672 + 7793509690628F + 716519844425 °
+ 882066320497-°° + 7519375814392 + 768852452179F°

>



>

>

>

Per hitungan Bicentered Tree

T 4,2 =1
T ,=2-1
TO(2 =142z
TO:=z—>1+7z
a:expand(TO(z) —T_l(z))
a=z
a(z) =1z
a=z—-z
a(Z) == expand 4 2));
a(?) =7
2
Bl(2) :expand( a(2) -;a(zz) )
=7
BlL(2 =7
Bl:=7z—7
T =1+z+7Z+2+7

Tli=z—1+z+Z2+72+7

b=expand(T1(z) — TO(z));
b=A+2+7

b(2 =Z+2+7

b::z—>zz+z3+z4

b(Z) := expand 1§ 2));

b(Z) =F+2+7

b(2)? + b(Z) );

B3(z) = expand( >

B2 =F+2+2P+7+7

B3(2 =7 +2+2P+7+7

B3:=z-7+2+2P+7+7

> TA2 =1424+42422+32 442 +42P+57 +4P+42+32%°+ 21+ A2+ 743
| T2i=zo1+z+7+422+37 +42+4P+57 +4P +42 4370+ 2 + 22+ 2

c=expand(T2(z) — T1(2));

c=2 427 4+42+4P+57 +4FP+42+32%+ 2+ A2+ A3

> c(2 =242 442 +4P+57 +4P+42+372°+ 2 + A2+ A
C=7-2 427 +42+4P+57 +4P+42+32°+2A 1+ A2+ A4

c(Z) = expand ¢ 2);

() =P +2P+42°+47%+52+42%+a28 4321222+ A4+ /A0

1)

(2

3)
(4)

()

(6)

(")

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15

(16)

(17)



c(2°+c(?) ).
2 1
B5(2 =27 +552%+5372°+402% +2372° +102% + 372 + 2% + 4577 + 297° (18)
| +537°+122 423794302 +422%+472° + 147+ 528+ PP+ P+ 7P
> B5(2 =27 +552%+532%+ 4028+ 2372+ 1042+ 32+ 2% + 4577 + 294°
+5324°4122+232°+ 302  + 4242+ a7+ 14 A + 5 B2+ PP+ P+ 78
B5:=2-27 +552%+532°+ 4048+ 237°+ 1072 + 374 + 7 + 457" + 29 4° (19)
| +537°+122 423794302 +422%+472° + 147+ 528+ PP+ P+ 7P
> T3(2 :==1+2z+1847°+43272" +6017° +55172° + 5147° + 312728 + 207° + 6 7/
+12871 +2387°+ 372 +328+ 8922+ 4 + 2+ 22 + 994 + 5707
+5947° + 4537° + 49878 + 239724 4+ 36924% + 62472 + 70 + 472 + 13772
+5623+3002° +127°+1817° + 2%+ 37872" + 61421 + 31 P+ 12 + 77
+207 +702°
T3:i=z-1+42+47 422 + 7 +4537° 4+ 4987° + 23974 4+ 56 2% + 3004° + 12 7° (20)

+1817°+ 37877 + 6147 + 70+ 72 + 43277 + 60173 + 55172° + 5147°
+31272%+202° + 62" + 12821 +2387° + 372 + 378 + 89 7% + 13747
+18472° +72+122+207 + 312+ 472 + 702° + 992! + 3697° + 62472
. +5707%+5947°
> d=expand(T3(2) — T2(2));
d=7"+32+157 + 2392+ 3697° + 498 7° + 504 7° + 624 7% + 570" + 453 7° (21)
+562°+1272°+1817°+ 37877 + 0+ 7+ 312728 + 20 + 6 27 + 1287
+2387° + 372 + 3% + 8972 + 43277 +5517° + 3002° + 437 + 677° + 977
+13672 + 18323 + 61471 + 60172 + 5147° + 82 + 277
> d(z) =7 +32 +157 4 2397* + 3692° + 49878 + 594 7° + 624 7% + 5707*
+4537°+562° +127% +1817°+ 37872  + 0+ 2 + 31228 + 207 + 6 77
+12871 +2387° + 372 + 3% + 897 + 43227 + 5517° + 3002° + 437

+672°+9771 +1367% +1832° + 614721 + 6012° + 51472 + 8P + 277
d:=z—7 4 4537° + 4987® + 2397* + 56 7** + 3007° + 12 7° + 18170 + 3787’ (22)

+ 61471+ 0+ 2+ 43277 + 60173 +5517° + 5147° + 31272% + 202° + 6 27
+12821 +2387° + 3772+ 322 + 897+ 1367% + 1834° + 327+ 82 + 157
 +2712+4327+672%+ 977" +3697° + 62477 + 5707 + 594 7°
> d(Z) =expand 4 9);
d(7) :=4532% + 1272 +1817°+ 3782 + 6147 + ° + 56 £° + 1574 + 27 7° (23)
+4372% +677°+ 9772+ 1367% + 1837° + 4987°° + 3007 + 5940 + 23978
+4327* + 5517 + 36972 + 78 + 6017 + 5147° + 378 + 892 + 370 + 3127°°
+674+1287% +23827° +207° + 624 + 570 +32° + 842+ #

d(2)° + d(2) )
2

> B5(z) = expand(

> B7(z) = expand(




B7(2 =9275892° + 4547 + 1364387 + 6485297 + 18420187% + 7° + 128167°

+ 5322 + 19867 + 608678 + 160477° + 3743372 + 786547 + 1506687°

+ 18611177 + 18052317 + 163315277 + 1375925*° + 1791679 + 84777
+2257% +507° + 97" + 7% + 7828797% + 12126867°° + 4321907°° + 2018607
+17141447° + 16119197 + 26534072 + 10659977 + 13557962°" + 5362322
+3417147° + 9216632* + 14911207°° + 6538832°2 + 10775992 + 78289271
+5263402°° + 3265562 + 18638520 + 35337 + 100217° + 10477° + 478

+ 17325757 4 12293102° 4 4752728 + 31085 + 24 7/° + 4190602°° + 1147
+ 6825227 4 2495112°° + 15662'° + 18492267 + 1512942/*% + 37 + 14 7°

+ 3971 + 10872 + 24473 + 248127 + 548667° + 1099767° + 7 + 9749771

+ 465412°% + 201697° + 787877 + 27497F°

> B7(2 = 92758972 + 4547 + 1364387° + 6485297* + 1842018/ + 7° + 12816

+ 5327 + 19862° + 6086 2% + 160477° + 3743372 + 786547* + 1506687°

+ 18611177 + 18052317 + 163315247 + 13759257*° + 1791679/ + 84771
+22572 +507° + 977 + 7% + 7828797 + 12126867°° + 4321907°° + 2018607
+17141447° + 16119197°° + 26534072 + 10659977° + 13557967 + 5362327
+3417147° + 9216632% + 14911207% + 65388322 + 10775992 + 78289273
+5263402° + 3265562 + 1863852° + 35337 + 100217° + 10472° + 4 7/®

+ 1732575 + 12293107° + 4752728 + 31085°% + 24 7/° + 4190602°° + 11474
+ 6825222 + 24951127° + 156620 + 18492267 + 1512942/° + 37 + 14 7°

+ 39721+ 10872 + 24473 + 248127 + 5486672 + 1099767 + 7 + 974977

+ 4654172 + 201692° + 78782 + 27497°

B7:= z—465412° + 1791679/ + 18611177 + 27497° + 3265562 + 12293102°°

+4190602° + 47522% + 24 7° + 1842018/** + 4547> + 1364387° + 507>

+ 10775992 + 18052317%° + 5263402° + ° + 4 78 + 1506687° + 60867'°

+ 53272 + 7828797 + 10477° + 12126862°° + 4321902°° 4 2018607 + 2481277
+ 1147 + 6825222 + 1375925° + 7828927°° + 7/° + 201697 + 24951128
+17141447° + 1611919°° + 353377 + 548667 + 100217 + 1099767°

+ 2653407° + 10659972 + 13557962° + 5362322 + 3417147° + 9216632*

+ 149112078 + 65388372 + 108722 + 24472 + 2+ 37 + 14 2% + 3921 + 78787
+ 8477 + 310852°% + 22573 + 19867° + 374337% + 786547 + 160477°
+15662'° + 16331527 + 1863852° 4+ 974972 + 6485297°* + 1732575°
+15129427*® 4+ 92758972 + 9 7'7 + 18492267** + 128167°

> T4(2 =1+ z+ 2?1+ 13447° + 1210427 + 23180173 + 3388372° + 5672067

+ 200053622 + 260882447°° + 49418998°" + 6407683 + 29805547

+ 18657905 + 6695145178 + 924683022 + 4 7' + 16047212 + 758 213 + 154 A1°
+ 62721+ 10418+ 4 1%+ 19737552927 + 1463215476&"° + 156284730

+ 260865858* + 639939517 + 940236752 + 1784589063 + 230440073%°°

(24)

(25)



+337100134%° + 3816383212°" + 427697173 + 4229607116°’
+ 359915525% * + 3092740855 + 7 + 331715843 + 4277663720
+ 202984042 + 3356383912’ + 3606730433%° + 203892897%*
+109250394”° + 1030602778 + 413216966 %°° + 2 7 + 4157 + 3645557%
+ 557067° + 8727277° + 20354728 + 23657* + 71062° + 145729742
+ 119063149 + 72+ 27 217 + 1323523938 + 3994067586°° + 284889277’
+ 2532213546&"° + 5520465355 + 1584767%° + 3353211 + 39922778°°
+ 26171340887 + 8085477°% + 338 21 + 12677964°° + 1217 + 74977
+ 1320452672 + 41297° + 36095102°° + 439328770 + 89755449%°° + 13285457’
+ 906287 + 637 + 16 2 + 34691357° + 417359802 + 2558478 + 8 2 + 337
+ 22579 + 148315264°° + 79298004 + 5669519672 + 276753672+
+18885015°° + 83728002 + 54356262°° + 21743957%° + 13387907
+ 47933929 + 2782804% + 882047°¢ + 481267°" + 133482° + 674471°
+ 8481817685 + 688882553°° + 436439448 + 340324807°° + 1984313938
+ 1235964517 + 17102049822 + 519559381*° + 1121537006”°
+ 2576241555°° + 381387814&'° + 2815570112’ + 3993437445°2
+ 31160548328 + 4134086103°8 + 2249523074'° + 4227813312
+ 779843029 + 1545167948
Td:=7—1 +z+ 4132169662 + 156284730 + 26086585&" + 3994067586°° (26)

+ 2848892771 + 674471+ 8481817682 + 688882553° + 808547722
+21743957%° + 882047 + 481267 + 4 7 + 2 2 + 112153700&°

+ 2576241555°° + 4134086102 + 2249523074'° + 7 + 202984042

+ 1984313938 + 13387907 + 4793397 % + 3356383912% + 360673043%°

+ 2532213546 ° + 132352393&°* + 417359802 + 230440073%° + 2777
+34691352° + 1235964517 + 17102049828 + 8727277° + 203547 + 23657
+ 1320452672 + 41297"° + 360951027°° + 439328770 + 13285457 + 906287

+ 2815570112 + 3993437445°% + 1547 + 62 71° + 940236752

+ 178458906 + 1463215476 ° + 4276971739°° + 3116054832°° + 160472
+39922778°° + 261713408% + 109250394°° + 1030602778 + 758 213

+ 1190631490 + 89755449%° + 1210477 + 23180173 + 338837° + 5672067°

+ 200053672 + 260882447°° + 49418998°" + 64076837 + 29805547

+ 18657905 + 669514517°° + 92468307 + 74972 + 134472 + 82 + 162 + 337
+ 632 +1217 +2257° + 4157 + 4229607116°" + 359915525%' + 7%

+ 4227813312°* + 79298004 + 3092740855 + 255847 4 1888501%°°

+ 1334879 + 3387 + 12677964°° + 7%° + 71062° + 14572972 + 3645557*
+557067° + 10 218 + 552046535 + 1584767%° + 148315264 + 83728002

+ 543562627 + 436439448 + 340324807 + 566951967° + 276753672

+ 3813878148 '° + 63993951 7" + 337100134%° + 3816383212°*



+ 2038928979 + 519559381 + 779843029 + 1545167948 + 4 7°
+ 1973755292 + 331715843 + 4277663720°° + 3353211 + 2782807
:> e:= expand(T4(z) — T3(2));
e:= 15451679482 + 33563839122 + 360673043F° + 203892897%°* + 202984042  (27)
+ 1235964517 + 255847%8 1 18885015°° + 1334872 + 338 414 + 12677964°°
+72° 4+ 1078 + 5520465357 + 1584767%° + 148315264°° + 83728007
+ 54356262°° + 436439448 + 340324807°° + 566951967 + 276753672 + 4 Z1°
+ 3353721 + 27828074% + 4277663720° + 2 + 137 + 212674 + 67372°
+ 1985678 + 551127° + 14510572 + 3639857 + 8722747° + 260865858*
+ 417359802" + 639939517 + 940236752 + 156284730 + 3599155257
+ 3092740855 > + 2532213546 ° + 1973755292 ' + 1463215476&'° + 132044703
+360950907°° + 43931062°° + 13281677 + 119063148 + 89755448°°
+ 200022472 + 260882247 + 49418992 + 64075557° + 29803167
+ 18657868°" + 66951448°8 + 92467417°% + 1323523938 + 1784589063
+2304400735° + 2848892771 + 337100134%° + 116727 + 333322°
+ 674471°+ 38297"° + 17102049828 + 519559381 + 1121537006°°
+ 4134086108 + 4227813312°* + 2249523074'° + 2576241555°°
+ 28155701124 + 39934374452 + 311605483%°° + 381387814&°
+331715843* + 779843029 + 747 + 15570 + 316 2! + 6127 + 116023
+ 9001471 4 23120073 + 5666927 + 4 2 + 32 7 + 109250394°° + 1030602778
+ 758213+ %1+ 792980047 + 3816383212° + 4132169661 + 427697173
+ 422960711687 + 3994067586°° + 80854729 + 21743957 %° + 882047
+ 1984313938 + 13387907 + 4793397 % + 481267°" + 8481817682
+ 6888825537 + 27 21 + 154 21° + 62 1% + 16042412 + 39922778
+261713408"" + 34691352°
> e(2 = 154516794&% + 33563839122 + 360673043%° + 203892897
+ 202984042* + 1235964517 + 255847%% + 18885015°° + 133487%° + 338714
+ 12677964 + 7%°+ 10 18+ 552046535* + 1584767 % + 148315264
+ 83728007 + 54356262°C + 4364394487° + 340324807°° + 566951962
+ 276753672 + 4 219+ 3353211 + 2782807%* + 4277663720°° + 2 + 137
+ 21267 + 67372° + 198567 + 551127° + 14510572 + 3639857 + 8722747°
+ 26086585&" + 417359802" + 639939517 + 940236752 + 156284730
+ 3599155257 + 30927408552 + 2532213546"° + 1973755292
+ 1463215476° + 1320447072 + 360950907 + 43931067 + 13281677’
+ 119063148 + 89755448 + 200022472 + 260882247°° + 49418992’
+ 64075552°" + 29803167° + 186578685 + 66951448°° + 92467417*

+ 1323523938 + 1784589063°° + 2304400735°° + 2848892771’
+3371001341%° + 11672727 + 333322° + 674471° + 38297° + 17102049828




+ 519559381 + 1121537006 + 4134086103 + 4227813312
+ 2249523074'° + 2576241555°° + 2815570112 + 3993437445°2
+ 31160548322 + 381387814&'° + 331715843* + 779843029 + 747 + 1557°
+ 31621+ 612242 4+ 116023 + 900147 + 23120073 + 5666927° + 4 F + 327
+ 109250394 + 10306027781 + 758 213+ 2?1 4 79298004 + 38163832121
+413216966%°° + 4276971739°° + 4229607116°7 + 3994067586°° + 80854772
+ 21743957 + 882047 + 19843139378 + 13387902 + 4793397 + 4812677
+ 8481817687 + 688882553 + 27 21" + 1547 + 62 A1+ 1604712
+ 399227782 + 261713408° + 3469135°°
e:= 74132169662 + 156284730 + 260865858 + 3994067586°° (28)

+ 2848892771 + 674471+ 848181768 + 688882553° + 808547722
+ 21743957%° + 882047 + 481267°7 + 1121537006”° + 2576241555°°
+ 4134086102 + 2249523074° + 202984042/** + 198431393 + 13387907
+ 47933979 + 33563839122 + 360673043 + 2532213546 ° + 1323523938
+ 417359802"° + 2304400735 + 27 2" + 34691352° + 1235964517
+ 17102049828 + 8722747° + 1985678 + 21267* + 132044707> + 38297
+360950907°° + 439310620 + 13281677 + 900147 + 2815570112
+3993437445°% + 1547 + 62 7% + 940236752 + 178458906%°
+ 1463215476"° + 4276971739°° + 31160548322 + 1604712 + 39922778°°
+261713408°" + 1092503947 + 1030602778>" + 758 213 + 119063148
+89755448°° + 116727 + 2312007° + 333327 + 5666927 + 200022472
+ 260882247 + 49418992°" + 64075557 + 29803167° + 18657868
+ 6695144878 + 924674172 + 61272 + 116022 + 2+ 42 + 137 + 322 + 747
+1557°% + 316 2 + 4229607116°" + 3599155257 + 721 + 4227813312°*
+ 79298004 4 3092740855 + 255847 + 18885015%°° + 133487 + 338 41
+12677964°° + 70+ 67372° + 1451057° + 3639857 + 551127° + 1078
+ 552046535°* + 158476722 + 148315264 + 83728002 + 54356262°°
+ 436439448°° + 340324807°° + 5669519622 + 276753672 + 381387814&°
+ 639939517 + 337100134%° + 3816383212°* + 203892897%°* + 51955938 1*°
+ 7798430298 + 154516794&°% + 4 719+ 19737552927 + 331715843*

| +4277663720°° + 33537+ 2782802

> e( f) .= expand € 2);

e( 7) = 8722742 + 360950902 + 43931067° + 13281672 + 900147 (29)
+119063148°° + 2038928979 % + 2848892771714 + 77984302%°°
+360673043%2°+ 33710013478 + 202984042°* + 940236752° + 260865858°°
+ 5195593812 + 6399395172 + 1545167948 %% + 13204470°° + 1374 + 32 4°
+ 7478 4+ 1557° + 316 72 + 61272% + 11607° + 198567°° + 382970 + 55112/




+21267° + 116722 + 333322 + 673722 + 21743957 + 8085477%
+ 688882553 + 848181768%* + 67447%° 4 3994067586° + 413216966 172°
+ 2304400735 1%+ 4134086103 + 481267 + 8820472 + 22495230742
+ 198431393 "° + 2532213546"°° + 3356383912 + 4793397 + 13387907%°
+ 897554488 + 2312007° + 123596451 7°° + 5666927° + 3469135778 + 27 734
+ 18657868°8 + 9246741°* + 6695144&'° + 20002247°° + 49418992/
+ 640755582 + 29803162°° 4 26088224'° + 1710204982-°° + 1451057+
+ 3639857 + 1547°0 + 3993437445%* + 281557011248 + 14632154768
+ 62732 4 75872%° + 103060277&-% + 109250394%° + 2617134084
+ 3992277880 + 16047%* + 42769717320 + 70 + 4 7% + 359915525742
+4229607116">* + 188850157°° + 255847° + 3092740855 + 792980047%2
+ 4227813312428 + 7% + 740+ 126779647%% + 338 7?8 + 13348718 + 10 7%°
+ 3403248077 "% + 436439448 ° + 54356262°° + 83728002 + 1483152647
+1584767° + 552046535%® + 3813878148° + 27675367/ + 566951967
+ 38163832124%% + 2782807 + 3353722 + 42776637202 + 1973755292
+ 4 738+ 417359802° + 1323523938%% + 1121537006°° + 178458906%°°
+ 3317158438 + 156284730°% + 311605483%1° + 25762415552

2+ e(2) j
5 ;
BI(2 =6259766093074°% + 11218727666347244° + 163851650222094° (30)

+ 1466494288576 + 6052185154 %" + 122124274835266424°

+ 35330881695812604262°8 + 4288208504642376744°

+ 40007020305181992148>° + 68611757486299828422*
+5209111639231253402° + 109266965870413061925°°

+ 95667291198054236905'8 + 354644565711562968"

+ 235517559824632918A% + 1192796043356977508° + 6293937731010737848"
+ 7563968511710575928° + 456845867480256248° + 585377814640481248°

+ 2316658326801026264% + 351124815813546188%"
+102526323776317138551'° + 50464167188192380862"

+ 20351506551108494498>* + 1495315366285548° + 2937* + 24267-°

+ 1545178 + 8247170 + 38721572 + 16470907 + 64715897° + 9924747157F"
+ 261206754814" + 668746750382 + 166741982053&"° + 36633463637*

+ 8126648571775978  + 15404679150040008° + 28583484598833068°
+51918345433630698 ' + 92317458390481418° + 489955876 + 2640881355°°
+ 827546890 + 125051457 + 22005251575 + 13114567678 + 238036717°
+ 1520750150 + 4544586619 + 151417368°" + 446734807° + 867482574

> B9(2) :expand( e(2)




+ 7752686678 + 27387283%% + 4052744456937 + 9610001749657

+ 22246449470388° + 5030441155660 + 111163848096835° + 62597

+ 363047"° 4 3081013664990Z%° + 4139374466508 + 3623209434694439282°°
+ 5526686808554640632°%* + 2485141577%° + 1304351309293854049Q7°°

+ 1423297217272202865553° + 450554276978209903%5'° + 867 2°
+127903294647190921685° + 138126495292282575357°

+ 145831932831802347262 + 15050610852243021315#°
+1518181912470833421858° + 149658288532895366750°°

+ 14415201953079799358%°° + 135648789919672855248°

+ 124685225465809297895*° + 111929061622453355624

+ 140245293965228377623°° + 13427869537 + 4608872306912

+ 40161914305284347955°> + 290385246997052170°
+51132854732595714072°° + 91033741939681889905* + 1431058075044

+ 11511040982207%% + 69415595224499848° + 419361698564™°
+118730783187269874%7°° + 2607706962128° + 7945667787527Z- % + 271073*
+2991102737695408° + 7314648679619028" + 38625495669772448°

+ 3355009436335@° + 21039828139493988* + 350052397186492°

+ 7499322112076&° + 5855339764547344° + 2298024597897922151°°

+ 161579010049 + 1059406263666 + 1029017°° + 133291828844669960662*
+ 635080154795567795%1*C + 16732437408996135876°° + 1748072

+ 28197237%° + 8208092417968004870°* + 86625714284168324%°
+508922362353834839"% + 11259302961268167°° + 1332302172

+ 151594755082041782353°° + Z° + 4 7 + 2342 + 8473

+ 105106743843534630925" + 147306540559076831040°* + 1810797

+ 8071697° + 32938417° + 2468848990215948 *° + 37329391 7471°

+ 76965858960456828127*° + 45246136103935346°2

+ 148573439177581231505%° + 7** + 83958610709087394595™
+7012772337817520646&7" + 57161377296833146597*°

+ 454577762948690630 70 + 35261896505277186645

+ 26674091058203194482>° + 196720412659143532343°"

+ 14140637215389648340°° + 9904361376101393904°*

+ 6757624090947532458% + 448990634645396871A4°°

+ 2904122867945442008°7 + 1828009746078399895°°
+1119363836440124348"* + 666542976815041518" + 385811161691435988"°
+216983527512270656' ' + 118519222124450910° + 62842536392391666°+

+ 32329679040906886°% + 16128634513507954°° + 7798168301584468°7



+3651907337331968%° + 1655365283628177° + 725787325438988%
+307566189503758 ° + 125872046758204" + 981116524230579917 2
+ 57+ 1100725113018228% + 558544728 4 98818323048
+ 49705275723434° + 1892124348454 + 693633092981
+ 2446052253230 + 828781385109 + 269457099897 + 83945933616
+ 2502041025912 + 712239230271° + 1932667815 + 49881483671°
+ 122145335721 + 28292810723 + 617689872° + 1265340727 + 2417947%°
+ 42767731 + 692873 + 10107%° + 12973 + 14 73+ 741 + 3797%¢
+ 866816904792572464 7% + 14354277768978217247° + 197628373837568 °°
+ 474508171807352%* + 160955818340625726 ' + 15121791130%°
+2311974888165277755°° + 118486172592640240165'° + 5358053319200585°°
+ 22923644330229818%* + 122044426058716919147> + 475053764177
+ 5921193077 4 1511698985430147525%2°? 4+ 307658295183531204 78>
+ 47 7% + 1496173030067310648° + 160698562225651504"
+ 622749334875731010&4" + 1158026079012318803%%*
+ 1866727874076121358" + 240160649247968 + 507410177334302°
+ 104869164869444F° + 2120595572870712 + 4196242641200578°
+ 14951662121610445127°% + 10749768497535425365"°
+271077989721940127 7% + 945879367653498908°
+12712051498193762558"1 + 17491115844574175706>
+3103172250592197737%°" + 210336181932527698° + 273846930224260828°
+ 887725350510229797Q7" + 75178057414191070313"
+81919278330751560995'° + 562134129969749857624
| +2859715541236212468° + 74609133784159710F ' + 9041549185056014184°
> B9(2 = 6259766093074 + 11218727666347244° + 163851650222094°
+ 1466494288576 + 6052185154%* + 122124274835266428°
+ 35330881695812604262°8 + 42882085046423767442°
+ 40007020305181992148° + 6861175748629982842™
+5209111639231253402° + 109266965870413061926°°
+ 95667291198054236905'8 + 354644565711562968"
+ 23551755982463291824% + 1192796043356977508°
+ 6293937731010737848 + 7563968511710575928° + 456845867480256245°
+ 585377814640481248° + 2316658326801026264% + 3511248158135461887
+102526323776317138551™° + 50464167188192380862M
+ 20351506551108494498>* + 1495315366285548° + 2937 + 24267'°
+ 154517 4 824717° + 38721572 + 16470907* + 64715897° + 99247471573

+ 261206754814 + 668746750382"" + 166741982053¢"° + 36633463637
+ 8126648571775978 " + 15404679150040008° + 28583484598833068°




+51918345433630698' + 92317458390481418° + 4899558767

+ 2640881355°° + 8275468%°° 4 12505145 + 22005251575

+ 13114567678 + 2380367172 + 1520750150°° + 454458661%°"

+ 151417368 + 446734807° + 867482574°* + 7752686678 + 2738728392
+ 4052744456937 + 9610001749657 + 22246449470388°

+ 50304411556602 + 111163848096835"° + 62597 + 363047°

+ 3081013664990 + 4139374466508 + 3623209434694439282°%°

+ 5526686808554640632°¢ + 24851415772° + 1304351309293854049G7°°

+ 1423297217272202865%3° + 450554276978209903%5° + 8672

+ 127903294647190921685° + 138126495292282575357°

+ 145831932831802347262% ' + 15050610852243021315#°
+151818191247083342188°1 + 149658288532895366750°°

+ 14415201953079799358%°° + 135648789919672855245°"

+ 124685225465809297895*° + 111929061622453355624*

+ 140245293965228377623°° + 134278695374 + 4608872306912

+ 401619143052843479552 + 290385246997052170°
+5113285473259571407°° + 91033741939681889905* + 1431058075044°%°
+ 1151104098220%% + 69415595224499848° + 419361698564"°

+ 118730783187269874%°° + 2607706962128 + 79456677875277-%8

+ 271023* + 2991102737695408° + 7314648679619028" + 38625495669772448°
+ 33550094363358°° + 21039828139493988" + 350052397186492°

+ 74993221120769° + 5855339764547344° + 22980245978979221512°°

+ 161579010049 + 105940626366 + 1029017>°

+ 133291828844669960662* + 63508015479556779532°

+ 16732437408996135876°° + 1748072 + 281972372°

+ 8208092417968004870° + 86625714284168324%° + 508922362353834838"*
+ 11259302961268167°° + 133230217%* + 1515947550820417823%3 ° + 7°

+ 471+ 2372+ 8473 + 105106743843534630925"

+ 147306540559076831045°* + 1810797 + 8071697° + 32938417°

+ 2468848990215948 ° + 3732939174/1° + 76965858960456828127*°

+ 45246136103935346°2 4+ 1485734391775812315a5°8 + 742

+ 83958610709087394596° + 70127723378175206467"

+ 57161377296833146597"° + 454577762948690630 7"

+ 35261896505277186645 ° + 26674091058203194482°

+ 196720412659143532323" + 14140637215389648340°°
+9904361376101393904°% + 6757624090947532458°3

+ 448990634645396874%° + 2904122867945442008°7

+ 1828009746078399895°%° + 1119363836440124348* + 666542976815041518"°
+385811161691435988"° + 216983527512270656 ' + 118519222124450910"°
+ 62842536392391666°" + 32329679040906886°° + 16128634513507954°°

+ 7798168301584468°" + 3651907337331968°° + 1655365283628177°*

+ 725787325438988 %% + 307566189503758 °° + 125872046758204°7



+9811165242305799177° + 5 7% + 1100725113018228% + 55854472

+ 988183230718 + 49705275723434'%° + 18921243484548°1 + 693633092981

+ 2446052253236%° + 828781385109°° + 269457099897%° + 839459336167

+ 2502041025912 + 712239230271° + 1932667815 + 4988148367 1°

+ 122145335721 + 28292810723 + 617689877 + 1265340727 + 2417947%°

+ 42767731 + 6928733 + 10102 + 1297237 + 14 739+ A4 + 379 7%°

+ 866816904792572464 "2 + 1435427776897821724° + 197628373837568 °°

+ 474508171807352%* + 160955818340625726 ' + 15121791130F*°

+2311974888165277758% + 118486172592640240165'° + 5358053319200588°°

+ 22923644330229815%* + 122044426058716919147°> + 475053764177

+ 59211930722 + 151169898543014752592°% + 30765829518353120478>*

+ 47 7% + 1496173030067310648° + 160698562225651504"

+ 622749334875731010&4" + 1158026079012318803%%*

+ 1866727874076121358" + 2401606492479628 + 507410177334302°

+ 104869164869444£° + 212059557287071F + 4196242641200578°

+ 1495166212161044512°2 + 10749768497535425365°°

+ 2710779897219401277°° + 945879367653498908°

+12712051498193762558° + 17491115844574175765°3

+310317225059219773%"" + 2103361819325276982 + 273846930224260828°

+ 887725350510229797Q7" + 75178057414191070313™

+81919278330751560995'° + 562134129969749857642

+ 2859715541236212468° + 746091337841597107 + 9041549185056014184°
B9:=z—725787325438988 > + 507410177334302° + 36633463637 (31)

+ 99247471573 + 4988148367° + 1748073 + 4196242641200578°

+ 5030441155660 + 450554276978209903%5'° + 210336181932527698°

+ 273846930224260828° + 14951662121610445121°

+ 10749768497535425366°° + 27107798972194012775°°
+310317225059219773%°" + 2607706962128 + 3355009436335@°

+ 2991102737695408° + 38625495669772446° + 60521851541

+ 32329679040906886°% + 16128634513507954%° + 945879367653498908°
+12712051498193762550° + 17491115844574175706°° + 112187276663472442
+ 163851650222094° + 28583484598833068° + 4052744456932

+ 12214533521 + 2829281077 + 13427869537 % + 460887230622

+ 15116989854301475259%°* + 307658295183531204 78>

+ 105106743843534630925" + 261206754814" + 22246449470388°

+ 88772535051022979707 " + 67576240909475324508°°
+9041549185056014184° + 74! + 122124274835266428°

+ 69415595224499848° + 44899063464539687 4% + 2904122867945442008°"
+ 133230217%* + 86625714284168324%° + 866816904792572464 "%+ 64715897°



+ 154517 + 2937 + 4899558767 + 8677 + 2640881355 + 8275468%°

+ 125051457 + 1810797 + 692873 + 10102%° + 1435427776897821724"°
+197628373837568 %° + 47 738 + 290385246997052170"°
+5113285473259571407°° + 149658288532895366 750

+ 14415201953079799358%°° + 129737 4 2311974888165277755°°

+ 635080154795567795%1'C + 16732437408996135875°°

+ 35261896505277186645°° + 26674091058203194482° + 59211930422

+ 2468848990215948 °° + 373293917471° + 307566189503758 °°

+ 125872046758204"" + 1828009746078399895°° + 21039828139493988*

+ 3500523971864922 + 75178057414191070313"° + 81919278330751560993"°
+ 166741982053 + 9610001749652 + 92317458390481418°

+ 124685225465809297893°° + 1119290616224533556 24+

+ 140245293965228377623°° + 104869164869444£F° + 7499322112076&°

+ 562134129969749857621% + 508922362353834838 % + 11259302961268167°°
+30810136649902°%° 4+ 981116524230579917 7 + 40161914305284347955>
+ 13329182884466996066%* + 45457776294869063070°
+2859715541236212468° + 746091337841597107 + 1496173030067310642°
+ 160698562225651504" + 62274933487573101064% + 160955818340625726"°
+15121791130%*° + 1304351309293854049@7°8 + 1423297217272202865537°
+ 22005251575 4 131145676 78° + 625977 + 8071697° + 363042"°

+ 32938417° + 238036717° + 1520750150 + 4544586619 + 151417368

+ 446734807° + 867482574°* + 775268667 + 27387283%°%

+ 83958610709087394595" + 3623209434694439282°°

+ 5526686808554640632°* + 22923644330229815%4 + 2342 +847° + 20 + 4
+385811161691435988"° + 98818323078 + 49705275723434"%°
+11848617259264024016%'° + 5358053319200588 %8 + 250204102593

+ 127903294647190921685"° + 828781385109 + 1029017>°
+118730783187269874%7°° + 7945667787527Z- % + 271073*

+ 2120595572870717" + 8126648571775978 + 5 7*°+ 1100725113018228
+7798168301584468°" + 3651907337331968%° + 1655365283628177

+ 474508171807352°* + 1158026079012318803%%*

+ 138126495292282575357° + 71223923027 ° + 1932667815’
+1119363836440124348™* + 666542976815041518"°
+91033741939681889905 ™ + 1431058075044°°° + 1151104098220%%°

+ 62842536392391668°" + 151594755082041782353°C + 73146486796190%"
+1866727874076121358" + 15404679150040008° + 122044426058716919147°



+ 475053764177 + 14140637215389648345°° + 9904361376101393904°%
+ 269457099897 + 8394593361671 + 126534072 + 2417947%°
+ 35330881695812604262°° + 4288208504642376744° + 14 73 + 3797°°
+ 40007020305181992148°° + 6861175748629982842™
+5209111639231253402° + 151818191247083342188™
+ 109266965870413061926°° + 135648789919672855248° + 693633092981
+ 2446052253236 + 281972372° + 8208092417968004870°2
+70127723378175206467" + 57161377296833146597*° + 1892124348454% %%
+ 24267'° + 3872157% + 16470907 + 824717° + 61768987%°
+ 145831932831802347262 ' + 15050610852243021315#° + 558544728
+ 95667291198054236905'8 + 354644565711562968"
+ 235517559824632918A% + 1192796043356977508° + 6293937731010737848"
+ 7563968511710575928° + 456845867480256248° + 585377814640481248°
+ 2316658326801026264 + 3511248158135461887* + 5855339764547344 °
+ 668746750382"" + 111163848096835"° + 240160649247963*
+ 1466494288576 + 419361698564"° + 1059406263666 + 6259766093074
+102526323776317138554'° + 51918345433630698 ' + 16157901004¢™
+ 1495315366285548° + 50464167188192380862 + 20351506551108494498>*
+ 4139374466508 + 2298024597897922157°° + 76965858960456828127*°
+19672041265914353235°" + 216983527512270656 ' + 118519222124450910°
+ 4276773 + 7% + 2485141577%° + 147306540559076831040™*
+ 45246136103935346°% 4 1485734391775812315a5°

"> B(2) = (B1(2) + B3(2) + B5(2) + B7(2) + B9(2)):

B(2) := 6259767020662 + 11218727666347698° + 163851650358532° (32)

+ 14664943534298* + 6052369355@* + 122124274835266424°
+ 35330881695812604262°° + 4288208504642376744°
+40007020305181992148™° + 6861175748629982842*
+5209111639231253402° + 109266965870413061925°°
+ 95667291198054236905'8 + 354644565711562968"
+ 2355175598246329187A% + 1192796043356977508° + 6293937731010737848"
+ 7563968511710575928° + 456845867480256248° + 585377814640481248°
+ 2316658326801026264° + 3511248158135461887"
+102526323776317138551'° + 50464167188192380862
+20351506551108494498* + 7 + 1495315366298362° + 8807* + 44657°
+ 2157778 4 985417° + 42465872 + 17257477% + 66222587° + 99249332690
+26120856004%" + 668748383534"" + 166742119646%"° + 36635255316




+8126648571776828" + 15404679150040238° + 28583484598833118°
+51918345433630708 + 92317458390481414° + 490738755 + 264209404 %°°
+8318687%°° 4 127070057 + 22006965719 + 13116179597°° + 2406901 17°
+ 1521816147 + 4545942415 + 151953600 + 450151947° + 868404237
+ 7754177798 + 2745267222 + 4052745534536 + 961000253254¢°°

+ 22246449996728° + 50304411883157 " + 111163848283220° + 98377’

+ 463547"° + 30810136649902%° + 4139374466508 + 3623209434694439282°°
+ 5526686808554640632°* + 24851415772° + 1304351309293854049G7°

+ 142329721727220286555° + 45055427697820990395'° + 19677

+ 127903294647190921688"° + 13812649529228257535 7

+ 145831932831802347262°" + 15050610852243021315#°
+151818191247083342188° + 149658288532895366750°

+ 14415201953079799358#° + 135648789919672855248° '

+ 1246852254658092978%3°° + 1119290616224533556 24

+ 1402452939652283776253°° + 13427869537 % + 4608872306%

+ 40161914305284347953° 4+ 290385246997052170"°
+51132854732595714072°° + 91033741939681889905* + 1431058075044°°°
+11511040982207°% + 69415595224499847° + 41936343113§"°
+118730783187269874%7°° + 2607708191438° + 79456677875277- %8 + 271073
+2991102737700152° + 731464867992988" + 38625495669772478°

+ 33550094782416° + 21039828139494108" + 3500523972547 44

+ 74993221370288° + 5855339764548907 ° + 22980245978979221512°°

+ 161580859275 + 1059407776602* + 1029017°° + 13329182884466996066*
+ 635080154795567795%1*C + 167324374089961358 76 ° + 1748072

+ 281972372° + 8208092417968004870% + 86625714284168324%°
+508922362353834838 4 + 11259302961268167°° + 13323021724

+ 151594755082041782353°° + 7 + 38 2° + 7371 + 17374 4+ 37573

+ 105106743843534630928" + 147306540559076831040™ + 2059057

+ 8620407 + 34038187° + 2468848990215948 *° + 37329391 747%°

+ 76965858960456828127"° + 45246136103935346°2

+ 148573439177581231565° + 7*% + 83958610709087394595*
+70127723378175206467" + 57161377296833146597*°

+ 454577762948690630 4 + 35261896505277186645°

+ 26674091058203194482°° + 19672041265914353235°"

+ 14140637215389648340°° + 9904361376101393904°*

+ 6757624090947532458% + 44899063464539687 14°°



+2904122867945442008°%" + 1828009746078399895%°
+1119363836440124348"1 + 666542976815041518" + 385811161691435988"°
+216983527512270656' ' + 118519222124450910° + 62842536392391666°+
+ 32329679040906886°° + 16128634513507954%° + 7798168301584468°"
+3651907337331968%° + 1655365283628177 "+ + 725787325438988 >
+307566189503758 ° + 125872046758204°" + 981116524230579917 2
+57%°+1100725113018228 %% + 558544728 + 98818323078+ 3 + 9 7

+ 49705275723434°° + 1892124348454%°* + 6936330929815

+ 2446052253236 + 828781385109°°" + 269457099897°° + 83945933616&
+ 2502041025@12 + 712239230271° + 1932667815 + 4988148367 1°

+ 122145335721 + 28292810723 + 617689872° + 1265340727 + 2417947%°

+ 42767731 + 692873 + 10107%° + 1297%" + 14 73+ 741 + 37973¢

+ 866816904792572464 2 + 1435427776897821724"° + 197628373837568 °°

+ 474508171807352°°* + 160955818340625726 8 + 15121791130F°
+2311974888165277755°% + 118486172592640240165° + 5358053319200586°°
+ 22923644330229815°* + 122044426058716919147> + 475053764177
+592119307% 4 1511698985430147525%2°* 4+ 307658295183531204 78>

+ 47 7% + 1496173030067310648° + 160698562225651504"

+ 622749334875731010684% + 11580260790123188039%*

+ 1866727874076121358" + 240160649345468* + 50741017738084%°

+ 1048691648714618° + 2120595572878598 " + 4196242641203328° + 157

+ 14951662121610445127° + 10749768497535425366°°
+27107798972194012775°° + 945879367653498908°
+127120514981937625581 + 17491115844574175706>°
+31031722505921977372°" + 210336181932527698° + 273846930224260828°
+ 887725350510229797Q7" + 75178057414191070315"
+81919278330751560993"° + 56213412996974985762

+ 2859715541236212468° + 746091337841597107 " + 9041549185056014184°
+37+72



Jumlah AntaraCentered Treedan Bicentered Tree

> Jumlah:= expand 1835238780538'% + 1165732822"%° + z + 638514569007 #*°
+ 1293544853824 + 729004667065@" + 2256224838 + 125227922888F°
+ 273236747528 + 458712279527 % + 36144483028 %12 + 5026272539007
+ 1028+ 179613045642° + 7918075585 + 15157355826 + 931198851
+2031247014336&° + 403995344 + 378 4% + 4291652253063 °
+ 8789677009 + 88672 + 495732672 + 333328802 + 4272380118 + 28 2°7
+ 38829467237 4+ 114590622444°° + 1075094178825 %8 + 6673832362646>°
+ 1022667 + 50499724322°% + 281597415%" + 5968417 + 545407°
+ 17725027° + 50697647707%° + 2 + 7 + 1357668510 + 10370527°
+ 5655002067 + 20723038013 + 189401224°° + 131563017° + 285715287’
+ 281086053850 4 210572102 + 2 2 + 1963249435** + 81261937°
+ 29853897 + 66888672947 + 197832*° + 1813047593 + 118509843
+ 294617997733 + 9379487037518 + 7549926722035 + 234829614894%'°
+ 281869703187 %+ 93312°°+ 8571 + 35817° + 732027 4+ 37 4% + 39243
+67 +17392°+ 22+ 92+ 202 + 1767% + 8197* + 7061048862026
+ 145687 + 18759872 + 7332317202172 + 110036672° + 5468753945422
+ 386684061582% 4 + 57622020419@' ! + 47223429532 1 410492518427
+ 3665500731521 + 38304516631%° + 4084878 + 7831964252014
+ 10487532421 7¢° + 1550622403082°° + 658371650 + 43567°1
+ 190175994547 + 7005971485555 > + 47608852188 + 217527660783°
+ 22054747%? + 587021352221 + 1742820206117 + 65 2% + 242091538988°°
+ 16610833726G 1%+ 831637*" + 4006569175 + 124434670
+ 37825519075 + 80996299>* + 522209627°° + 10998875234’
+ 674281424498 + 718032254708 + 7468706151 + 30573557442¢°
+ 32511124 + 129160993 + 2692871242647 1 + 1297485969724%7
+ 5584126565058 ° + 3455619681149 + 125496238452'" + 599613441911%"°
+ 4577790450782 4+ 630128780099¢ + 2151276069645 + 7803214029356°
+ 69340062364 1° + 285387° + 3378297° + 633416064°° + 4724117551537 °
+ 72795232%° + 2497757044183 %% + 148330296977%" + 2% + 6091314535%°
+ 871268813787 + 6257132* + 5896688157356 ° + 4 Z°° + 18518094573
+ 3272923326399'°1 + 3694265689677-°° + 892989388 %° + 4131352891288°
+ 5157445093535 / + 2620333075722 4 770830303103F° + 148209970987°°
+ 3062969619276 + 2872674173438%2 + 70+ 106872 + 166 2°° + 1657462
+ 779350969062&° + 716519844425 1% + 882066320497 %° + 7519375814392
+ 768852452179F° + 6259767020662 + 11218727666347698°
+ 163851650358532° + 14664943534298* + 60523693559
+ 122124274835266424° + 35330881695812604262°¢ + 4288208504642376744°
+ 40007020305181992148° + 6861175748629982842™
+5209111639231253402° + 109266965870413061926°°
+ 95667291198054236904'8 + 354644565711562968"




+ 235517559824632918A% + 1192796043356977508

+ 6293937731010737848" + 7563968511710575928° + 456845867480256248°
+ 585377814640481248° + 2316658326801026264° + 3511248158135461887"
+ 102526323776317138551*° + 50464167188192380862

+ 20351506551108494498>* + 7 + 1495315366298362° + 8802 + 44657°

+ 2157778 + 985417° + 42465872 + 17257477* + 66222587° + 99249332696
+ 26120856004% " + 668748383534 + 166742119646%"° + 36635255316

+ 8126648571776828* + 15404679150040238° + 28583484598833118°
+51918345433630708 " + 92317458390481414° + 490738755

+ 264209404%°° + 8318687%°° 4+ 12707005 + 22006965719

+ 13116179597 + 2406901172 + 1521816147 + 4545942415°"

+ 1519536007 + 450151947° + 868404237 + 7754177798 + 2745267222
+ 405274553453@" + 9610002532549 + 22246449996728°
+50304411883152 + 111163848283228° + 983772 + 463547°

+ 30810136649907%° + 4139374466508 + 3623209434694439282°°

+ 5526686808554640632°* + 2485141572° + 1304351309293854049G 78

+ 142329721727220286553° + 45055427697820990395'° + 19677°

+ 127903294647190921685 + 13812649529228257535 7>

+ 14583193283180234726%' + 15050610852243021315#°
+151818191247083342188° + 149658288532895366750°°

+ 14415201953079799358%° + 135648789919672855245

+ 124685225465809297895°° + 111929061622453355624*

+ 140245293965228377623°° + 1342786953724 + 4608872306912

+ 40161914305284347955°% + 290385246997052170"°
+5113285473259571407°° + 91033741939681889905* + 1431058075044°%°
+ 1151104098220£%2 + 69415595224499847° + 41936343113¢™°
+118730783187269874%7°° + 2607708191438° + 7945667787527Z-8

+ 271023* + 2991102737700152° + 73146486799298%" + 38625495669772478°
+ 33550094782416° + 21039828139494108* + 3500523972547 44>

+ 7499322137028 + 5855339764548907 ° + 22980245978979221512°°

+ 16158085927%* + 1059407776602 + 10290173°

+ 13329182884466996066%°* + 6350801547955677953'°

+ 16732437408996135875°° + 1748072 + 28197237%°

+ 8208092417968004870° + 86625714284168324%° + 508922362353834838"*
+ 11259302961268167%° + 133230217%* + 1515947550820417823%3° + 7
+3872%+ 7341 + 1734?% + 37522 + 105106743843534630925"

+ 147306540559076831045°* + 2059057 + 8620407° + 34038187°

+ 2468848990215948° + 3732939174/1° + 76965858960456828127*°

+ 45246136103935346°% + 148573439177581231505°8 + £4?

+ 83958610709087394596° + 70127723378175206467"

+ 57161377296833146597*° + 45457776294869063070°"

+ 35261896505277186645°° + 2667409105820319448>°°



+ 19672041265914353233 " + 14140637215389648344°
+9904361376101393904%! + 6757624090947532458°3
+ 4489906346453968714%° + 2904122867945442008°"
+ 1828009746078399895°%° + 1119363836440124348! + 666542976815041518"°
+3858111616914359887° + 216983527512270656 ' + 118519222124450918"°
+ 62842536392391666° + 32329679040906886°° + 16128634513507954°°
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