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MOTIO
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“Jangan pernah berpikir untuk menjadi yang terbiaii
berpikirlah untuk dapat melakukan yang terbaik”

“Tugas kita bukanlah untuk berhasil, tapi tugaa kit
adalah untuk mencoba karena didalam mencoba itulah
kita menemukan dan belajar membangun kesempatan

untuk berhasil’(Mario Teguh)
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sombong”
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ABSTRAK

Suatu proyeksi ortogonal merupakan kasus khusussdatu operator
linear. Skripsi ini bertujuan untuk mengetahui sadeaoritis mengenai proyeksi
ortogonal yang berlaku pada ruang Hilbert sertagathui sifat-sifat yang
berhubungan dengan proyeksi ortogonal.

Operator linear pada ruang Hilbert merupakan stransformasi linear
yang memetakan suatu ruang Hilbert ke dirinya sepdng memenuhi operasi
penjumlahan dan perkalian skal@perator linear terbatas pada ruang Hilbert
P:H —» H berlaku suatudirect sumH =Y @Y+, denganY merupakan
subruang tertutup pada ruang Hilbert ddnmerupakan komplemen ortogonal
dari Y dinamakan proyeksi ortogonHl padaY sepanjand’* dan untuk setiap
x € H dapat dinyatakan secara tunggar y + zdany € Y,z € Y* sehingga
berlakuP(x) = y.

Proyeksi ortogonal yang berlaku pada ruang Hillbernerupakan suatu
operator linear terbataB: H - H yang memiliki sifat idempoten daself-
adjoint ldempoten artinya jika operator linear tersebikalikan dengan
dirinya sendiri maka hasilnya adalah operator linéa sendiri, dinotasikan
denganP? = P. Sedangkanself-adjoint artinya jika operator linear tersebut
dinyatakan dalam suatinner product maka berlaku(P(x),y) = (x, P(y)),
untuk setiapx, y € H. Proyeksi ortogonaP pada ruang Hilberid merupakan
kasus khusus dari operator linear, sehingga berakge(P) danker(P) yang
merupakan subruang tertutup pada ruang Hilberth R@ena itu, range dan
kernel pada ruang Hilbert dapat dinyatakan dadéect sumH = range(P) @
ker(P).

vii
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BAB |
PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Aljabar adalah cabang matematika yang mempelagjari struktur, hubungan,
dan kuantitas. Struktur aljabar merupakan salah satu cabang matematika abstrak
yang umumnya lebih sulit dibandingkan dengan cabang matematika lain yang
lebih konkret. Struktur aljabar adalah ilmu yang mempelgari suatu himpunan
dengan satu atau lebih operasi biner yang diberlakukan pada sistem aljabar
tersebut (Wahyudin, 1989). Struktur aljabar merupakan bagian penting dalam
ilmu matematika yang menjadi dasar aplikasi ilmu matematika. Oleh karena itu,
struktur aljabar berperan cukup besar dalam konsep-konsep dasar matematika
terutama tentang teori-teori atau dasar-dasar dari ajabar maupun analisis secara
umum antara lain meliputi teori bilangan, topologi, dasar-dasar analisis
fungsional, fungs bilangan real, sertateori grup aljabar linear.

Himpunan merupakan suatu kumpulan dari objek-objek yang
didefinisikan dengan jelas dan objeknya dinamakan elemen atau anggota dari
himpunan tersebut, misal nya himpunan bilangan real, himpunan bilangan bulat,
himpunan barisan, dan sebagainya. Himpunan merupakan konsep penting dan
mendasar yang membangun segala aspek dari matematika. Konsep dari
himpunan yang menghubungkan elemen-elemen pada suatu himpunan adalah

pemetaan atau fungsi. Konsep pemetaan sangat penting dalam matematika



khususnya aljabar, yaitu salah satunya untuk mempelgari suatu transformasi
linear. Suatu himpunan barisan dapat menjadi ruang vektor jika himpunan
tersebut dilengkapi operasi penjumlahan dan perkalian skalar dan memenuhi

semua aksioma yang berlaku pada ruang vektor. Di dalam suatu ruang vektor

barisan atau ruang vektor 22, transformasi linear merupakan suatu pemetaan
yang memetakan suatu ruang vektor ke ruang vektor lainnya dan memenuhi
operasi penjumlahan dan perkalian skalar. Suatu kasus khusus dari transformasi
linear dimana suatu ruang dipetakan ke dirinya sendiri dinamakan operator
linear.

Berkaitan dengan operator linear, suatu proyeksi ortogonal merupakan
kasus khusus dari suatu operator linear. Proyeksi ortogonal merupakan suatu
konsep yang diperoleh dengan memperhatikan sifat operator linear di dalam
suatu ruang pre-Hilbert. Misalkan, terdapat dua buah proyeksi pada ruang pre-
Hilbert yaitu proyeks ortogona dan proyeks yang tidak ortogonal. Suatu
proyeksi ortogonal merupakan operator linear yang berlaku suatu direct sum
dari dua buah subruang pre-Hilbert yang saling ortogonal. Sedangkan, proyeksi
yang tidak ortogonal merupakan suatu operator linear yang berlaku suatu direct
sum dari dua buah subruang per-Hilbert yang tidak saling ortogonal.

Selanjutnya, suatu ruang pre-Hilbert dinamakan ruang Hilbert jika untuk
setiap barisan Cauchy yang ada di dalamnya merupakan barisan konvergen. Di

dalam ruang Hilbert berlaku juga konsep proyeksi ortogonal, tetapi konsepnya



menjadi lebih luas. Proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert konsepnya sama
halnya dengan proyeksi ortogonal pada ruang pre-Hilbert, yaitu suatu operator
linear terbatas pada ruang Hilbert yang berlaku direct sum dari subruang
tertutup dengan komplemen ortogonal nya pada ruang Hilbert.

Proyeksi ortogona pada ruang Hilbert juga merupakan kasus khusus dari
suatu operator linear pada ruang Hilbert. Oleh karena itu, sifat-sifat yang
berlaku pada proyeks ortogona di ruang Hilbert berhubungan dengan sifat-

sifat yang berlaku pada operator linear di ruang Hilbert.

B. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang masalah diatas, dapat dirumuskan pokok
permasalahan yang akan menjadi kajian dari skripsi ini, yaitu bagaimana sifat-
sifat proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert £°7?
C. Pembatasan Masalah

Daam penulisan skripsi ini permasalahan dibatas pada masalah kgian
teoritis tentang proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert £? serta sifat-sifat suatu
proyeksi ortogonal untuk operator linear yang self-adjoint.
D. Tujuan Penulisan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk menjelaskan bagaimana sifat-

sifat proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert 22,



E. Manfaat Penulisan

Dari hasil penulisan skripsi ini diharapkan dapat memberi informasi
secara teoritis tentang proyeks orthogona di ruang Hilbert £, serta untuk
mengetahui sifat-sifat yang berhubungan dengan proyeksi ortogonal di ruang

Hilbert £2.



BAB |1
DASAR TEORI

Dalam bab Il ini akan membahas pengertian-pengertiasar yang
digunakan sebagai landasan pembahasan pada bajotsgia yang dinyatakan
dengan definisi, contoh, proposisi, dan teoremang®@ian-pengertian dasar
yang dimaksud adalaimmpunan, pemetaan, ruang vektor, transformasatjne

pre-Hilbert, proyeksi ortogonal, serta kekonvergenam kislengkapan.

A. Himpunan

Himpunan yang dibahas di sini dimaksudkan sebagduskumpulan dari
objek-objek yang didefinisikan dengan jelas. Objgdng termasuk dalam
himpunan itu disebut anggota (elemen) dari himpuita. Umumya suatu
himpunan dinotasikan dengan huruf kapiaB, C, ... dan anggota dari suatu
himpunan dinotasikan dengan huruf Igtinc, ... .

Misalkan X adalah himpunan dam anggota dariX. Penulisana € X
berartia merupakan anggota daXi. Sebaliknya, penulisan € X berarti a
bukan anggota daX. Dalam hal ada anggotayang memenuhi € X, maka
dikatakan bahwaX mempunyai anggota, atau himpunan tak kosong.
Sebaliknya, jika himpunaX tidak mempunyai anggota, maka himpuman

dinamakan himpunan kosong dan dinotasikan de@gaau{ }.



Untuk menuliskan suatu himpunan, terdapat beberega dalam

penulisan yang umum digunakan, yaitu:

1. Dengan mendaftar anggota-anggotanya.
Contoh 2.1:
X ={a,b,c}
Artinya, X merupakan himpunan dengan anggota-anggotaryalanc.
2. Dengan menggunakan notasi pembentuk himpunan.
Contoh 2.2:
X ={ala € R,a > 0}.

Artinya, X merupakan himpunan bilangan real positif.

3. Dengan menggunakan kata-kata atau dengan menyagditenifat yang
dipenuhi oleh anggota-anggotanya.

Contoh 2.3:

X = Himpunan bilangan bulat positif.

Dalam hubungan antara dua buah himpunan terdapagep&n
mengenai himpunan bagian, himpunan yang sama dgvuhan sejati. Berikut
ini akan dijelaskan mengenai definisi dari haldeasebut.

Definisi 2.1 : (Arifin, 2000: 2)
HimpunanX disebut himpunan bagian dari himpuriajika untuk setiapx € X

berlakux € Y dan dinotasikan dengahc Y.



Selanjutnya, berdasarkan definisi di atas himpuregian dari himpunan
Y yang paling besar adalah dirinya sendiri, dalamiriaX danY mempunyai
anggota sama. Dengan demikian, persamaan dua hamplapat dinyatakan
dengan menggunakan definisi himpunan bagian sebagéut.
Definisi 2.2 : (Arifin, 2000 : 2)
Dua himpunanX danY dikatakan sama jik& €Y danY c X, dinotasikan

dengan =Y.

Dari definisi di atas, himpunaki danY dikatakan berbeda jika terdapat

a € X tetapia ¢ X atau sebaliknya, dinotasikan dendag Y.

Definisi 2.3 : (Arifin, 2000 : 2)

HimpunanX dinamakan himpunan bagian sejati dajika X € Y danX #Y,
dinotasikan dengaki c Y.

Contoh 2.4:

MisalkanX = himpunan bilangan prima d&nh= himpunan bilangan asli, maka
X merupakan himpunan bagian sejati daatau X c Y.

Selanjutnya, misalkan dua buah himpudagianB merupakan himpunan
bagian darX maka dapat dibentuk himpunan baru. Berikut imradijelaskan
mengenai hal-hal tersebut, yaitu gabungan, gabyngaan, dan selisih dua
buah himpunan.

Definisi 2.4 : (Arifin, 2000 : 3)

a. Gabungan himpuna# dan himpuna® didefinisikan dengan:



AUB ={ala € Aataua € B}.
Artinya, a dinamakan anggota dari gabungan himpufaan himpunan
B jika a sekurang-kurangnya menjadi anggota dari salahhsajpunanA
atau himpunaib.
. Irisan himpunam dan himpuna® didefinisikan dengan:

AN B ={ala € Al dan a € B}.
Artinya, a dinamakan anggota dari irisan himpun@&man himpunarB
jika a menjadi anggota dari himpundrsekaligus anggota himpun&n
. Selisih himpunad dan himpuna® didefinisikan dengan:

A—B ={ala € Adana ¢ B}.
Artinya, a dinamakan anggota dari selisih himpundan himpunarB
jilka a menjadi anggota dari himpunah tetapi a tidak berada dalam

himpunanB.

Selanjutnya, cara lain untuk membentuk himpunarnaaddengan hasil

kali silang dan jumlah dari dua buah himpunan degyang akan dijelaskan

dalam definisi berikut ini.

Definisi 2.5: (Arifin, 2000 : 4)

Hasil kali silang himpunad danB adalah himpunan semua pasangayb)

maka berlaku:

AXB ={(a,b)la€ A,b €B}.



Artinya, untuk setiam anggota dari himpunat danb anggota dari himpunan
B dapat dibentuk pasangéam, b).
Definisi 2.6: (Arifin, 2001: 44)
Jumlahan dari himpunafidan himpunam® didefinisikan dengan:
A+ B ={a+bla€Adanb € B}.
Artinya, a + b dinamakan anggota dari jumlahan himpudagan himpunarB

jika a menjadi anggota dari himpundndan b anggota himpunaA.

B. Pemetaan

Untuk membandingkan dua buah himpunan, dibutuhkaa agar setiap
elemen-elemennya dapat dihubungkan. Pemetaan ddjpett sebagai cara
untuk membandingkan, yaitu melalui pengaitan antansur-unsur pada
himpunan satu dengan unsur-unsur pada himpunanlgeng
Definisi 2.7 : (Arifin, 2000 : 6)

Misalkan diketahui dua himpunaS dan T yang keduanya tak kosong.
Pemetaanf dari S ke dalamT, ditulis f:S —» T adalah suatu cara yang

mengaitkan setiapc € S dengan tepat saty € T dan dinotasikan dengan

fix—y.

Berdasarkan definisi di atas, pengaifam — y untuk setiapc € S akan

mendefinisikan pemetaafi:S - T jika hanya jika setiapc € S dikaitkan
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dengan suaty € T. Himpunan semua eleméh yang merupakan peta dari
elemen-elemenS dinamakan daerah hasil (range) dari pemetgaman
dinyatakan dengafi(x), sehingga
f(x) ={yly € T,y = f(x) untuk setiap x € S}.

Untuk lebih jelasnya dapat dilihat contoh berikut.
Contoh 2.5:
Misalkan S = himpunan semua bilangan agli,= himpunan semua bilangan
bulat. Pemetaaifi: S — T ditentukan (didefinisikan) olelfi(x) = 3x,V x € S.
Maka daerah hasil daiff adalahf(S) = {3x|x € S} ={3,6,9,12,...}. Pada
pemetaan ini, ada elemen-elemfegang bukan merupakan peta dari elerfian
misalnya ..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ...Tetapi, sersle&mensS pasti mempunyai

peta diT.

Berikut ini akan dijelaskan beberapa pemetaan yangmiliki
keistimewaan, yaitu pemetaan injektif, pemetaanektit, dan pemetaan
bijektif.

Definisi 2.8 : (Arifin, 2000 : 8)

Pemetaary:S — T dikatakan injektif jika untuk setiap; danx, di S yang
dipetakan olelf terhadaf, yaitu f(x,) = f(x,) maka berlakw; = x,.
Definisi 2.9: (Arifin, 2000 : 8)

Pemetaarf:S — T dikatakan surjektif, jika untuk setigpe T terdapatrx € S

yang memenuhf (x) = y.
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Selanjutnya, suatu pemetaan yang sekaligus injett#ih surjektif
dinamakan pemetaan bijektif seperti yang akanatijeln pada definisi berikut.
Definisi 2.10: (Arifin, 2000 : 8)

Pemetaan yang sekaligus injektif dan surjektif diakan pemetaan bijektif
atau koresponden 1-1.

Suatu barisan dalam suatu himpu§aadalah suatu pemetaan atau fungsi
dengan domain himpunan bilangan asli dan rangedaedalam himpuna8.
Untuk lebih memahami definisi suatu barisan dapbihad pada penjelasan
berikut.

Definisi 2.11: (Bartle & Sherbert, 1927: 53)
Suatu barisan bilangan real atau barisan daRanadalah suatu pemetaan
f:N - R.. Elemen-elemen dari suatu barisan dinotasikargatem, dengan
n € N.
Contoh 2.6:
Barisan bilangan asli genap dapat didefinisikam cleatu pemetagft N - R
dengan

f(n)=2n,neN
maka diperoleh

X1 =2,x, =4,..
atau

() = (2,4,6,...).
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Berikut ini adalah teorema yang menjelaskan tentangungan dua
barisan. Teorema tersebut lebih dikenal dengan hkataksamaan Minkowski.
Teorema 2.2 : Ketaksamaan Minkowski (Debnath, 1999: 6)

Misalkanp > 1. Untuk sebarang dua barisan pada bilangan{egldan{y }

berlaku

(Zuxn} ; {yn}r’)% < (Z|{xn}|p> @{y }|")

Bukti :
Untuk p = 1, cukup menggunakan ketaksamaan segitiga yangkbepada
nilai mutlak suatu barisan. Jika> 1, maka terdapay sedemikian sehingga

+1 = 1. Kemudian berlaku

'tﬁlp—\
<

Dl + = ) [+ | 1oed + )
n=1 n=1

- (ann} + {yn}|> (ann} + {yn}w-l), 2D
n=1 n=1

dari persamaan (2.1), dengan menggunakan ketaksasegdiga yang berlaku

pada nilai mutlak maka diperoleh

< (Zl|{xn}| + |{yn}|> (le{x”} + {yn}v’-l)
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< ;I{xn}ll{xn} + {y3Pt + ;I{yn}ll{xn} + {y, 1P 1

0 1/p © 1/q
< (Euxn}w) (Enxn} ' {yn}lq(p-D)

n=1

1/q

. Uy o
+ (2 |{yn}|p) (Euxn} + {yn}|q<p-1>>

Jikag(p — 1) = p,

l/p l/q
+

s+ 508 = (Yo @{ynn")% (S0

yang merupakan ketaksamaan Minkowski. Jadi, teotersabut terbuktim

C. Ruang Vektor
Misalkan S menyatakan suatu himpunan tak kosong. Opergsmdas
dinamakan operasi biner, yaitu jika berlaku suztngtaan
*x:§XS§S—S.
Operasi biner dapat pula dikatakan sebagai opergsmdasS yang bersifat
tertutup. Artinya, jika untuk setiagp b € S maka berlaku juga padex b € S.
Berikut akan dijelaskan mengenai contoh dari opdvaser dan bukan

operasi biner.
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Contoh 2.7 :
MisalkanB adalah himpunan semua bilangan bulat. Operasupdaipan pada
B merupakan operasi biner karena jumlah dua buahdah bulat adalah suatu
bilangan bulat pula.
Contoh 2.8:
Operasi pembagian pa&abukan merupakan operasi biner p&dearena ada
(a,b) € B x B sedemikian sehingga: b) ¢ B. Misalkan(5,7) € B X B maka
(5:7) ¢ B.

Selanjutnya, berikut ini akan dijelaskan mengereinisi dari lapangan
real yang memiliki kaitan dengan operasi biner.
Definisi 2.12: (Arifin, 2001: 2)
Diberikan himpunan bilangan reRBldengan dua operasi seperti berikut:
Operasi penjumlahan:
+:RXR—R
+: (a,b)—a+b

Operasi perkalian :

oo RXR— R
o:(a,b) — ab
Himpunan bilangan redk dengan dua operasi atéR, +,0) disebut lapangan

bilangan real jika memenuhi aksioma-aksioma berikut
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1. Terhadap operasi penjumlahan memenuhi hubungagaiderikut.
a. a+ b = b+ auntuk setiam, b € R (komutatif)
b. (a+b)+c=a+ (b+ c) untuk setiam, b, c € R (asosiatif)
c. Terdapat suatd € R yang berlakux + 0 = a, untuk setiaqm € R
dan 0 dinamakan elemen nol.
d. Untuk setiapa € R terdapat suat4-a € R yang memenuhi +

(—a) =0 dan -a dinamakan invers dara terhadap operasi
penjumlahan.
2. Terhadap operasi perkalian memenuhi hubungan selbagjeut.

a. ab = ba untuk setiam, b € R (komutatif)

b. (ab)c = a(bc) untuk setiam, b, c € R (asosiatif)

c. Terdapatl € R yang tidak sama dengan 0 dan mememdh+ a,
untuk setiam € R dan 1 dinamakan elemen kesatuan.

d. Untuk setiapa € R yang tidak sama dengan O terdapat unsur
a~! € R yang memenuhiza™ = 1 dana~! disebut invers dari
terhadap operasi perkalian.

3. Untuk setiap, b, c € R berlakua(b + c@) = ab + bc (distributif)

Secara umum, misalkan terdapat suatu himpunan da@nk; dan suatu

lapangan bilangan real maka diperoleh definisi lsuatang vektor sebagai

berikut.
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Definisi 2.13: (Anton, 1987: 137)

Suatu ruang vektor atas lapangan Radalah suatu himpundhtak kosong
yang dilengkapi dua buah operasi. Operasi pertamankan penjumlahan
vektor yang menghubungkan setiap veldatany di IV dan dinotasikanx + y.
Operasi kedua dinamakan perkalian skalar yang mdngtykan setiap vektor
x di V dan setiap skalatt € R dan dinotasikarex. Kedua operasi tersebut

harus memenuhi aksioma-aksioma berikut:

1. Untuk setiapx dany di V makax + y juga diV’.

2. x+y=y+x, untuk setiapx dan y di V (aturan komutatif dari
penjumlahan vektor)

3. x+y)+z=x+ (y+z), untuk setiapx, y danz di V (aturan asosiatif
dari penjumlahan vektor)

4. Terdapat vektor tungga®, dinamakan vektor nol sedemikian sehingga
x + 0 = x, untuk setiapx di V.

5. Untuk setiapx di V, terdapat vektor tunggalx sedemikian sehingga
x+(—x) =6.

6. Jikax di V dana € R makaax juga diV.

7. a(x +y) = ax + ay, untuk setiapa € R dan setiapx dany di V.

8. (a+ B)x = ax + fx, untuk setiapy, f € R dan setiapx di V.

9. (af)x = a(fx), untuk setiapr, B € R dan setiapx di V.
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10.Untuk setiap x di V, terdapatl sedemikian sehinggdx = x, untuk

setiapx di V.

Suatu himpunan yang dilengkapi oleh dua operaserbymitu operasi
penjumlahan dan perkalian skalar dapat berperaagselyuang vektor jika
memenuhi aksioma-aksioma yang berlaku pada rugktgrvéerikut ini adalah
salah satu contoh dari ruang vektor.

Contoh 2.9:
Misalkan suatu himpunan barisan bilangan real
P2 = {{an} = (X1, X2, X3, )| 22 [{@n} 2 < oo}, £? dilengkapi dengan operasi
penjumlahan dan perkalian skakae R sebagai berikut
{a} +{B,} = (x1,x2,%3,.) + (Y Yy Var o) = (X1 + ¥, X2 + Y X3+ Y3, 00)
kf{a,} = k(xq,x2,x3, ...) = (kxq, kxy, kx3, ...).

Akan dibuktikan bahw#* adalah suatu ruang vektor atas lapanganReal
Penyelesaian :
Akan ditunjukkan bahwa® yang dilengkapi oleh dua operasi penjumlahan dan
perkalian skalar memenuhi semua aksioma.

1. Misalkan {a,},{8,} € ¢*, dengan {a,} = (x1,%2,x3,..) dan {8 }=

(¥, Y4 Y5, - ) Maka berlaku

{a}+{B,} = (x1,x2, %3, . )+ (Y, V. V30 )

= (x1 + Y1, X2 + Y2, X3 + Y3, ...).



18

Akan ditunjukkan bahwa{a,}+ {8, }= (x1 +y, %2 + ¥, x5+ ¥, ...)
berada di¢”. Untuk setiaf{a,} = (x1, X2, x3, B} =V Yy Vg ) €
£* sedemikian sehingga berlalfif,|{a,}|? < o dan Z;‘f’:1|{ﬁn}|2 < o

berada di¥* maka berdasarkan ketaksamaan Minkowski diperoleh

N ltad + B < i@ + Y (B < oo+ <o,
n=1 n=1 n=1

sehinggaf{a,} + {8} = (x1 + ¥, x2 + y,,x3 + ¥,,...) tertutup terhadap
penjumlahan.
2. Misalkan {a,},{B,}€ 22, dengan {a,} = (x1,%y x3,..) dan {B.}=
(¥, ¥, Y3 - ) maka berlaku
{a}+{B,} = (x1,x2, %3, . ) + (Y, ¥ V30 -or)
= (X1 +y1,%x2 + V2, x3 + Y3, ..0)
= +x1,Y2 +X2,¥3 + x3,...) (karena {a,,} dan {B,}
merupakan barisan bilangan real maka untuk setiap
X1,Yy, - € Rberlakux; +y, =y, +x; = €R)
= (y1,¥Y2, V3, ) + (xq, X5, X3, ...)
= {Bn} + {an}.
Jadi,{a,} + {B8,} = {B,} + {a,} (bersifat komutatif)
3. Misalkan {a,},{8,},{v,} € ¢*, akan ditunjukkan bahw§{a,}+ {8, }) +

v} = {a3+ {B,} + {r,}) maka berlaku
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{ad +{B.) +{r,}= ((xl,xz,xg, )+ (VY Vs ))
+(24, 25,23, ...)
= (1 +y1x2 + Yo, x3+ Y3, ) + (21,22, 23, )
= +y1+2,%+y, + 2, %3 +y3 + 23, ...)
= (X1,%0,%3,.) ¥+ (V1 + 21, V2 + 23,3 + 23, ...)
= (X4, X2, X3, ...)
+((y1,y2,y3, )+ (24,25, 23, ... ))
= {an} + ({Ba} + {ra})-
Jadi, terbukti bahwa ({a,,}+{B })+{r,} = a3+ {B,}+{v, D
(bersifat asosiatif)
4. Ambil 8 = (0,0,0, ...) € £2 maka untuk setiafx, } € ¢ berlaku :
{an} + 0 = (x1,%5,%3,...) +(0,0,0,...)
=(x;+0,x,+0,x3+0,...)
= (X1, X2, X3, ...)
= {an}.
sehingga{a,}+ 0 = {a,}. Oleh karena itu@® merupakan vektor nol
dalam#?.
5. Untuk setiap{a,} € 22, dengan{a,} = (xq,x2,x3,...) maka terdapat
{— an} € £* sedemikian sehingg{a an} =-{a,} maka diperoleh

({an} + {-an}) = (x1,x2,x3, ...) + (—x1, —x2, — X3, ...)

= (x1 — X1, Xy — X, X3 — X3, )
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=(0,0,0,..) = 6.
Oleh karena itl({an} + {— an}) =0.

. Misalkan {a,} € Ve dengan {a,} = (x1,x3,x3,...) dan skalark € R
sedemikian sehingga maka berlaku
{kan} = (kxq, kxy, kxz, ...)

= k(xq, x5, X3, ...)

= k{a,}.
Akan ditunjukkan bahwa{a,} = k(x;, x5, x3, ...) berada di¢*. Untuk
setiap {a,} = (x1,x2,%3,...) € £ sedemikian sehingga berlaku

Y, [{ar,}1? < oo berada d¢* maka untuk skalat € R diperoleh

D ltkad? = ) el e
n=1 n=1
= k2 ) e}
n=1

- (Vi®)’ iuan}v

=2 ) Han)l? < o,
n=1

sehinggak{a,} = k(xq, x5, x3,...) sehingga tertutup terhadap perkalian

skalar.
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7. Misalkan {a,},{B.}€ £% dengan {a,} = (x1, %y, x3,...) dan B)=
(yl,yz,yg,, ...) dank € R, maka berlaku

k({an} +{Bn}) = k((x1, %2, %3, .. ) + V1, Y2, Y3, )
=k(x; +y1, %+ V5, X3+ y3,...)
= (kx; + kyi, kx, + ky,, kx; + kys, ...)
= ({kan} + {kBnD).
Jadi, k({a,,} + {Bn}) = {ka,} + {kB,}), dengank adalah skalar atas
lapangan redR dengan operasi perkalian distributif atas penjaria
8. Misalkan {a,} € £° dengan{a,} = (xq,x,%3,...) dan a,b € R, maka
berlaku
(a+ b){a,} = (a+ b)(xq,x7,x3, ...)
= ((a + b)xy, (a + b)x,, (a + b)xs, )
= (ax; + bxy,ax, + bx,, ax; + bxs, ...)
= (axy,ax,, axs,...) + (bxy, bx,, bxs, ...)
= a(xq, x3, X3, ... ) + b(xq, x5, X3, ...)
= a{a,} + b{a,}.
Jadi,(a + b){a,} = a{a,} + b{a,}.
9. Misalkan {a,} € e dengan{a,} = (x1,x,,x3,...) dan a,b € R, maka
berlaku
(ab){an} = (ab)(x1, x2, %3, ...)

= ((ab)xy, (ab)xy, (ab)xs, ...)
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= a(bxy, bx,, bxs, ...)
= a(b(xq,x5,%3,...))
= a{ba,}.
Jadi,(ab){a,} = a{ba,}.
10. Misalkan{a,,} € 2%, untuk setiad € R maka berlaku :
Hay} = {an}
untuk setiada,} € 22 Jadi,l{a,} = {a,}.
Ruang barisan¢* memenuhi semua aksioma, sehingga terbukti baktva
adalah suatu ruang vektor atas lapanganReal
Misalkan di dalam suatu ruang vektor terdapat shanpunan bagian
tak kosong maka dapat terbentuk suatu subruangorveBerikut ini akan
dijelaskan tentang definisi suatu subruang vektor.
Definisi 2.14: (Friedberg, 1989 : 14)
Suatu himpunan bagiaW pada suatu ruang vektdr atas lapangan re&®
dinamakan subruang pa#la jika W adalah ruang vektor atas lapangan iRal
dengan operasi penjumlahan dan perkalian skalay gaefinisikan pad .
Berikut ini diberikan sebuah teorema yang dapaturtigtan untuk
menunjukkan bahwa suatu himpunan bagian dari rwaktpr itu merupakan
subruang dari ruang vektor tersebut. Jadi, untukumgkkan bahwa himpunan
bagian tersebut adalah subruang tidak harus mekkarjuke sepuluh aksioma

yang berlaku pada Definisi 2.11.
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Teorema 2.3 : (Friedberg, 1989 : 14)
MisalkanW adalah suatu himpunan bagian tak kosong dari ruekiprV atas
lapangan reaR makalW adalah subruang da¥i jika hanya jika memenuhi
aksioma berikut:

a. x+yeW,dengax,y e W

b. ax € W, dengarmx € R danx € .
Bukti :
=)
Misalkan W adalah subruang pada ruang vekfomakalW memenuhi semua
aksioma pada ruang vektBrtermasuk aksioma tentang sifat tertutup terhadap
penjumlahan dan perkalian skalar yaitu pkg € W makax + y € W dan jika
x € W,a € R makaax € W.
(=)
Sebaliknya, jikd/ merupakan himpunan bagian tak kosong pada ruakigrve
V berlaku bahwa untuk setiapy € W makax + y € W dan jikax e W,a €
R makaax € W. Artinya, W memenuhi aksioma 1 dan 6 sehingga harus
dibuktikan juga bahw&/ memenuhi aksioma 2, 3, 7, 8, 9 dan 10 pada ruang
vektorV. JikaW merupakan himpunan bagian tak kosong pada ruastgnié
maka vector-vektor pad& adalah vector-vektor padasehingga aksioma 2,
3, 7, 8, 9 dan 10 dipenuhi olé#i. Selanjutnya, untuk aksioma 4 dan 5 juga

terpenuhi olelW karena misalkar € W,a € R maka berdasarkan aksioma 6
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berlaku ax € W. Jika a = 0 dan a = —1 maka berlaku0x = 8 € W dan
(—Dx = —x € W, sehingga elemen netral dan elemen invers ddfan®leh
karena itul/ merupakan subruang padam
Selanjutnya, akan dijelaskan mengenai contoh ddmusng dari suatu
vektor.
Contoh 2.10:
Berdasarkan Contoh 2.9, ruang barisZin merupakan ruang vektor. Akan
dibuktikan bahwa suatu himpunan bagian
S = {{xn} = (x1,0,x3, .. )| X1 |{xn}|? < oo} merupakan subruang vekigs.
Penyelesaian :
Jika {x,} = (x1,0,x3,..) dan {y,}=(y,,0,y,,..) adalah barisan-barisan
elemenS dank € R, maka akan ditunjukkan bahwsamemenuhi aksioma 1
dan 6, yaitu sifat ketertutupan penjumlahan dakalen skalar
a. Untuk setiaf{x,} = (x1,0,x3,...), {7} = (¥1,0,¥5, ... ) € S maka berlaku
{n} + ) = (x1,0,x3,..) + (71,0, 5, ...)
=(x; +y1,0,x3 +y3,..) €S,
b. Untuk setiafgx,} = (x1,0,x3,...) € S dank € R maka berlaku
k{x,} = k(x4,0,x3,...) = (kx;,0,kx3,...) €S.
Oleh karena itu, barisan-barisgm,} dan {y,} tertutup terhadap operasi

penjumlahan dan perkalian skalar rRalJadi, terbukti bahwa himpunan bagian

S merupakan subruang vektoft atas lapangan rel.
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Berikut ini akan dijelaskan mengenai definisi d&ombinasi linear
beserta contohnya.
Definisi 2.15: (Friedberg, 1989 : 21)
Misalkan V adalah suatu ruang vektor atas lapangan Redbuatu vektorx
dikatakan kombinasi linear dari vektor-vektgy, ...,y, dalamV jika vektor-
vektor tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk
X=ay1+ -+ apyn,
dengamy, ..., a, € R.
Berikut ini akan dijelaskan mengenai contoh damkaasi linear.
Contoh 2.11:
Misalkan suatu ruang vekt®*, u = (1, -2, -5, —3) danv = (3,5, —4, —9)
vektor-vektor di R*. Akan ditunjukkan bahwa vektow = (2,-2,12, —6)
adalah kombinasi linear datidanv sertaz = (3, —2,7, —8) bukan merupakan
kombinasi linear danit dan .
Penyelesaian :
I. Kasus pertama
Untuk menentukan skalardanb sedemikian sehingga
w = au + bv
(2,-2,12,—6) = a(1,—-2,-5,-3) + b(3,-5,—4,-9)
(2,-2,12,—6) = (a+ 3b,—2a — 5b,—5a —4D,—-3a—9b) (2.1)

dengan penyamaan komponen-komponen yang bersespadkn (2.1)
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menghasilkan sistem persamaan linear

a+3b=2
—2a—5h=-2
_Sa—4h=12 " (2.2)
—3a—9h=—6

Untuk mencari solusi pada (2.2), maka dilakukarragiebaris elementer,
tetapi sebelumnya sistem persamaan linear tersdgibbah ke dalam

matriks yang diperbesar maka berlaku

1 3|2
S b (2.3)
-3 —-9|-6

Dari (2.3) tambahkan baris kedua dengan 2 kalsh@aitama, diperoleh

1 312
A (2.4)
-3 —-9|-6

Dari (2.4) tambahkan baris ketiga dengan 5 kaisha@rtama, diperoleh

1 3|2
0 112
0 11|22 (2:5)
-3 —91-6

Dari (2.5) tambahkan baris keempat dengan 3 katisbpertama,
diperoleh

312
1|2
1122
010

1
0
0 (2.6)
0

Dari (2.6) kurangkan baris ketiga dengan 11 kalisbeedua, diperoleh
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2
g 2.7)
0

[N e Nanly
SO, W

Dari (2.7) kurangkan baris pertama dengan 3 kaisl&@dua, diperoleh

4

(2.8)

OO
SO Rr o
SOON

sehingga diperoleh soluai= —4 danb = 2. Oleh karena itu, dengan
mensubstitusikan nilai skalar danb pada (2.1) diperoleh
(2,-2,12,-6) = —4(1,-2,-5,-3) + 2(3,-5,—4,-9).

Jadi,w = (2,—-2,12,—6) adalah suatu kombinasi linear dardanv.

. Kasus kedua

Akan ditunjukkan bahwa tidak ada skatardanb sedemikian sehingga
Z =ap, + bp,
(3,-2,7,-8) = a(1,-2,-5,—3) 4+ b(3,-5,—4,—9)
(3,—2,7,—-8) = (a + 3b,—2a — 5b,—5a — 4b,—3a — 9b) (2.9)
dengan penyamaan komponen-komponen yang bersespaikn (2.9)

menghasilkan

a+3b=3
—2a—5b=-2
g db=7 (2.10)
—3a—9b =8

Untuk mencari solusi pada (2.10), maka dilakukareragi baris

elementer, tetapi sebelumnya sistem persamaarr lieeszbut diubah ke
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dalam matriks yang diperbesar maka berlaku

1 3|3
—2 —5[-2
I (2.11)
-3 —9|8

Dari (2.11) tambahkan baris kedua dengan 2 kais lpertama, diperoleh

1 3 (3
% i (2.12)
-3 —918

Dari (2.12) tambahkan baris ketiga dengan 5 kalsh@ertama, diperoleh

1 33
0 11|22 (213)
3 _o|g

Dari (2.13) tambahkan baris keempat dengan 3 kalisbpertama,

diperoleh

3
4 (2.14)

S OO
_
ofrw

3

4

0 (2.15)
Dari (2.15) kurangkan baris pertama dengan 3 kalskkedua, diperoleh

(2.16)

S OO
[Nl o ]
N
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sehingga diperoleh solusa = -4 dan b =2. Tetapi, terdapat
persamaan tak konsisten, yaiu= 17 yang menunjukkan bahwa
sistem persamaan linear tersebut bukan solusi. Ghetena itu,

z = (3,—2,7,—8) bukan merupakan kombinasi linear damdanv.

Jika suatu vektor merupakan kombinasi linear daktar-vektor pada
ruang vektor V. maka berkaitan dengan kejadian ini diperoleh dsgfin
merentang dan bebas linear berikut.

Definisi 2.16 : (Arifin, 2001 : 33)
Misalkan V suatu ruang vektor atas lapangan rmatlan himpunan bagian
X € V yang tak kosong dengah= {xq, ..., x,,}. Himpunan bagiaX dikatakan
merentang ruang vekto¥, jika untuk setiap vektory € V maka berlaku
kombinasi linear

Yy =a;Xq1+ -+ ayxy,,
dengamy, ..., a, € R.

Berkaitan dengan kombinasi linear, berikut ini akijelaskan mengenai
definisi himpunan bebas linear seperti berikut ini
Definisi 2.17: (Anton, 1978: 151)

MisalkanV suatu ruang vektor atas lapangan falan himpunan bagian tak
kosongX = {xq, ..., x,} denganxy, ..., x, € V. Himpunan bagiarX dikatakan
bebas linearlinearly independent) jika persamaan vektor

a1X1 + -4 ApnXpn = 0,
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dengan a4,..,a, € R hanya memiliki penyelesaiana; = =a, = 0.
Sedangkan jika terdapat penyelesaian lain nfakdinamakan himpunan tak
bebas linearlinearly dependent).

Himpunan bagianX € V tak kosong dengaiy adalah ruang vektor
memenuhi sifat merentang dan bebas linear maka dikanoleh definisi basis
seperti berikut ini.

Definisi 2.18: (Arifin, 2001: 35)
MisalkanV ruang vektor atas lapangan r@&al Himpunan bagiaiX € V yang
tak kosong disebut basis ruang velfgika X merentand dan bebas linear.

Untuk lebih memahami definisi dari merentang, belbsesar, dan basis
dapat dilihat pada contoh berikut.

Contoh 2.12:

Misalkan R® adalah ruang vektor dan himpunan tak kossrg R3, akan
ditunjukkan bahw& = {u, v, w} dengaru = (1,0,0),v = (2,2,0),w = (3,3,3)
adalah suatu basis terhad&h

Penyelesaian :

Untuk menunjukkan bahwa vektor-vektor tersebut suadsis, maka harus
dibuktikan bahwa vektor-vektor tersebut adalah belbeear dan merentang.
Untuk membuktikan bahwa vektor-vektor tersebut bely@ear, maka dapat

dinyatakan dalam kombinasi linear

au+av+azw = 0, (217)
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denganay,a,,a; € R. Dari persamaan (2.17) kemudian dinyatakan dalam

komponen-komponen vektor diperoleh

a;(1,0,0) + a,(2,2,0) + as(3,3,3) = 0
(a, + 2a; + 3as, 2a; + 3az, 3a3) = (0,0,0) (2.18)
Dari persamaan (2.18) dengan memperhatikan kedas yang bersesuaian

maka dinyatakan menjadi

Zaz +3a3 =0

a1+2a2+3a3=0
3a3=0

sehingga diperolela; = 0,a; = 0,a; = 0. Oleh karena itu, himpunan vektor
S ={u,v,w} dengaru = (1,0,0),v = (2,2,0),w = (3,3,3) adalah suatu bebas
linear terhadapR®. Selanjutnya, untuk menunjukkan bahWa= {u, v, w}
denganu = (1,0,0), v = (2,2,0),w = (3,3,3) merentang terhada®®, maka
ambil sebarangy = (b, by, b3) € R3 sedemikian sehingga dapat dinyatakan

dalam kombinasi linear
(bl, bz, b3) =au+ av+ azw. (219)

denganaq, a;, az € R. Dari persamaan (2.19) kemudian dinyatakan dalam

komponen-komponen vektor diperoleh

(b1, by, b3) = a1(1,0,0) + a5(2,2,0) + a3(3,3,3)

(bl,bz, bg) = (al + 2a2 + 3a3,2a2 + 3a3,3a3) (220)
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Dari persamaan (2.20) dengan penyamaan komponepekan yang saling
bersesuaian pada kedua ruas berlaku sehingga tigcladm suatu sistem
persamaan linear

Zaz + 3a3 = bz (221)

a, +2a; +3az = by
3a3 = b3

Untuk mencari solusi pada (2.21), maka dilakukaerag baris elementer,
tetapi sebelumnya sistem persamaan linear tersbblbibh ke dalam matriks
yang diperbesar maka berlaku

1 2 3
0 2 3
0

0 3

by
b, (2.22)
b3

Dari (2.22) kalikan!/,, pada baris kedua, diperoleh
1 2 3|h
0 1 3|22 (2.23)

212
lo 0 3|b,l

Dari (2.23) kurangkan baris pertama dengan 2 lalstkedua, diperoleh

[1 0 0]b1— by]
I 3| by |

2 22 2.24
[0 1350 5 (2.24)
0 0 3| b

[1 o o|27 P2

1O b

01 5| 2 (2.25)
0o 1| s

—_—
(e}
|
[E—
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Dari (2.25) kurangkan baris kedua denéﬁﬁl kali baris ketiga, diperoleh

by — b,
[1 0 0 bz—bgl

01 0 2 (2.26)
[0 0 1| bs J
3
sehingga diperoleh
a, = b1 - bz, ap; = %, as = % . (227)

Artinya, untuk setiaph = (by, b,, b3) € R3 terdapata,, a,, a; € R sedemikian
sehinggab = (a4, a,,a3). Oleh karena itu, himpunan vektof = {u, v, w}
denganu = (1,0,0),v = (2,2,0),w = (3,3,3) merentang terhadafk®. Jadi,
vektor-vektorS = {u, v, w} merupakan basis.

Di dalam ruang vektor terdapat suatu himpunan vdigohingga dan tak
berhingga. Berikut ini akan dijelaskan mengenainilgf suatu ruang vektor
berdimensi hingga dan berdimensi tak hingga.

Definisi 2.19: (Kreyszig, 1978: 54)

Suatu ruang vektdr dikatakan berdimensi hingga jika terdapat suatngan
bulat positifn sedemikian sehinggad < V berisi himpunan sebanyakvektor
padal/ yang membentuk basis. Jikeadalah dimensi padé maka dimV = n,
sehingga jikal = {0} berdimensi hingga maka did = 0. Jika V tidak
berdimensi hingga makéa dinamakan berdimensi tak hingga.

Berkaitan dengan subruang pada ruang vektor terdapetu

penggambaran tentang hubungan dua buah subruatay.viekndangd’ danZ



34

masing-masing sebagai subruang pada ruang v@ktoraka jumlahan dai
danZ akan dijelaskan pada definisi berikut.
Definisi 2.20: (Arifin, 2001: 44)
MisalkanY danZ adalah subruang pada ruang vekipmaka jumlahan datt
danZ didefinisikan oleh:

Y+Z={y+zlyeldanz € Z}.

Berikut ini akan dijelaskan mengenai proposisi dagt hubungan antara
dua buah subruang pada ruang vektor yang berkd#agan jumlahan dan
irisan keduanya.

Proposisi 2.1 : (Arifin, 2001: 45)

MisalkanY danZ adalah subruang pada ruang vekfomaka jumlahan dari

Y + Z membentuk subruang dari ruang vekiordan merupakan subruang

terkecil yang memuat danZ.

Bukti :

Untuk membuktikan bahwaY +Z merupakan subruang, maka harus

ditunjukkan bahw& + Z tertutup terhadap penjumlahan dan perkalian skalar
a. Ambil y,,y, € Y danz,,z, € Z maka jumlaha®’ danZ berlaku

(y,+21),(y,+2z) EY + Z,

sehingga jika setiap elemen ddri- Z dijumlahkan diperoleh

(y,+z)+(y,+2z)=(y,+y,)+ (@1 +2z) €Y+ Z



35

karenay, +y, €Y danz; +z, € Z. Oleh karena ituY + Z tertutup
terhadap penjumlahan.
b. Untuk setiapc € R dany, + z; € Y + Z maka berlaku
k(y, +z,) =ky,+kz, €Y +Z,
karenaky, € Y dankz, € Z. Oleh karena ituYy + Z tertutup terhadap
perkalian skalar.
Jadi, terbukti bahwa hasil jumlah&nt+ Z suatu subruang padia
Selanjutnya, jumlahai + Z memuat subruany dan Z. Misalkan W suatu
subruang yang memu#tdanZ, makalW memuat jumlahaw + z, untuk setiap
y € Y danz € Z. Oleh karena ity + Z € W danW memuat jumlahaif + Z.
Hal ini membuktikan bahw& + Z suatu subruang terkecil yang memuat
subruang’ danZ. m
Proposisi 2.2 : (Arifin, 2001: 45)
MisalkanV adalah suatu ruang vektdrdanZ adalah subruang défi Irisan
Y nZ membentuk subruang da¥i dan merupakan subruang terbesar yang
termuat dalanY danZ.
Bukti :
Untuk membuktikan bahwaY nZ merupakan subruang, maka harus

ditunjukkan bahwd& n Z tertutup terhadap penjumlahan dan perkalian skalar
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a. Ambil y,zeYNnZ makall,z€Y dany,z € Z. SelanjutnyaY danZ
merupakan subruang pada maka berdasarkan Teorema 2.1 berlaku
y+z€Y,y+ze Z Hal ini menunjukkan bahwp+z €Y n Z.
b. Ambil yeYNnZ dank € R makay € Y dany € Z sehingga berlaku
ky € Y, ky € Z. Hal ini menunjukkan bahwiay € Y N Z.
Jadi, terbukti bahwa irisann Z membentuk subruang dafi
Selanjutnya, misalkai?/ adalah suatu subruang dériyang termuat dalard
dan Z, sehinggaW €Y nZ. Hal ini menunjukkan bahw& nZ adalah
subruang terbesar yang termuat dalam subriiahenZ. m

Dari penjelasan dua proposisi di atas, diperolefitusiketerkaitan di
antaraY n Z dan jumlahart + Z yang menghasilkan definisi dafirect sum
seperti berikut.
Definisi 2.21: (Arifin, 2001:45)
MisalkanY danZ yang merupakan subruang pada ruang vekianakadirect
sum dari Y danZ padaV dinotasikan dengali = Y @ Z yaitu hasil jumlahan
Y+ ZdanY nZ = {6}.

Untuk mengetahui sifat daglirect sum dapat dilihat pada teorema berikut
ini.
Teorema 2.4 : (Arifin, 2001: 46)
Misalkan V suatu ruang vektory dan Z subruang dar¥’ yang memenuhi

V =Y + Z makadirect sumV =Y @ Z jika hanya jika untuk setiape V
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dapat dinyatakan secara tunggal sebagaiy + z dengany € Y,z € Z.
Bukti :
Misalkan V=Y @ Z dan diketahui bahwal/ =Y + Z. Jika dimisalkan
Y., Y, €Y, 21,2, € Z maka jumlahan dar¥ +Z diperoleh (y, +z;), (v, +
z;) € Y + Z. Untuk membuktikan ketunggalan, misalkan
Yitz1=Y,+ 2z,
dengany,,y, €Y,z4,2z, € Z makay, —y, = z, — z1. Selanjutnyakarena¥
dan Z subruang dariV maka berlakuy, —y, €Y,z, —z; € Z sehingga
diperoleh
Y=Y, =22—Z1 EYNZ

karena Y NnZ = {0} maka y, —y, =2z, —2z, =0, sehingga diperoleh
Yy, =¥,danz; =z,. Jadi, untuk setiapx € V dapat dinyatakan sebagai
x =y +zdengarny €Y,z € Z dan bersifat tunggal.
Sebaliknya, misalkan untuk setiape V dengarnx =y + z dengany € Y,z €
Z bersifat tunggal. Selanjutnya, ambil vektore Y N Z. Vektor x sebagai
elemen dar¥ dapat dinyatakan dengan

x=x+0, (2.28)
dengan vektof elemen diZ. Demikian juga vektox sebagai elemen daf%i
dapat dinyatakan juga dengan

x=0+x, (2.29)

dengan vekto elemen di¥, maka dari persamaan (2.28) dan (2.29) diperoleh
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x=x+60=0+x,
sehinggax = 8 danY n Z = {#}. Oleh karena itu/ =Y + Z danY n Z = {6}

maka diperolely =Y ® Z. m

D. Transformasi Linear

Secara umum suatu pemetaan dapat didefinisikarsdari himpunan ke
dalam suatu himpunan yang lain. Secara khusus @ikatajari pemetaan dari
ruang vektor ke dalam ruang vektor yang lain yamgggunakan operasi pada
ruang vektor, yaitu operasi penjumlahan dan pexkadkalar.

Definisi 2.22: (Arifin ,2001 : 51)
Misalkan V dan W ruang vektor atas lapangan rdl Transformasi linear
T:V - W adalah pemetaan dari suatu ruang veKt&e ruang vektoi# yang
memenuhi :

a. T(x+y)=T(x)+T(y), untuk setiapx dany di V ;

b. T(ax) = aT(x), untuk setiapx € V dana € R.

Suatu pemetaaff:V — V adalah suatu transformasi linear dari suatu
ruang vektor ke dirinya sendiri, makamerupakan suatu operator linear pada
V.

Berikut ini adalah contoh mengenai transformasdin
Contoh 2.13:

Misalkan#? adalah suatu ruang vektor (berdasarkan Contohsi8ju
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pemetaarT: £2 - ¢% didefinisikan oleh

T(xll X2,X3, ) - (01 X1, X2, X3, ) (230)

Akan ditunjukkan bahw@ adalah suatu transformasi linear.
Penyelesaian :
Misalkan{x,} = (x1,%,, X3, ...) dan{y,} = (¥4, ¥2, ¥, ...) vektor-vektor di¢*
maka
{xa} + On} = (c 22,23, ) + V1,2, 3, +0)
= (X1 + Y1, %2 + V2, X3 + Y3, ..0),
sehingga berlaku
T({xn} + Omd) =TOq +y1, %2 + y2,x3 + ¥3,..)
= (0,x1 + y1, %2 + Y2, %3 + ¥3, ...)
=0+0,x; +y1, % + Y2, %3+ Y3, ...)
= (0,x1,%2,%x3,...) + (0,¥1, V2, Y3, ...)
=T({xn}) + T({yn}).

Jika k adalah skalar di lapangaR maka k{x,} = k(x{, x5, x3,...) =
(kxq, kx,, kx5, ...) sehingga berdasarkan (2.30) berlaku:
T({kx,}) = T(kxq, kxy, kx3, ...)
= (0, kxq, kxy, kx3, ...)
= k(0,xq, X3, X3, ...)
= kT ({xx}).

Dengan demikian, pemetadh £2 — £2 merupakan suatu transformasi linear.
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Berikut ini adalah teorema yang berlaku pada t@nsdsi linear.
Teorema2.5: (Anton, 1978: 235)
MisalkanV danW ruang vektor atas lapangan ré&al JikaT:V — W adalah
suatu transformasi linear, maka berlaku

a. T(0x) = @, untuk setiapx € V

b. T(—x) = —T(x), untuk setiapx € V

c. T(x—y)=T(x)—T(y), untuk setiap,y € V

Bukti :

a. Misalkanx adalah vektor di ruang vektdr, maka berlak@x = @ € V

dengamd € R danT suatu transformasi linear sehingga diperoleh
T(0) =T(0x) =0T(x) = 6.

b. Misalkan T suatu transformasi linear maka untuk setia@ V' berlaku
T(x), sehingga untuk—1 € R dan berdasarkan aksioma 6 berlaku
(—1)x = —x € V dan diperoleh

T(=x) =T((-x) = (=DT(x) = -T(x).
c. Misalkanx dany adalah sebarang vektor di ruang vekfpmaka selisih
dari dua vektor tersebut dapat dinyatakan dengan
x—y=x+(-Dy. (2.31)
T merupakan transformasi linear sehingga dari peaaan(2.31) berlaku
T(x—y)=Tkx+ (-1y)

=T +TDO) =T -T(y). =



41

Di dalam transformasi linear terdapat suatu invaviisalkanP:V - W
dan Q: W — V adalah transformasi linear sedemikian sehin@Qgaerupakan
suatu invers darP. Berikut ini akan dijelaskan mengenai definisieny dari
suatu transformasi linear.

Definisi 2.23: (Gerber, 1990: 312)

MisalkanT:V — W adalah suatu transformasi linear, maka inversTdadalah

suatu transformasi daif ke V, dinotasikarf™*: W — V sedemikian sehingga
T_l(w) = {v € V|T(v) = w,untuk setiap w € W3},

Selanjutnya, akan dijelaskan mengenai definisi gdarge dan kernel dari

suatu transformasi linear pada ruang vektor.
Definisi 2.24: (Gerber, 1990: 314)
MisalkanT:V — W suatu transformasi linear maka himpunan vektdf gang
dipetakan ke dalam vekt@ di W dinamakan Kernel (ruang null) d&h,
dinotasikan dengan
ker(T) ={v e V|T(v) = 0 € W}.

Sedangkan, untuk setiaw € W maka terdapat satu elemen dalam V
sedemikian sehingd&(v) = w dinamakan range dd&Fi, dinotasikan dengan

range(T) = {w € W|T(v) = w,denganv € V }.

Berikut ini adalah teorema yang berhubungan dergage dan kernel

pada suatu transformasi ling€ar
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Teorema 2.6 : (Gerber, 1990: 317-318)
Misalkan V' dan W masing-masing adalah ruang vektor, suatu transfeirm
linearT:V — W berlaku

a. Ker(T) adalah subruang padfa

b. Rang€T) adalah subruang paiia

Bukti :

a. Misalkan x dan y adalah vektor-vektor di kéF) dan T adalah
transformasi linear maka berlalli{x) = @ danT(y) = 0, jika k adalah
sebarang skalar atas lapangan Reataka berlaku

Tx+y)=Tx)+T(y)=0+6 =20, (2.32)
sehinggax + y berada dalam kéF). Selanjutnya
T(kx) = kT(x) = kB = 6, (2.33)
sehinggakx berada dalam KkéF). Berdasarkan Teorema 2.1 maka
persamaan (2.32) dan (2.33) menunjukkan bahw&T kemerupakan
subruang padt.

b. Misalkanx dany berada di rang&) maka terdapat vektar; dana, di
V' sedemikian sehingga berlakili(a;) =x dan T(a,) =y maka
diperoleh

T(a;))+T(a,) =x+y (2.34)
dan untuk skalak € R diperoleh

T(ka,) = kT(a,) = kx. (2.35)
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Dengan demikian, persamaan (2.34) dan (2.35) tgrtuerhadap
penjumlahan dan perkalian skalar. oleh karenabitdlasarkan Teorema

2.1 rangé€T’) merupakan subruang pada m

E. Ruang Pre-Hilbert
Pada suatu ruang vektdr yang berdimensi hingga dapat didefinisikan
suatu hasil kali antara vektor-vektor pada ruangtoreyang didefinisikan
secara aksiomatis. Definisi berikut akan diberipada suatu ruang vektor atas
lapangan real.
Definisi 2.25: (Anton, 1978: 175)
Suatu inner product pada ruang vektor/ adalah suatu pemetaan yang
menghubungkan masing-masing pasangan vektoy) anggotal/ dengan
(x,y) skalar atas lapangan reRl padalV sedemikian sehingga untuk setiap
skalara aksioma-aksioma berikut terpenuhi
a. (x,y) = (y,x), untuk setiap,y € V
b. (x,x) > 0 dan(x,x) = 0, jika hanya jikax = 0
C. (x+y,z)=1(x,z)+(y, z), untuk setiapx,y,z €V
d. (ay,z) = a(y,z) untuk setiapa € R, denganR adalah skalar atas
lapangan real padadany,z € V.
Dari definisiinner product di atas, maka diperoleh suatu definisi ruang

pre-Hilbert sebagai berikut.
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Definisi 2.26: (Anton, 1978: 175)
Suatu ruang vektor yang dilengkapi dengamner product dinamakan ruang

inner product. Ruangnner product juga dinamakan ruangre-Hilbert.

Suatuinner product dapat dinyatakan ke dalam norma dan jarak suatu
vektor. Berikut akan dijelaskan definisi dari hallkersebut.
Definisi 2.27: (Anton, 1978: 182)
Misalkan X adalah suatu ruangre-Hilbert dan x adalah vektor diX maka

norma vektorx didefinisikan oleh:

1
lxll = V{x, x) = (x,x)2.
Jika suatu barisafw,} = (x1, %, x3, ...) € #* maka berlaku norma barisan

berlaku

1
a3l = ({and, {an})2 = J{an}, {an})

X1

X
= (xl,xz,X3, ) xi

= \/(xlr le x31 )(xll le x31 )T

= \/xlz +x22 + X32 + -
Definisi 2.28: (Anton, 1978: 182)
MisalkanX adalah suatu ruarge-Hilbert danx adalah vektor dk maka

jarak vektorx didefinisikan oleh:

d(x,y) = llx - yll = /(x —y,x — y).
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Berikut adalah contoh dari suatu rugmg-Hilbert.

Contoh 2.14:

Misalkan #* adalah suatu ruang vektor, dengdn= {{an}|2;'{’=1|{an}|2 < oo}.
Akan ditunjukkan bahw#* adalah ruangre-Hilbert.

Penyelesaian:

Akan ditunjukkan bahwa ruang vektdf merupakan ruangre-Hilbert jika

didefinisikan suatunner product sebagai berikut

(e (B = Cev, 202,23, ) (V0. Yp Vg )
=x1Y1 + XY, + X3y3 ...
a. Untuk setiap{a,},{B,} € ¢*akan dibuktikan({a,},{8,}) = {8} {a})
maka diperoleh
(et} {B, ) = (1,20, %3, . ) (V) V3 Vg o)

=X1Y1 + XYz + X33 ...

= y1X; + Y2X, + ¥3%3 ... (Karena{a,} dan {8 } merupakan
barisan bilangan real maka untuk setiapy,,..€R
berlakux; +y, =y, + x; =+ € R)

= (V1 Y2r Y3 - ) (X1, X2, %3, .0.)"

= ({,Bn}v {an}>-
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b. Untuk setiap {a,}€ £? dengan berlaku ({a,}, {a,}) > 0 dan
({a,,}, {a,}) = 0 jika hanya jika{a,,} = 8 maka diperoleh
{an} {an}) = (0, %2, %3, .. ) (X1, X2, X3, ... )"
= X1X1 + X3X5 + X3X3 ...
=x2 +x,% + x3% ... > 0.
Misalkan{a,}, {a,,}) = 0, maka berlaku bahwa
(%1, %2, X3, .. ) (X1, %2, %3, .)T = 212 + 2% + 232 + - =0,
sehinggda,} = 6.
Sebaliknya, jikda,} = @ maka berlaku bahwa
({a,}, {a,}) =(0,08) = (0,0,0,...)(0,0,0,..)T =0
c. Untuk setiap{a,},{8,}{r,} € ¢*akan dibuktikan({a,}+ {8 }.{r,}) =

{and, {v, ) + (B, }.{r,}) maka diperoleh
(an} + {B, 1 {v, ]y = ({and + {B,){r,)

= ((x1, %2, %3, ) + V1, Y2, V3, ) (21,22, 23, .. )T

= (1 + y1, %2 + Y2, %3 + V3, ... )(21, Z, Z3, ... )T

= ((x1 +y1)z1 + (xy +y,)25 + (X3 + y3)z5 + )

= (X121 + V121 + X325 + Y22y + X325 + Y323 + +++)

= (X121 + x325 + X323 + )

+(y121 + V22, + Y323+ )
= ((x1, %2, %3, .. ) (21,23, 23, .. ))

+(()’1’ V2, V3, o )24, 23, Z3, ... )T)
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= ({an}, {(vad) + B} v D
d. Untuk setiap {an},{ﬁn}efz dengan {a,} = (x1,%2,%3,..),{B,} =

(¥, ¥, Y3 ) dan skalark € R berlaku ({ka,},{B,}) = k{a,},{B,}

maka diperoleh

({ka,},{B,}) = (kxq, kxz, kx3, . ) (¥, Y, Vs )T
= (kx1y1 + kxyy, + kxsys ...)
= k(x1yy + X3, + X3Y3 ...)
= k{{an}, {Bn})-
Oleh karena itu, ruang vektéf merupakan ruangre-Hilbert.

Berkaitan dengan norma yang berlaku pada suatiwgruakior. Berikut
ini akan dijelaskan mengenai teorema-teorema yarigku pada norma, yaitu
hukum parallelogram, ketaksamaan Cauchy-Scwarzketaksamaan segitiga.
Teorema 2.7 : Hukum Parallelogram (Berberian, 1961: 29)

Untuk setiapk, y di dalam ruangre-Hilbert X berlaku
X+ ylI2 + llx = ylI* = 2lx)I1* + 2]yl
Bukti :
Misalkanx dany adalah vektor-vektor pada suatu ruanegHilbert X, maka
berlaku
Ix+yl>=(x+yx+y)
=(x,x +y)+(y,x +y) (Definisi 2.25 aksioma c)

=(x,x) +(x,y) + (¥, x) + (y,y) (Definisi 2.25 aksioma c)
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= 1Ixl” + llyll> + (x, ¥} + (¥, x). (2.36)
Selanjutnya, dengan menggaptilengan-y diperoleh:
lx = ylI> = (x—y,x - y)
=(x,x —y) — (y,x —y) (Definisi 2.25 aksioma c)
=(x,x) — (x,y) — (y,x) + (y,y) (Definisi 2.25 aksioma c)
= lIxlI> + lIyll? = (x, 3) = (¥, %). (2.37)
Dari hasil penjumlahan persamaan (2.36) dan (2.3diperoleh
llx + ylI® + llx = ylI* = 2[|x]|* + 2[|yl|*. =
Teorema berikut akan menjelaskan keterkaitan miatlak dari suatu
inner product dengan norma dari vektor-vektornya.
Teorema 2.8 : Ketaksamaan Cauchy-Schwarz (Berberian, 1961: 30)
Untuk setiapx, y di dalam ruangre-Hilbert X berlaku

1< ) < x|yl (2.38)

Bukti :
Misalkanx dany adalah vektor-vektor pada suatu rugnegHilbert X, untuk
y = 0 maka persamaan (2.36) berlaku

<, ) =0 < x|yl (2.39)

Untuky # 0, misalkan

zZ=x—ay,

denganz adalah vektor pada ruampge-Hilbert X maka berdasarkan persamaan

(2.39) diperoleh
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0 <|lzll* = (z,2)
=(x—ay,x—ay)
= (x,x — ay) — (ay, x — ay) (Definisi 2.25 aksioma c)
= (x,%) — (x, ay) — (ay, x) + (ay,ay) (Definisi 2.25 aksioma c)
= (x,%) — (x, ay) + a[(y, x) — a(y, y)] (Definisi 2.25 aksioma c)
= (x,%) — a(x,y) + a[(y, x) — a(y, y)] (Definisi 2.25 aksioma d)
= [Ixll* — afx, y) + al{y, x) — a(y, y)].

Dengan memisalkai{y, x) — a(y, y)] = 0, maka diperoleh

0 < llz|I* = lIx]I* — afx, y), (2.40)
dan
_{yx)
a=Ty (2.41)

Selanjutnya, persamaan (2.41) disubstitusikan keapgaan (2.40) diperoleh

0 < |lx|I* - %mw,
atau
0 < [Ix|l? - 'ﬂ’f’yﬁ'z
sehingga,
(x, y)|?

< Ilx]I*.
Iyl
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Selanjutnya, dengan mengalikan kedua ruas dejghdiperoleh|(x, y)|> <

llx|I2]ly||2. Oleh karena itu{x, y)| < ||x|l||y]l. m

Teorema 2.9 : Ketaksamaan Segitiga (Berberian, 1961: 30)
Untuk setiap, y di dalam ruangre-Hilbert X berlaku

lx +yll < lixll + Iyl

Bukti :
Dengan menggunakan langkah pada ketaksamaan C&ubimarz, yaitu :
lx+ ¥l =(x+y,x+y)
=xx+y)+xx+y) =xx)+&xy)+yx)+yy
(aksioma c)
=[xl + 2¢x, y) + llyll* < llxlI* + 2[(x, p) + llyll* < llx]|? +
2|lxlllyll + llyll? (ketaksamaan Cauchy-Schwarz)

= (lIxll + 1lyID2.

Selanjutnya, jika kedua ruas masing-masing diakankaka diperoleljx +

yiE<=lxll+lyll. -

Misalkanx dany masing-masing vektor tak nol dalam suatu rupireg
Hilbert atas lapangareal R dan keduanya saling ortogonal jika berlaku suatu

inner product seperti yang akan dijelaskan pada definisi berikut
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Definisi 2.29: (Arifin, 2001: 106)
Vektor x dan y dalam ruangpre-Hilbert X dikatakan ortogonal (saling
ortogonal) jika(x,y) = 0.

Vektor x dany yang ortogonal dinotasikan dengan. y, dan dibaca
ortogonal terhadap atau sebaliknyg ortogonal terhadagp. Menurut definisi
di atas, vektor nol ortogonal pada setiap vektoudngpre-Hilbert X.

Definisi 2.30: (Berberian, 1961 : 71)
Misalkan Y adalah subruangre-Hilbert X, Y* dinamakan komplemen
ortogonal dar padaX dan berlaku

Yyt = {x € X|(x,y) = 0,untuk setiap y € Y}.

Berdasarkan definisi di atas, suatu subrugmg-Hilbert memiliki
komplemen ortogonal. Proposisi berikut akan meskala irisan dari subruang
pre-Hilbert dengan komplemen ortogonalnya serta menjelaskarwaah
komplemen ortogonal dari subruangre-Hilbert juga merupakan suatu
subruang.

Proposisi 2.3: (Arifin, 2001: 110)
Misalkan X adalah ruangre-Hilbert dan S adalah subruang padé maka
berlaku :

a. Snst={6)}

b. S$* adalah subruang dafi
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Bukti :

a. Misalkan sebarange € SN S+, makax € S dan x € St sedemikian
sehingga(x,x) = 0. Oleh karena itu, berdasarkan aksioma iftjer
product x = 6.

b. Ambil sebarangS® himpunan bagian pada ruamge-Hilbert X, akan
ditunjukkan bahwa™* adalah subruang dai

i. S himpunan bagian tak kosong, selfag S*.

i. Misalkan x1,x, € S* , maka untuk setialy € S berlaku(xq,) =
(x2,y) =0 sehingga (x1 + x3,¥) = (x1,y) + (x2,y) = 0. Oleh
karena itux; + x, € S*.

i. Misalkan x; € S* danr € R, maka untuk setiafy € S berlaku
(x1,y) = 0 sehinggarxy,y) = r(x1,y) = r0 = 0. Oleh karena itu,

r X1 ESJ_.

Jadi, terbukti bahw&" adalah subruang padam

Pada teorema berikut akan dibuktikan bahwa relgsiagoras memenuhi
untuk setiap pasangan dari vektor-vektor ortogahauatu ruangre-Hilbert
sehingga dapat digeneralisasikan untuk setiap rskatey diperoleh dari vektor-
vektor ortogonal.
Teorema 2.10 : Relasi Pythagoras (Berberian, 1961: 44)
Untuk setiapx,y di dalam ruangre-Hilbert X dari vektor-vektor ortogonal

berlaku
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llx + ylI% = lIx)1* + [yl
Bukti :
Misalkanx dany adalah vektor-vektor pada suatu rugneHilbert X. Jikax

ortogonal key maka berlakyx, y) = (y,x@) = 0. Selanjutnya,

lx+yl* =(x+yx+y)
=(x,x+y)+(y,x +y) (Definisi 2.25 aksioma c)
= (x,x) + (x,¥) + (y,x) + (y,y) (Definisi 2.25
aksioma c)
= |lx|I* + 0+ 0 + [lylI?

= [lxlI” + [lylI*. =

F. Proyeks Ortogonal

Dalam subbab sebelumnya telah dijelaskan bahwau duahsformasi
linear dikatakan operator linear jika pemetaanetaus memetakan suatu ruang
ke dirinya sendiri. Kasus khusus dari suatu opertibe@ar adalah proyeksi.
Untuk lebih memahami penjelasan tentang proyeksatdilihat pada definisi
berikut.
Definisi 2.31: (Arifin, 2001:77)
Misalkan M dan N adalah subruang pada ruapge-Hilbert X dan suatu
operator linearP: X — X dinamakan proyeksi padd sepanjangN jika

berlakuX = M @ N maka untuk setiap vektar € X dapat dinyatakan secara
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tunggalx = y + zdengany € M,z € N sedemikian sehingga berlalR{x) =

y.

Berdasarkan Teorema 2.4 range dan kernel dari sy@guator linear
merupakan subruang. Berikut ini adalah teorema emaigproyeksi yang
berkaitan dengan range dan kernel dari operateatin
Teorema 2.10 : (Wiedmann, 1980: 29)

MisalkanX adalah suatu ruamge-Hilbert, maka berlaku

a. JikaP:X — X adalah suatu proyeksi, makKa= range(P) @ ker(P).

b. JikaX =Y @ Z, dengant danZ adalah subruang padamaka terdapat
suatu proyeksP: X — X dengart = range(P) danZ = ker(P).

Bukti :

a. Misalkan x = P(x) maka berdasarkan Definisi 2.23 jelas bahwa
range(P). Jika x € range(P) N ker(P) maka x = P(x) € range(P)
danx = P(x) = 0 € ker(P), sehinggarange(P) N ker(P) = {6}. Untuk
setiapx € X dapat dinyatakan sebagai

x=Px)+ (x—Px),
denganP(x) € range(P) dan(x — P(x)) € ker(P) karena

P(x — P(x)) = P(x) — P(P(x)) (berdasarkan Teorema 2.3 c)

=P(x)—P(x)=0.
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Jadi, karena berlaku jumlaharange(P) + ker(P) dan range(P) N

ker(P) = {0} maka terbukti bahw& = range(P) @ ker(P). m

. MisalkanX =Y @ Z maka berdasarkan Teorema 2.2 untuk setigpX
dapat dinyatakan secara tunggak y +z dengany €Y danze Z.
Berdasarkan pembuktian pada (a) jijk& Y danz € Z maka berlaku
P(x) =y dan P(z) = @ untuk setiapx € X dan berdasarkan Definisi
2.23 makay € range(P), z € ker(P) sehingga berlaku

Y C range(P) dan Z < ker(P) (2.42)
Sebaliknya, jika berlaku suatlirect sum X = range(P) @ ker(P) untuk
setiap x € X dapat dinyatakan secara tunggak y + z dengany €
range(P),z € ker(P) sehingga berlakuP(x) =y dan P(z) =86.
Berdasarkan Teorema 2.2, hal tersebut menunjukkamvdoy € Y dan
z € Z sehingga berlaku

range(P) €Y dan ker(P)cZ (2.43)
Oleh karena itu, berdasarkan persamaan (2.42)2148)(terbukti bahwa
range(P) =Y danker(P) =Z. m

Berikut ini adalah proposisi yang berlaku pada swgterator linear yang

berkaitan dengan proyeksi pada ruangHilbert.

Proposisi 2.4: (Arifin, 2001: 77-78)

Misalkan X suatu ruangore-Hilbert, operator linearP: X — X adalah suatu

proyeksi jika dan hanya jiké® = P (P suatu idempoten).
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Bukti:

Misalkan P: X — X suatu proyeksi maka berlaku sualvect sum X =M @
N. Berdasarkan Teorema 2.11 maka= range(P) dan N = ker(P) maka
untuk setiapx € X denganx = y+zdany € M,z € N sedemikian sehingga

berlaku x = y danP(x) = y diperoleh bahwa

P?(x) = P(P(x)) = P(y) =y = P(x).

Jadi,P*(x) = P(x) untuk setiapr € X, sehingga®” = P.

Sebaliknya, misalkar®®* = P dan P adalah suatu operator linear maka akan
dibuktikan bahwa X = range(P) @ ker(P). Ambil x € X maka berlaku

y = P(x) dengany € range(P) dan misalkanz = x —y maka diperoleh

x =y + z sehingga berlaku

P(z) = P(x) — P(y) = P(x) — P(P(x)) = P(x) — P(x) = 6. (2.44)

Hal ini menunjukan bahwa € ker(P), sehinggaX = range(P) + ker(P).
Selanjutnya, ambil y € range(P) nker(P) karena y € range(P) maka
y = P(x) untuk setiapx € X. Selanjutnya, karen&” = P maka untuk setiap
x € X berlakuP?(x) = P(Bx) dan jikay € ker(P) maka diperoleh

y=P(x)=P(P(x))=P(y) =6, (2.45)

sehinggarange(P) n ker(P) = {@}. Jadi, dari persamaan (2.44) dan (2.45)

menunjukan bahw& = range(P) @ ker(P). Selanjutnya, untuk setiape X
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dan x =y +z dengany € range(P), z € ker(P) berlaku x =y sehingga
diperoleh
P(x) =P(y) =P(P(x)) = P(x) = y.
Jadi, P: X — X berlaku suatudirect sum X = range(P) @ ker(P), oleh
karenanya adalah suatu proyeka.
Berikut ini akan dijelaskan mengenai teorema sogkrator linear yang
berkaitan dengapre-Hilbert.
Teorema2.12: (Taylor & Lay, 1980: 250)
Misalkan X adalah suatu ruanpre-Hilbert, suatu operator lineaP: X — X
dikatakan simetri jika hanya jika
(P(x),y) = (x, P(y)) untuk setiap x,y € X. (2.46)
Bukti :
Misalkan P: X - X adalah suatu operator linear pada rugngHilbert X.
Operator lineal memetakan ruangre-Hilbert X ke dirinya sendiri sehingga
untuk setiapx, y € X berlakuP(x) = x danP(y) = y. Misalkanx = P(x) + u
dany = P(y) + v denganu, v € ker(P) maka diperoleh
(P(x),y) =(P(x),P(y) + v)
= (P(x),P(y)) + (P(x),v), (Definisi 2.25 aksioma c) (2.47)
(x,P(y)) = (P(x) + u, P(y))

= (P(x),P(y)) + (u, P(y)). (Definisi 2.25 aksioma c) (2.48)
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Jika range(P) dan ker(P) adalah ortogonal, maka berdasarkan persamaan
(2.47) dan (2.48) dapat diperoleh bahi®gx), y) = (P(x), P(y)) = (x, P(y)).

Di lain pihak, jika persamaan (2.44) berlaku dee range(P),y € ker(P)
maka P(x) = x, P(y) = 6, sehingga(x,y) = (P(x),y) = (x,P(y)) = (x,0) =

0. Oleh karena itu, operator linéBradalah simetrim

Proyeksi pada ruangre-Hilbert dikatakan orthogonal jika dua buah
subruang yang dinyatakan dengdinect sum saling ortogonal. Berikut akan
dijelaskan mengenai definisi proyeksi orthogonalgpeuangore-Hilbert.

Definisi 2.32: (Arifin, 2001: 112)

Misalkan K adalah subruang pada ruamge-Hilbert X dan K* adalah
komplemen ortogonal pada dEnProyeksi ortogonat adalah suatu proyeksi
padak sepanjandk™.

Untuk lebih memperjelas ciri dari proyeksi ortogbdapat dilihat pada
teorema berikut yang digunakan untuk memperlihati@mva suatu operator
linear merupakan proyeksi ortogonal.

Teorema 2.13: (Arifin, 2001: 113)

Misalkan X suatu ruangre-Hilbert operator linearP: X — X suatu proyeksi
ortogonal jika dan hanya jik&: X — X bersifat idempoten dan simetri.

Bukti :

Misalkan P: X — X suatu proyeksi ortogonal maka berdasarkan Teotzfia

operator lineaP: X — X suatu proyeksi padange(P) sepanjandcer(P) dan
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berlaku

X = range(P) @ ker(P)

Berdasarkan Proposisi 2.4, opertor linaX — X bersifat idempoten maka
berlakuP? = P dan dengan Definisi 2.32 diperoleh

(range(P))l = ker(P)
Ambil vektorx, y € X, dan ditulis

x=x1+x;dany =y, +y,

dengamxy,y, € range(P) danx,,y, € ker(P) diperoleh
(P(x),y) = (x1,Y)

= (X1 +X2,¥1 +¥2)

=(x1,y71 +y2) + (x2,y1 +y2) (Definisi 2.25 aksioma c)

=(x1,y1) + (X1, V2) + (X2, y1) + (x2,¥,)  (Definisi ~ 2.25
aksioma c)

=(x1 +x3,¥1) +{(x1+ x3,y3) (Definisi 2.25 aksioma c)

= (X1 + x2,¥1)

=(x1 + x2,¥) = (x, P(y)).

Hal ini menunjukan bahwa operator lindatX — X bersifat simetri.
Sebaliknya, misalkaP: X — X bersifat idempoten dan simetri. Berdasarkan
Proposisi 2.4P* = P, maka berdasarkan Teorema 2.11 operator lifeaf —

X suatu proyeksi padange(P) sepanjandker(P) dengan
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X = range(P) @ ker(P).
Ambil vektor x € range(P) dany € ker(P), berdasarkan Definisi 2.24 dan
untuk setiape € X berlakuP(x) = x danP(y) = 6 maka diperoleh
(x,y) = (P(x),y) = (x,P(y)) = (x,0) = 0,
sehingga berlakuP(y) =y =60 dan berdasarkan Definisi 2.24 €
(range(P))l maka berlaku

ker(P) € (range (P))L. (2.49)

Selanjutnya, jika € range(P) dany € (range(P))l maka diperoleh

(x,¥) = (P(x),y) = (x,P(y)) = (x,0) = 0,

sehingga berlakwP(y) = y = 8 dan berdasarkan Definisi 2.28 € ker(P)
maka berlaku
(range(P))l c ker(P). (2.50)

Berdasarkan persamaan (2.49) dan (2.50) méﬂmlge(P))l = ker(P). Oleh
karena itu,X = range(P) @ ker(P) sehingga operator line®: X — X adalah
suatu proyeksi ortogonak

Untuk lebih memahami proyeksi ortogonal pada ruaregHilbert dapat
dilihat pada contoh berikut.
Contoh 2.15:
Misalkan ¢* adalah suatu ruangre-Hilbert maka terdapat suatB: £2 — £2

didefinisikan oleh
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P(xq,%5,%x3,...) = (0,x5,%3,...) .
Akan ditunjukkan bahwd adalah suatu proyeksi ortogonal pada ruprey
Hilbert .
Penyelesaian :
Akan ditunjukkan terlebih dahulu bahwka merupakan suatu operator linear.
Misalkan{x,} = (xq, %3, X3, ...) dan{y,} = (y1,¥,, s, ...) vektor-vektor di¢*
maka
{xa} + O} = (e, %2, 23, ) + V1, Y2, Y3, )
=+ Y% + Y2, %3+ Y3, 00),
berdasarkan definisi berlakR({x,}) = P(xq, x5, X3, ...) = (0, x5, x3,...) dan
Py} = P(y1,¥2, V3, -..) = (0,y,,y3, ...) sehingga diperoleh
P({xn} + {yn}) = P(x1 + y1, %2 + y2, X3 + ¥3, ...)
=(0,x; + ¥2,x3 + ¥3, ...)
=0+4+0,x,+y,,x3+y3,...)
= (0,x45,%3,...) +(0,y5,¥3,...)
= P(xq,%3,%3,...) + BP(¥1,¥2, V3, -..)
= P(u) + P(v).
Jika k adalah skalar atas lapangan red maka berlaku
k{x,} = k(xq, x5, x3,...) = (kxq, kx,, kxs, ...) sehingga diperoleh
P({kx,}) = P(kxy, kx,, kxs, ...)

= (kO, ka, X3, )
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= k(0,x,,x3,...) = kP({x,}).
Jadi, P merupakan suatu transformasi linear #damerupakan operator linear
karena memetakan suatu ruang velfoke dirinya sendiri. Selanjutnya, akan
dibuktikan bahwa P merupakan suatu proyeksi ortogonal. Berdasarkan
Teorema 2.11, suatu proyeksi ortogonal memilikatsilempoten dan simetri.
Untuk setiap {x,} = (x1,x5,%3,...) €E£*> maka berlaku P({x,}) =
P(xq,%5,x3,...) = (0,x,, x5, ...) sehingga diperoleh
P(P({xn})) = P(P(xl,xz,x3, ))
= P(0,x,, X3, ...)
= (0,x2,x3, ..) = P({xy}),
sehingga P idempoten. Selanjutnya, akan ditunjukkan bah®asimetri.
Misalkan{x,} = (x1,%,, X3, ...) dan{y,} = (¥4, 2, ¥, ...) vektor-vektor di¢*
maka berdasarkan definisi berlaR@{x,}) = P(xq, x5, x3,...) = (0, x5, x5, ...)
danP({y,.}) = P(¥1,¥2,¥3, -..) = (0,4, y3,...) sehingga diperoleh suafue-
Hilbert
(P(LXxaD Ay, ) = (P(x1, %2, X3, .0, (V1,0 V30 o))
=((0,x5,%3, ... ), V1, V2, V3, . )) = X3¥2 + X3y5 + -+, (2.51)
dan
ad, P({y, 1)) = (1,2, %3, . ), P(¥ 1, V0 V3o o))

= ((x1,%x2,%3,...),(0,¥2,¥3,...)) = X295 + x3y3 +---.  (2.52)
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Dari persamaan (2.51) dan (2.52) menunjukkan bahwanetri. Oleh karena

itu, operator lineaP adalah suatu proyeksi ortogonal.

G. Kekonvergenan dan kelengkapan
Salah satu cara untuk menjelaskan sifat kelengkagmbaiah dengan
mengasumsikan bahwa masing-masing himpunan bagiankdsong yang
terbatas pad® memiliki supremum. Untuk memahami definisi dagpsamum,
sebelumnya akan dijelaskan definisi dari himpunembatas atas, himpunan
terbatas bawah, serta himpunan terbatas dan eda&tas seperti berikut ini.
Definisi 2.33: (Bartle & Sherbert, 1927:
MisalkanS adalah himpunan bagian tak kosong @anmaka berlaku
a. Himpunans$ dikatakan terbatas atas jika terdapat suatu lalamge R
sedemikain sehingga < u untuk setiaps € S. Masing-masing bilangan
u dinamakan batas atas pata
b. HimpunanS dikatakan terbatas bawah jika terdapat suatu dmiaw € R
sedemikain sehingga < s untuk setiaps € S. Masing-masing bilangan
w dinamakan batas atas pada
c. Suatu himpunars dikatakan terbatas jik& terbatas atas dan terbatas
bawah. Himpunat dikatakan tidak terbatas jikatidak terbatas atas dan

terbatas bawah
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Definisi 2.34: (Bartle & Sherbert, 1927: 35)
Misalkan S adalah himpunan bagian tak kosong d@riJika$S terbatas atas
maka suatw € R dinamakan supremum dafi atau Sup u jika memenuhi
ketentuan berikut:
a. u adalah batas atas d&ri
b. Jikav sebarang batas atas damakau < v

Berikut ini akan dijelaskan mengenai lemma yangk&iean dengan
definisi supremum di atas.
Lemma2.1l: (Bartle& Sherbert, 1927: 53)
Misalkan u € R maka u dinamakan supremum dari himpunan bagian tak
kosongS padaR jika hanya jika berlakg < u untuk setiap € S.
Bukti :
(=)
Misalkanu adalah supremum da$i maka berlaku bahwa adalah batas atas
dariS. Jika terdapat € R maka berlaku bahwa< u untuk setiap € S.
(=)
Sebaliknya, jika terdapat € R maka berlakws < u untuk setiaps € S dans
bukan merupakan suatu batas atas Slamlisalkans sebarang batas bawah
makau juga merupakan batas bawah darsedemikian sehingga jika € R
maka berlakus < u untuk setiaps € S. Hasil di atas kontradiksi, sehingga

harus pernyataan harus dibalik yat@adalah supremum dafi m
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Konsep terpenting dalam suatu barisan adalah kekgewman. Berikut ini
akan dijelaskan mengenai definisi kekonvergenatusharisan.
Definisi 3.35: (Varberg & Purcell, 2001: 97)
MisalkanA € R, A # @ danc titik limit dari A. Suatu pemetaarf: A — R dan
L € R makaL dinamakan limit fungsf di c, dinotasikanim,._,. f(x) = L jika
untuk setiage > 0 terdapats > 0 sehingga jiked < [x — c¢| < § denganx € A
maka berlakuf (x) — L| < ¢.
Definisi 2.35: (Bartle & Sherbert, 1927: 54)
Suatu barisan bilangan ref,} dikatakan konvergen jika untuk setiap> 0
terdapat suatm, € N sedemikian sehingga > n, maka jika terdapat suatu
x € R berlaku|{x,} — x| < . Jikax adalah limit dari barisaf,} maka{x,}
dikatakan konvergen ke atau dinotasikan dengdim,,_..{x,} = x.

Dengan demikian jika suatu barisan memiliki limiha@makan barisan
konvergen. Sebaliknya, jika barisan tersebut tidamiliki limit dinamakan
barisan divergen.

Contoh 2.16:
Akan dibuktikan bahwdim,,_,. (%) = 0 merupakan barisan yang konvergen

dalamR.

Penyelesaian :

Untuk setiaps > 0 maka terdapat, € N sedemikian sehingga berlarl%ou< E.

Jikan > n, maka}1 < nio < ¢, sehingga diperoleh
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1 ‘ 1
——0l==<s=s
n n

Oleh karena itu, barisaé)(konvergen ke O dalaf.

Untuk membuktikan bahwa suatu barisan merupakaisamkonvergen
memerlukan definisi yang dapat digunakan untuk reg&tginya, minimal
dengan perkiraan limit. Definisi tersebut bergunaatuk mengukur
kekonvergenan jika limit tidak dapat diperkirak&@®ngukuran yang dimaksud
adalah pengukuran Cauchy untuk suatu barisan.

Definisi 2.36: (Bartle & Sherbert, 1927: 82)

Suatu barisan bilangan refdlc,,)} dinamakan suatu barisan Cauchy jika untuk

setiap ¢ > 0 terdapat suatwn, € N sedemikian sehingga, m > n,, maka

berlaku|{x,} — {x,,}| < . Dinotasikan dengalim,, ;.o {x,} — {xp}| = 0.
Berikut ini akan dijelaskan mengenai contoh daridaen Cauchy.

Contoh 2.17:
Misalkan{x,} = (%) suatu barisan, akan ditunjukkan bar@}i adalah barisan

Cauchy.

Penyelesaian :

Misalkan {x,} = (%) adalah suatu barisan. Untuk setiap- 0 terdapat suatu
ny € N sedemikian sehingga, >§ dan berlakuni0 < % karenan,m > n,

diperoleh
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3m
IA

dan

N[ ™

Oleh karena itu,

1 1 1 1 ¢ =«
—— =< -t+t=<F+t5==¢
n m n m 2 2

Jadi, barisafx,} = (%) merupakan barisan Cauchy.

Di dalam kekonvergenan suatu barisan, akan dijatagkga mengenai
kekonvergenan seragam yaitu kekonvergenan suatabarang dihubungakan
dengan suatu norma. Misalkan pemetagnd - R denganf padaA maka
normal|f|l, < € akan setara dengadfi(t)| < &, dengarnt € A. Berikut ini akan
dijelaskan mengenai kekonvergenan barisan dengamggueakan norma
seragam.

Teorema 2.14: (Wiedmann, 1980 : 15)

Misalkan suatu barisan fung§f,} terbatas padd untuk setiagm € N, maka
barisan{f,,} konvergen seragam ke suatu fungsi terbAtasdad jika hanya
jika untuk setiape > 0 terdapat suatn, € N sedemikian sehingga m > n,,
maka berlakd|/{f } —{f }| < e.

Bukti :

(=)

Misalkan {f,,} konvergen seragam kg padaA. Ambil sebarang > 0 maka

untuk n, € N sedemikian sehinggg m > n,, maka berlakui{f,,} — fll4 < E .

Berdasarkan ketaksamaan segitiga maka untuk se@iapdiperoleh
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{3 — O] < 3@ = FO1 + [{3(0) — £ ()]

<=+

N m
N m
I
™

Oleh karena itu,|{f,}(t) — {fi}(t)| < € sehingga terbukti bahwd{f,} —

{fm}ll < €.
(=)
Untuk setiape > 0 terdapat suatu, € N sedemikian sehingga, m > n,,
maka berlakul{f,,} — {fm}lla < € maka untuk setiape A berlaku

{3 = {3 O] < I} = fmdlla s e
Hal ini menunjukkan bahwa{f,}(t)) merupakan barisan Cauchy di
sehingga{f,,} merupakan barisan konvergen ke suft) untuk setiapt € A

maka diperoleh

123 (©) = Ol = lim [{f}(&) — fm} (O] =0<e

Hal ini menunjukkan bahwa barisdyj,} konvergen seragam ke suatu fungsi
terbatag padad. m

Berikut ini aka dijelaskan mengenai definisi darat barisan konvergen
dan barisan Cauchy dalam suatu rupregHilbert.
Definisi 2.19 : (Wiedmann, 1980 : 15)
Suatu barisaf{x,} dalam ruangnner product X dikatakan konvergen jika
untuk setiape > 0 terdapat suatw, € N sedemikian sehingga > n, maka

jika terdapat suata € X berlaku|[{x,} — x|| < ¢ ataulim,,_,||{x,} — x|| = 0.
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Definisi 2.20 : (Wiedmann, 1980 : 15)
Suatu barisar{x,,} dalam ruanginner product X dinamakan suatu barisan
Cauchy jika untuk setiap > 0 terdapat suatwm, € N sedemikian sehingga

n,m>n,, maka berlaku [|{x,}—{xn}|| <e. Dinotasikan dengan

1irnm,n—wo ”{xn} - {xm}” =0.

Berikut ini akan dijelaskan mengenai proposisi daatu barisan Cauchy
pada ruangre-Hilbert.
Proposisi 2.5: (Wiedmann, 1980: 16)
Misalkan{x,} suatu barisan pada ruapg-Hilbert X, maka berlaku:
a. Jika{x,} adalah barisan Cauchy, maka barig#ix,,}||} konvergen.
b. JikaX adalah ruangre-Hilbert dan{x,} dan{y,} adalah barisan Cauchy,
maka barisaf({x,},{y,})} adalah konvergen.

Bukti :

a. Misalkan{x,} barisan Cauchy maka untuk seti@ap 0 terdapat suatu
ny € N sedemikian sehinggg m > n,y, maka berlakul{x,} — {x,,}I| < ¢
sehingga diperoleh bahwa
10} — CemdlI* = (Gn} — {tmd, G} — ()

= ((xn}, {tn} = Lond) — (Do} {en} — {xn}) - (Definisi
2.25 aksioma c)
= (L, D d) + oo}, Lo d) — (D}, {6 3)

—({xm}, {x}) (Definisi 2.25 aksioma c)
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= 1{a 1% + 1312 = (Coxnd, fxmd) — (Do} L)

= 1031 + 1o 1? = 2¢{oxn}, {xm)

= [1{xndll? + {312 = 210}, Lo

2 1o} I1 + 1311 = 21 {3 lll{xm3l - (ketaksamaan

Cauchy-Schwaliz

= I1fxn3ll = 13112,
sehinggall{x, .}l — [l < 1} — {63 < €. Oleh karena itu, barisan
{Il{x,}|I} adalah barisan Cauchy yang konvergen.
. Oleh (a) terdapat suata >0 denganc € R sedemikian sehingga

I1{x 31 < c dan||{y, }|| < c untuk setiam, m € N. Jika

[(Cend (v, )Y = (Cx,0, )
= [{{xBr}, ) = (Gxnd, ) + Loen} i) — s v D

= |<{xn}: {Yn} - {ym}> + ({xn} - {xm}: {Ym}” (Deﬁni 2.25

aksioma c)

dengan menggunakan ketaksamaan Cauchy-Schwarbldiper

< [{x 3 HHyn3 = il + 11{xn} — Lo 3 I3 < €

atau
< cfllfyn} = {mdll + 1{xn} — Pendll} < e
Artinya, bahwalim, e [{¥,} = {¥, | +limpnoe 12} = {31l =

0 + 0 = 0, sehingga barisafi{x,}, {v,})} konvergenm
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Berikut ini adalah Lemma yang menjelaskan tentangouhgan
kekonvergenan antara barisan yang satu denganlgmmya terhadap operasi
penjumlahan dan perkalian dengan skalar.

Lemma2.2: (Berberian, 1961. 64)
Di dalam suatu ruangre-Hilbert berlaku:
a. Jika lim,,,{x,} =x dan lim, .{y } =y, maka lim, .({x,}+
) =&E+».
b. Jika lim,_.{x,} = x dan lim,_{a,} = @, maka lim,_{a,}{ x,} =
ax.

Bukti :

a. Akan dibuktikan bahwa jikéim,, .. {x,} = x danlim,_.{y, } = y, maka
lim, oo ({x,} +{y,}) = (x+y). Misalkan lim,_.{x,} =x dan
lim,o{y,} =¥ maka  berlaku lim,_.|[{x,} —x|]| =0 dan
lim, o |[{y,} — ¥|| = 0. Berdasarkan ketaksamaan segitiga diperoleh
lim - [(txa} + {y,}) = e+ »)| = lim ||t} = 0 + (v, } = )

< gijgoll{xn} — x|l + 7li_{{)loll{yn} =yl
=0+0=0.
Oleh karena itu, lim,,. ||({x,}+{y,}) — (x+¥)||=0 sehingga

terbukti bahwdim,,_,., ({x,} + {v,}) = (x + ).
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b. Akan dibuktikan bahwa jiklim,,_.{x,} = x danlim,,_,{a,} = a, maka
lim, L {a,} {x,} = ax. Misalkan lim,_,{x,} = x danlim,_.f{a,} =«
maka berlaku bahwidm,, ., ||{x,,} — x|| = 0 danlim,,_,, |{a,} — a| = 0.

Berdasarkan ketaksamaan segitiga berlaku
lim [[{an} {5} — axl|
= lim [|({an} — @) ((rn} = ) + ({6} = D)@ + ({an} — a)x|
< lim [{@,} — alll{x.} — %Il + la| lim |{x,} - x]
+Hix|l lim [{ay} — a
= 0.0+ |a|.0 + ||x||.0 = 0.

Oleh karena itu, lim,_.ll{a,} {x,} —ax|| =0 sehingga berlaku

lim,Lef{a,} {x,} =ax. m



BAB |11
PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibicarakan bagian pokok dari penulisan, yaitu
proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert. Namun, sebelumnya akan dijelaskan
terlebih dahulu tentang definisi dari ruang Hilbert serta sifat-sifat yang dimiliki

oleh ruang Hilbert yang berhubungan dengan proyeksi ortogonal.

A. RuangHilbert

Misalkan X dan Y masing-masing adalah ruang pre-Hilbert dan memiliki
sifat yaitu lengkap (complete) dan tidak lengkap (incomplete), secara berturut-
turut. Ruang pre-Hilbert X dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy {x,,} di
dalamnya merupakan barisan konvergen. Artinya, jika untuk setigp € > 0
terdapat suatu nf, elemen bilangan asli N sedemikian sehinggan > nf2l,, maka
terdapat suatu vektor x sedemikian sehingga |[{x,}—x|| <& atau
lim,,_,{x,} = x. Sedangkan, ruang pre-Hilbert Y dikatakan tidak lengkap jika
terdapat barisan Cauchy {x,} di dalamnya yang tidak merupakan barisan
konvergen.
Definisi 3.1 : (Debnath, 1999 : 92)
Suatu ruang pre-Hilbert yang lengkap dinamakan ruang Hilbert.

Untuk lebih memahami pengertian ruang Hilbert, dapat dilihat pada

contoh berikut.

73
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Contoh 3.1:

Berdasarkan Contoh 2.14, £ adalah suatu ruang pre-Hilbert. Akan ditunjukkan
bahwa #* adalah ruang Hilbert.

Penyelesaian :

Diketahui bahwa #* adalah ruang pre-Hilbert (berdasarkan Contoh 2.). Akan

ditunjukkan bahwa ruang pre-Hilbert £? adalah ruang Hilbert dengan inner

product didefinisikan oleh

(x,y) = > {@)B,}
n=1

untuk setiap x = {a,} dan y = {B,,} berada dalam #*. Selanjutnya, berkaitan

dengan inner product dapat dinyatakan suatu norma

o 1,
1xll = (x, %) 72 = <2|{an}|2> .
n=1

Ambil sebarang barisan Cauchy {a,} dalam 22, ditulis {a,} = (a1, A2, o)
maka untuk setiap € > 0 terdapat suatu bilangan nl, € N sedemikian sehingga

n,m = n, dan untuk setiap k € N maka berlaku

oo 1,
e} = {am}l = (2 [t} - {amk}|2> <e
k=1

Jika kedua ruas dikuadratkan, maka diperoleh



75

oo

> et = {amd? < &2, (3.1)
k=1

Dari persamaan (3.1) berakibat bahwa untuk setiap k € N dan untuk setiap
€ >0 terdapat suatu bilangan ny € N sedemikian sehingga n,m > n,
sedemikian sehingga
o} — {ami}l < e
Hal ini menunjukkan bahwa untuk setiap k barisan {a,} adalah suatu barisan
Cauchy yang konvergen. Oleh karenaitu, diperoleh bahwa
%il?o{a”k} =a,,k=1,2,..dan {a;}=a.

Untuk membuktikan bahwa barisan {a,,} konvergen ke a anggota ¢*, maka dari
persamaan (3.1) dengan memisakan m menuju c dan untuk setigp n > n,

diperoleh bahwa

D lawd — {af? < &2 (3.2)
k=1

dan jikaambil sebarang
Sial{angi|” < oo dalam &7,

maka dengan ketaksamaan Minkowski, diperoleh

D ladz = > (@] = [{@n ] + [{en i)’
k=1 k=1

< i(l{ak}l - |{an0k}|)2 + §|{an0k}|2
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< Dl ~{angdl + D Hanl* <o
k=1 k=1

Hasil di atas membuktikan bahwa barisan {a,} = a adalah suatu anggota e

Oleh karenaitu, jika untuk setiap & > 0, dari persamaan (3.2) diperoleh

lim @} — all = lim | > (Hawd = {adD? = 0.
k=1

Artinya, bahwa barisan {«,} adalah konvergen ke a anggota Ve sehingga
terbukti bahwa ¢ adalah lengkap. Oleh karena itu, ruang pre-Hilbert #°
merupakan ruang Hilbert.

Selanjutnya, seperti halnya ruang vektor, ruang Hilbert pun memiliki
suatu subruang. Di dalam suatu ruang Hilbert, subruang yang berlaku adalah
subruang tertutup. Berikut ini akan dijelaskan mengenai definisi dari subruang
tertutup padaruang Hilbert.

Definisi 3.3: (Kreyszig, 1978: 140)

Misalkan Y suatu himpunan bagian tertutup pada ruang Hilbert H dinamakan
subruang tertutup pada H jikaY itu sendiri dipandang sebagai ruang pre-Hilbert
dan memenuhi sifat kelengkapan pada H.

Untuk lebih memahami konsep dari subruang pada ruang Hilbert, berikut
ini akan dijelaskan teorema yang berlaku pada suatu subruang pada ruang

Hilbert.
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Teorema 3.1: (Kreyszig, 1978: 140)

Misalkan Y adalah subruang padaruang Hilbert H, makaY adalah lengkap jika
dan hanyajikaY tertutup dalam H.

Bukti

(=)

Misalkan Y adalah subruang pada ruang Hilbert H dan Y adalah lengkap , maka
akan dibuktikan bahwa Y merupakan subruang tertutup. Misalkan x,y € Y dan
suatu skalar @ € R. Ambil barisan {x,,}, {y,,} € Y dan subruang Y lengkap maka
berlaku lim,,_,{x,} = x dan lim,_,{y,} = y artinya barisan {x,} dan {y,}
konvergen ke x dan y. Oleh karena itu, berdasarkan Lemma 2.1 berlaku
penjumlahan  lim,_({x,} + {m}) =x+y dan lim,_{a,}{x,} = ax.
Artinya, ({x,} +{y,}) €Y makax+y €Y dan {a,} {x,} €Y maka ax €Y,
sehingga x + y dan ax termasuk dalam Y. Ha ini membuktikan bahwa Y
merupakan subruang tertutup.

(=)

Misalkan Y adalah subruang padaruang Hilbert H dan Y merupakan subruang
tertutup, maka akan dibuktikan bahwa Y lengkap. Misalkan x, y € Y dan suatu
skalar @ € R, Y merupakan subruang tertutup maka x + y €Y dan ax €Y.
Jika terdapat barisan {x,,}, {y,} € Y dan suatu skalar « € R, maka berlaku pula
{x )+ eY dan {a,}{x,} €Y. Lemma 2.1 berlaku lim,_ . ({x,} +

) =x+y dan untuk skaar a € R berlaku lim,_{a,} {x,} = ax.
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Artinya, jumlah dari dua barisan ({x,}+ {y,}) konvergen ke x+y dan

{a,} {x,} konvergen ke ax sehingga keduanya lengkap. m

Pada bab sebelumnya telah dipelgari mengenai transformasi linear pada
ruang vektor, yang menggunakan operasi pada ruang vektor, yaitu operas
penjumlahan dan perkalian skalar. Berikut ini akan dijelaskan mengenal
operator linear dari ruang Hilbert ke dalam ruang Hilbert lainnya.

Definisi 3.4 : (Wiedmann, 1980: 50)
Misalkan suatu operator linear P: H — H dengan H ruang Hilbert dan R adalah

skalar memenuhi sifat-sifat sebagai berikut:

a P(x+y) =P(x)+P(y),untuk setiap x,y € H,
b. P(ax) = aP(x) , untuk setiap x € H dan a € R.
Untuk lebih memahami operator linear pada ruang Hilbert, berikut ini
akan dijelaskan contoh dari operator linear di ruang Hilbert.
Contoh 3.3:
Misalkan ¢2 adalah ruang Hilbert (berdasarkan Contoh 3.1). Akan ditunjukkan
bahwa P: 2 — £2 yang didefinisikan oleh
P(xq, %5, %3, ... ) = (X1, %5, X3, ...)
adal ah suatu operator linear pada ruang Hilbert.
Penyelesaian :

Mlsalkan {xn} = (xll X2,X3, )1 {yn} = (YII V2,3, ) € ‘32 berlaku
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P({x,}) = P(xq,x5,%3,...) = (x1,%3,%3,...) dan P({y,}) = P(Y1, V2, Y3, o) =
(y1, Y2, V3, ... ) makadiperoleh
P({xn}+ {m}) = P(xy + y1, %2 + y2,x3 + ¥3, ...)

= +y1,% + Y2, X3 + Y3, .0)

= (x1,%2, %3, . ) + V1, V2, V3, o)

= P(xq1,%2,%3,..) + P(¥1,¥2, V3, -..)

= P({xn}) + P({yn}).
Selanjutnya, jikak € R, maka berlaku
P({kx,}) = P(kxy, kx,, kxs,...) = (kxq, kxy, kxs, ...)

= k(xq, X5, X3, ...)
= kP ({x,})
Jadi, terbukti bahwa P: £? — £2 adalah suatu operator linear pada ruang Hilbert.
Berikut ini adalah definisi range dan kernel dari suatu operator linear
pada ruang Hilbert.
Definisi 3.5: (Wiedmann, 1980: 50)
Misalkan P: H; —» H, adalah suatu operator linear terbatas dengan H; = H, =
H ruang Hilbert, maka yang dinamakan ruang null (kernel) dari P didefinisikan
dengan
ker(P) = {x € H;|P(x) = 0, dengan 6 € H,}.

Sedangkan, range dari P didefinisikan dengan

range(P) = {y € H,|P(x) = y,dengan x € H,}.
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Operator linear pada ruang Hilbert terdiri dari dua macam, yaitu operator
linear terbatas dan operator linear tidak terbatas. Berikut ini akan dijelaskan
definisi dari operator linear terbatas pada ruang Hilbert yang berguna untuk
menj elasan subbab berikutnya.

Definisi 3.6: (Wiedmann, 1980: 53)
Misalkan H suatu ruang Hilbert, maka operator linear P: H - H dinamakan
operator linear terbatas jika terdapat konstanta ¢ € R sedemikian sehingga
untuk setiap x € H berlaku

1P < cllxl. (3.9)

Dari definisi di atas, diperoleh suatu lemma tentang norma dari suatu
operator linear terbatas seperti berikut ini.

Lemma 3.1: (Kreyszig, 1978: 92)
Misalkan P: H - H adalah suatu operator linear terbatas pada ruang Hilbert H

maka untuk setiap x € H berlaku norma dari operator linear linear terbatas

IPIl = 2 IPCOLI. (3.10)
Bukti:

Misdkan x € H maka berdasarkan Definis 3.6 berlaku [|P(x)|| < c||x||
sehingga diperoleh

IPGOIl _
T

Oleh karenaitu, berdasarkan Definisi 2.34 berlaku bahwa
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PPl

w0 Il

Di lain pihak, ||[P(x)|| < ||P]l]lx]] maka berlaku pula

S Pl

IPll = ——
xzo 1l

= 2P

Jadi, lemma dari norma suatu operator linear terbatas terbukti. m

Berikut ini adalah contoh dari operator linear linear terbatas pada ruang
Hilbert.
Contoh 3.4:
Misalkan ¢#* adalah suatu ruang Hilbert (Berdasarkan Contoh 3.1), suatu
pemetaan P: £? — £? didefinisikan oleh

P(xq,%x5,%x3,...) = (0,%q1, X5, X3, ...)

adalah suatu operator linear pada ruang Hilbert. Akan ditunjukkan bahwa
operator linear P adalah terbatas.

Penyelesaian :

Misakan 2 = {u = {x,} = (x, %3, x3, . )| 2o, |{x, }|? < 0} dan P(u) =

(0, x4, x4, x3, ... ) dan suatu inner product didefinisikan oleh

(P(w),u) = Z P(u).u.
n=1

Untuk setiap u € £2 maka berlaku
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1Pl =

Untuk membuktikan bahwa P terbatas, misalkan P = 1 maka dengan

menggunakan ketaksamaan Cauchy-Schwarz diperoleh

1P| =

= \/(0, X1,X2,X3, )2

:\/02 +x12 +x22 +x32 .

< VO + 1,2 + 2,2 + x32 ...
= lull
= c||u||, dengan ¢ = 1.
Oleh karenaiitu, operator linear P adalah terbatas.

Di dalam operator linear terbatas pada ruang Hilbert terdapat suatu
operator adjoint. Berikut ini akan dijelaskan tentang definisi operator adjoint
pada ruang Hilbert.

Definisi 3.7: (Kreyszig, 1978: 198)

Misalkan suatu operator linear terbatas :H, - H, , dengan H, = H, = H
adalah ruang Hilbert. Operator adjoint pada ruang Hilbert P* pada P
didefinisikan oleh

P*:Hz _)Hl
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sedemikian sehingga untuk setiap x € H, dany € H, makaberlaku (P(x),y) =
(x, P*(y)).

Berkaitan dengan Definisi 3.7, jika suatu operator adjoint sama dengan
dirinya sendiri maka operator linear terbatas tersebut menjadi operator linear
terbatas yang self-adjoint. Untuk Iebih memahami penjelasan dari operator
linear self-adjoint dapat dilihat pada definisi berikut.

Definisi 3.8: (Collatz, 1966: 110)
Suatu operator linear terbatas P dinamakan self-adjoint jika P = P*.

Oleh karena itu, jika P = P* maka kondisi pada Definisi 3.5 jika
dinyatakan dalam inner product menjadi (P(x),y) = (x, P(y)), untuk setiap
x,y € H. Penjelasan tersebut seperti terlihat dalam contoh berikut.

Contoh 3.5:
Misalkan suatu operator linear terbatas P:#? — £? pada ruang Hilbert yang
didefinisikan oleh

P(xq, %5, X3, ... ) = (X1, %5, X3, ...).
Akan ditunjukkan bahwa P self-adjoint.
Penyelesaian :
Misalkan {x,} = (x1, %3, %3, ...), {¥n} = V1, V2, V3, ... ) € €2, maka P({x,.}) =
P((x1, %2, %3, ...)) = (%1, %3, X3, ... ). Operator linear terbatas P self-adjoint jika
P =P* sedemikian sehingga berlaku (P({x,}), {yn}) = ({xn}, P*({yn})) =

({xn}, P({y,,})) makadiperoleh
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(P({xn})'{yn}) = (P((xl,xz,x3, )): (yll V2,Y3, ))
= ((x1, %2, %3, . ), V1, Y2, Y35 0 ))
=X1Y1 + X2y + X3y3 + -, (3.11)

dan misalkan P*({y,}) = P*((y1, ¥2, ¥3, ) = (21,2, 73, ...) makadiperoleh

(Gend, P* (1)) = (Cep, 2, %3, ), P (1, 2, ¥3, D))
= ((xq,x2,x3,...), (21,23, 23, ...))
= X121 + XpZy + X323 + - . (3.12)
Selanjutnya, dari persamaan (3.11) dan (3.12) diperoleh
X1Y1 + X2V, + X3Y3 + o = X121 + X325 + X323+ (3.13)
Dari persamaan (3.11) dapat disimpulkan bahwa y; = z;,y, = z,,y3 = z3, ...
sehingga
P*((yl,yz,yg,, )) = P(zy,24,23,...) = P(Y1, V2, V3, ..)
Selanjutnya, untuk inner product diperoleh
(G, Py D) = (g, %2, %3, ), P((71, ¥2, Y3, )
= ((x1, %2, %3, . ), V1, V2, Y3, -0 )
=X1Y1 + XY, + X3y3 + - (3.14)
Oleh karena itu, dari persamaan (3.11), (3.12), dan (3.14) terbukti bahwa P self-
adjoint.
Selanjutnya, berikut ini akan dijelaskan suatu lemma yang berkaitan

dengan operator adjoint pada ruang Hilbert.
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Lemma3.2: (Kreyszig, 1978 :198)
Misalkan P dan Q adalah operator linear terbatas pada ruang Hilbert H maka
berlaku
(PQ)" = Q"P".
Bukti :
Misakan P dan Q adalah operator linear terbatas serta P* dan Q* adalah
operator adjoint pada ruang Hilbert H. Jika P dan Q self-adjoint serta P = PQ
maka berdasarkan Definis 3.6 untuk setiap x,y € H maka berlaku inner
product
(x, (PQ)"(»)) = (PQ(x), )

= (x, PQ(»))

= (x, P*Q"(y))

= (x,Q"P*(y))-

Oleh karenaitu, terbukti bahwa (PQ)* = Q*P*. m

B. Ortogonalitas pada Ruang Hilbert

Pada bab sebelumnya telah dijelaskan mengenai proyeks dan sifat-sifat
ortogonal pada ruang vektor. Pada bab ini, akan diamati hubungan antara
proyeksi dan sifat-sifat ortogonal di ruang Hilbert. Oleh karena itu, akan

dijelaskan terlebih dahulu tentang ortogonalitas pada suatu ruang Hilbert.
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Definisi 3.9: (Wiedmann, 1980: 29)

Misalkan dua himpunan bagian Y dan Z pada ruang Hilbert H saling ortogonal
jika y ortogonal terhadap z atau (y,z) =0 untuk setiap y €Y,z € Z dan
dinotasikanY 1 Z.

Vektor x dan y yang ortogona dinotasikan dengan x L y, dan dibaca x
ortogona pada y atau sebaliknya y ortogonal pada x. Menurut definisi di atas,
vektor nol ortogonal pada setiap vektor di ruang Hilbert H.

Definisi 3.10: (Kreyszig, 1978: 146)
Misalkan Y adalah subruang tertutup pada suatu ruang Hilbert H, Y+
dinamakan komplemen ortogonal dari Y pada H dan berlaku

Y+ ={x € H|{(x,y) = 0 untuk setiap y € Y}.

Berkaitan dengan subruang pada ruang Hilbert terdapat suatu
penggambaran mengenai hubungan dua buah subruang tertutup pada ruang
Hilbert, yaitu direct sum. Untuk |ebih memahami direct sum pada ruang Hilbert
dapat dilihat pada definisi berikut.

Definisi 3.11: (Kreyszig, 1978: 146)

Misalkan Y dan Z yang merupakan subruang tertutup pada suatu ruang Hilbert
H dan YNZ = {6}. Selanjutnya H dinamakan direct sum pada Y dan Z jika
untuk setiapx € H danx =y + z dengany € Y,z € Z. Direct sum dinotasikan
dengan

H=Y®Z.
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Dari definisi direct sum di atas, Z merupakan subruang pelengkap dari Y
ddam H, kemudian Y dan Z disebut pasangan subruang yang saling
melengkapi pada H. Berikut ini akan dijelaskan mengenai teorema yang
berlaku pada subruang tertutup pada ruang Hilbert yang dinyatakan dengan
direct sum.

Teorema 3.2: (Berberian, 1961: 61)
Misalkan Y dan Z adalah subruang tertutup pada ruang Hilbert H, maka berlaku
H=Y®Z, Z=Y"* sedemikian sehingga Y dan Z saling ortogonal. Untuk
setiap x € H dapat dinyatakan secara tunggal yaitu x =y +z dengany €Y
danzeZ =YY"
Bukti :
Misadkan H=Y @ Z maka berlaku bahwa H =Y + Z sehingga dapat
dimisakany; + zy = y, + z, dengan y4,y, €Y, z4,z, € Z makaberlaku
Y1—Y2 =22~ Z;. (3.15)

JikaY dan Z adalah subruang tertutup pada H maka berlaku

yi—Yy2: €Y dan z,—2z,€Z, (3.16)
dengan y,,y, €Y, 24,2, € Z sehinggadari (3.15) diperoleh

Y1—Y2=2;—21€Y dan y; -y, =2, 21 €LZ.

Oleh karenaitu,

yl—y2=ZZ—ZIEYﬂZ,
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karena YNZ ={0} maka y;—y, =2z, —2z4 =06, sehingga diperoleh
Y1 = Y2 dan z, = z;. Oleh karena itu, pernyataan x =y + 2z dengan y €

Y,z € Z = Y* bersifat tunggal. m

Berikut ini adalah lemma yang berkaitan dengan Teorema 3.2 di atas.
Lemma 3.3 : (Kreyszig, 1978: 149)

JikaY adalah suatu subruang tertutup padaruang Hilbert H maka

yti=y.

Bukti :
(1) Akan dibuktikan bahway € Y+ +.
Misalkan Y+ = {x € H|(x,z) = 0,untuk setiapz € Y1}, ambil sebarang
y € Y maka oleh definisi Y+ berlaku (y, z) = 0 untuk setiap z € Y sehingga y
ortogonal ke Y+ dan y € Y*+. Oleh karena itu, karena y € Y dan y e Y1+
maka

ycvytt, (3.17)
(2) Akan dibuktikan bahwa Y+ C V.
Misalkan y € Y1+ maka berlaku (y, h) = 0 untuk setiap h € Y+ . Berdasarkan
Teorema 3.2 y dapat dinyatakan dalam bentuk y =z+ hdenganz €Y, h €
Y+ sedemikian sehingga (z, h) = 0 berlaku

(h,h) =(z,h) + (h, h)

= (z + h, h) (Definisi 2.25 aksioma )
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=(y,h) =0,
sehingga h = 0. Hal ini menunjukan bahway = z € Y. Oleh karena itu, karena
yeYttdany € Y maka
yticy. (3.18)

Oleh karena itu, dari persamaan (3.17) dan (3.18) maka terbukti bahwa
Y=Yl m

Berdasarkan Teorema 3.1 pada subbab sebelumnya, teorema berikut akan
menjelaskan mengenal subruang pada ruang Hilbert yang dihubungkan dengan
suatu direct sum.
Teorema 3.3 : (Berberian, 1961: 66)
Jika Y dan Z adalah subruang lengkap pada suatu ruang Hilbert H dan Y
ortogona ke Z makadirect sumH =Y @ Z juga merupakan subruang lengkap
padaH.
Bukti:
Misakan {x,} adalah barisan Cauchy dalam Y + Z dan dimisakan pula
{xn} = () + {z,}), dengan {y,,} € Y dan {z,,} € Z. Berdasarkan relasi

Pythagoras berlaku

lim ”{)’m} - {yn}llz + lim ”{Zm} - {Zn}llz
mmn—oo mmn—oo

= dim 11(m} = 0nd) + ({zm} =z DI

Aim 1 (m} + (zm}) = (O} + {Z DI
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= lim_ ||} =~ G2 = 0,
sehingga {y,,} adalah barisan Cauchy dalam Y dan {z,} adalah barisan Cauchy
daam Z. JkaY dan Z lengkap maka berdasarkan Lemma 2.1 lim,,_,.{y,} = ¥
dan lim,_{z,} = z maka lim,_, .. {y,} + {z,}) = (¥ + z). Oleh karena itu,
Y @ Z merupakan subruang tertutup pada H. Berdasarkan Teorema 3.1 maka

berlaku bahwaY @ Z subruang lengkap padaH. m

C. Proyeks Ortogonal pada Ruang Hilbert £* dan Sifat-sifatnya
Berdasarkan ortogonalitas pada ruang Hilbert, maka dapat dijelaskan
mengenal definisi dari suatu proyeksi ortogona pada ruang Hilbert. Proyeksi
ortogonal pada ruang Hilbert merupakan suatu operator linear yang
dihubungkan dengan suatu direct sum dari subruang tertutup pada ruang Hilbert
dengan komplemen ortogonalnya sehingga diperoleh suatu definisi proyeksi
ortogonal berikuit.
Definisi 3.12: (Kreyszig, 1978: 480)
Misalkan Y adalah subruang tertutup pada ruang Hilbert H dan Y+ adalah
komplemen ortogonal dari Y pada H. Suatu operator linear terbatas P: H — H
dikatakan proyeksi ortogonal H pada Y sepanjang Y+ jika berlaku suatu direct
sum H =Y @ Y! maka untuk setiap x € H dapat dinyatakan secara tunggal

x=y+zdengany €Y,z € Y* sehinggaberlaku P(x) = y.
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Proyeksi ortogonal P pada ruang Hilbert H merupakan kasus khusus dari
operator linear terbatas pada ruang Hilbert. Berdasarkan Definiss 3.3 P
merupakan proyeksi ortogona H dan P merupakan pemetaan P:H - 'Y,
P:Y - Y, serta P: Y+ - {0} sehingga untuk setiap x € H berlaku P(x) =y,
P(y) = y, dan P(z) = 6 mengakibatkan

P2(x) = P(P(x)) = P(y) =y = P(x), (3.19)
artinya P idempoten atau P? = P. Selanjutnya, proyeksi ortogona P juga
berlaku suatu direct UM H =Y @ Y, jikax; =y, + 2z, dan x, =y, + 2,
dengan y.,y, €Y dan z,,z, € Y'maka ortogonditas dari Y dan
Y+ mengakibatkan
(P(x1),x2) = (Y1, Y2 + 22) = (¥1,¥2) = (Y1 + 21, ¥2) = (¥1, P(x2)). (3.20)

Berdasarkan Definisi 3.7 dan Definisi 3.8 persamaan (3.20) menunjukkan
bahwa P sdlf-adjoint. Oleh karena itu, idempoten dan self-adjoint merupakan
sifat dari proyeks ortogonal pada ruang Hilbert sehingga diperoleh teorema
yang akan lebih memperjelas definisi dari proyeksi ortogona pada ruang
Hilbert.

Teorema 3.4 : (Kreyszig, 1978: 481)
Suatu operator linear terbatas P: H — H pada ruang Hilbert H dinamakan
proyeksi ortogonal jika hanya jika berlaku P? = P (idempoten) dan self-adjoint

yaitu (P(x),y) = (x, P(y)) untuk setiap x,y € H.
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Bukti :
Misalkan P:H — H suatu proyeks ortogonal, berdasarkan Teorema 3.2
operator linear terbatas P: H — H suatu proyeksi ortogonal pada suatu subruang
tertutup Y sepanjang Y+ dengan

H=Y® YL
Jika P2 =P maka P:H — H bersifat idempoten, untuk setiap x € H dan
P(x) = y € Y diperoleh

P?(x) = P(x) =y = P(x).

Selanjutnya, untuk setiap x,y € H dimisalkanx = x; + x, dany = y; + y,

dengan X,Y1 €Y dan X2,y € Yyt dlperOIGh

(P(x),y) = (x1,¥1 + ¥2)
= (X1, Y1)
= (x1 + x2,¥1) = (x, P(¥)).
Ha ini menunjukkan bahwa operator linear terbatas P: H — H bersifat self-
adjoint.
Sebaliknya, misalkan P: H - H bersifat self-adjoint maka untuk setiap x € Y

dan y € Y+, makadiperoleh

(x,y) = (P(x),y) = (x,P(y)) = {x,6) = 0.

Oleh karenaitu, x € (Y4)1, sehingga dapat dikatakan bahway < (Y+)*.
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Misalkan y € (Y1) maka harus ditunjukkan bahwa y € Y, yang berarti bahwa
P(y) = y. Sdlanjutnya,
ly —PWI? =y - P®),y - P(»)
=(y,y —PSy) (P, y —P(¥)
dengany — P(y) € Y. Pada pembuktian pertama sama dengan nol, tetapi juga
P,y =P =(y,P(y —P()) =(.0) =0,
sehingga y — P(y) = 0, artinya bahway = P(y) € Y maka (Y1)t c Y . Hd
ini menyebabkan jikax = P(y) makaberlaku P(x) = P(P(y)) =P(y) = y.m
Berikut ini akan dijelaskan mengenai contoh dari suatu proyeks
ortogonal pada ruang Hilbert yang berkaitan dengan Teorema 3.4 di atas.
Contoh 3.6 :
Misalkan ¢? adalah suatu ruang Hilbert (berdasarkan Contoh 3.1), terdapat

suatu operator linear P: £? — £? yang didefinisikan oleh

P(xq, %5, %3, ...) = (0,%5, X3, ...).
Akan dibuktikan bahwa jika P adalah proyeks ortogonal pada ruang Hilbert
maka P berlaku idempotent dan self-adjoint.
Penyelesaian :
Untuk membuktikan bahwa jika P adalah proyeksi ortogona pada ruang
Hilbert, maka berdasarkan Teorema 3.4 berlaku suatu operator linear terbatas
yang memiliki sifat idempoten dan self-adjoint. Akan dibuktikan bahwa P

idempoten, untuk setiap {x,,} € £? maka berlaku
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P(P({xn})) = P(0,x,,x3,...) = (0,x5,x3,...) = P({x,;}).
Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa P self-adjoint. Misalkan {x,}, {v,,} € ¢>
maka berlaku
(P(Ixn}), n}) = (0, X2, X3, ), (U1, Y2, Y3, - )) = X2 + x3y3 + - (3.21)
dan
(e, Py D)) = (X1, 2,X3,..), (0,2, Y3, ) = X2y + X3y3 + -+ (3.22)
Persamaan (3.21) dan (3.22) menunjukkan bahwa P self-adjoint. Oleh karena
itu, P adalah proyeks orthogonal dan berlaku idempotent dan self-adjoint.

Proyeksi ortogona pada ruang Hilbert merupakan kasus khusus dari
operator linear. Oleh karena itu, proyeks ortogona berlaku range dan kernel
seperti yang akan dijelaskan pada teorema berikut.

Teorema 3.6: (Berberian, 1961: 74-75)

Misalkan P adalah proyeksi ortogonal padaruang Hilbert H maka berlaku:

a. Range(P) = {x € H|P(x) = x}

b. Ker(P) ={x € H|P(x) = 6}

Bukti :

a. Berdasarkan definis range, jika S={x€ H|P(x) =x} maka S <
range(P). Selanjutnya, misakan x € range(P) maka x = P(y), untuk

beberapay € H. Oleh karenaitu, diperoleh bahwa

P(x) = P(P(y)) = P(y) = x.
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Hal ini menunjukkan bahwa range(P) € S = {x € H|P(x) = x}. Oleh
karenaitu, range(P) = {x € H|P(x) = x}.

b. Berdasarkan definis kernel, jika T ={x € H|P(x) =0} maka T <
ker(P). Selanjutnya, misdkan x € ker(P) maka untuk setiap y € H
diperoleh bahwa

(P(x),y) = (x,P(y)) =0,
sehingga berlaku P(x) = x = 6. Ha ini menunjukkan bahwa ker(P) <
T = {x € H|P(x) = 6}. Oleh karenaiitu, ker(P) = {x € H|P(x) = 6}. m
Berikut ini akan dijelaskan mengena sifat yang berlaku pada proyeks
ortogonal di ruang Hilbert yang berkaitan dengan operator identitas serta
hubungan antara range dan kernel.

Teorema 3.5 : (Wiedmann, 1980: 81-82)

Misalkan P adalah proyeks ortogonal dan I adalah operator identitas pada

ruang Hilbert H maka:

a. [ — P adalah suatu proyeksi ortogonal
b. Range(P) = (ker(P))*

Bukti :

a. Akan dibuktikan bahwa jika P proyeks ortogonal maka I — P juga
merupakan suatu proyeks ortogonal, maka harus dibuktikan bahwa I — P
idempoten dan self-adjoint. Untuk setiap x € H berlaku

(I — P)2(x) = (I — 2P + P2)(x) = (I — 2P + P)(x) = (I — P)(x).
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Hal ini menunjukkan bahwa I — P bersifat idempoten. Selanjutnya, untuk
setiap x,y € H dan misalkan I — P = Q berlaku
(I =P)(x),y) = (Q(x),y)
=(x,Q(y)
=(x, I =P)»)),
sehingga I — P bersifat self-adjoint. Oleh karena itu, I — P adalah suatu
proyeksi ortogonal.
. Sekarang misalkan P? = PR, maka BP adalah suatu proyeksi dan oleh
karena itu, akan ditunjukkan bahwa range(P) = (ker(P))* dan
(range(P))* = ker(P). Misalkan x € range(P) dan y € ker(P), maka
x = P(x) sehingga
(x,y) = (P(x),y) = (x,P(y)) = (x,0) = 0.
Oleh karena itu, x € (ker(P))t, sehingga dapat dikatakan bahwa
range(P) € (ker(P))*t.
Misalkan y € (ker(P))t maka harus ditunjukkan bahwa y € range(P),
yang berarti bahwa P(y) = y. Selanjutnya,
ly —POII? =y - P,y — P(»)
=yy—-P)—(PM,y—P)
dengan y — P(y) € ker(P). Pada pembuktian pertama sama dengan nol,

tetapi juga

PO,y —P) = (y,P(y —P»)) = (y,0) =0,
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sehingga y — P(y) =0, arttinya bahwa y = P(y) € range(P) maka

(ker(P))* € range(P) . Oleh karenaitu range(P) = (ker(P)):. m

Berikut akan dijelaskan mengenai contoh dari proyeks ortogonal yang
berkaitan dengan teoremadi atas.
Contoh 3.7::
Misalkan P adalah proyeks ortogonal dan I adalah operator identitas pada
ruang Hilbert £2 dengan operator linear yang didefinisikan oleh
P(xq1,%x5,%x3,...) = (0,x5, X3, ...)
dan
1(xq, X5, X3, ... ) = (X1, X5, X3, ...).
Akan ditunjukkan bahwa I — P merupakan proyeks ortogona pada ruang
Hilbert £2.
Penyel esaian:
Misalkan {x,,} = (x1, x5, x3, ...) € £? makaberlaku
[({x, ) — P({x,}) = (x4, %5, %3, ...) — (0,%5,x3,...) = (x1,0,0, ...).
Akan ditunjukkan bahwa I — P idempoten, jika Q = I — P maka untuk setiap
{x,,} = (x1, %5, x3,...) € £? berlaku
Q(QxaD) = Q(x1,0,0, ..) = (21,00, ..) = Q({xy ).

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa Q = I — P self-adjoint maka untuk setiap

{x,} = (x1, %2, %3, ... ), (Y} = (Y1, V2, V3, ... ) € £2 berlaku
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<Q({xn})r {}’n}) = ((xlf 0,0, )1 ()’1: V2,Y35 o )) =X1)1 +0+0+- (323)

dan

(O}, QD) = ((x1, %2, %3, ), (1, 0,0 D)) =%y + 0+ 0+ (3.24)

Oleh karena itu, bardasarkan persamaan (3.23) dan (3.24) terbukti bahwa

Q = I — P merupakan proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert £2.

Teorema tersebut mengakibatkan bahwa jika P suatu proyeksi ortogonal,
maka range M yang dihubungkan oleh suatu direct sumortogonad H =M @ N,
maka berdasarkan Teorema 3.5 (@) I — P juga merupakan suatu proyeksi
ortogonal dengan range N yang dihubungkan oleh suatu direct sum ortogonal

H = N @ M. Selanjutnya, dengan mengganti P menjadi I — P diperoleh bahwa

range(l — P) = (ker(l — P))l = ker(P) = (range(P))L. (3.23)
Dari pernjelasan di atas, menghasilkan suatu lemma seperti yang akan
dijelaskan berikut ini.
Lemma3.4: (Taylor & Lay, 1980: 249)
Misalkan P adalah suatu proyeks ortogonal padaruang Hilbert H, maka

(range(P))* = range(I — P).
Bukti :
Misalkan x € (range(P))! makauntuk setiap y € H berlaku
(P(x),y) =(x,P(y)) =0,

sehingga berlaku P(x) = x = 0 dan x = (I — P)(x) € range(I — P) maka
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(range(P))* < range(l — P). (3.24)
Sebaliknya, misalkan x € range(I — P) maka P(x) = x = 0. Oleh karena itu,
untuk setiap y € H berlaku

(x,P(y)) = (P(x),y) = 0.
Dengan demikian, diperoleh x € (range(P))*

range(l — P) € (range(P))". (3.25)
Jadi, dari (3.24) dan (3.25) terbukti bahwa (range(P))* = range(I — P). m

Seperti yang telah dijelaskan sebelumnya, proyeksi ortogonal merupakan
suatu operator linear terbatas sehingga berdasarkan Lemma 3.1 suatu operator
linear memiliki norma, hal itu pula yang berlaku pada proyeks ortogonal.
Berikut ini adalah lemma mengenai norma dari suatu proyeksi ortogonal.
Lemma3.5: (Taylor & Lay, 1980: 249)

Suatu proyeksi ortogona P pada suatu ruang Hilbert H maka berlaku
a (P(x),x)=|IP(x)||? untuk setiap x € H
b. ||P]| =1,untuk P # 0
Bukti :
a. Untuk setiap x € H berlaku bahwa
(P(x),x) = (P*(x),x) = (P(x), P(x)) = IP(x)]I*.
b. Diberikan x € H dan P(x) # 0, dengan menggunakan ketaksamaan

Cauchy Schwarz maka
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IPQI? _ (PP (ox) (PG
PGOT ~ IPGOT_ TIPGON PGl =

IPCOIl =

Oleh karena itu, [|[P(x)|| < |lx]|. Hal ini menunjukkan bahwa P terbatas
sehingga |[P|| < 1. Selanjutnya, jika P(x) # 0 untuk setiap x € H dan
IPCPCI = [[P(x)|l maka berlaku [[P(P(x)Il = IPCOIl < (PP,

sehingga ||P|| = 1. Oleh karenaitu, ||P|| = 1. =

Berikut ini akan dijelaskan mengenai suatu teorema tentang range dan
kernel dari suatu proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert.
Teorema 3.6 : (Wiedmann, 1980: 50)
Misalkan P adalah proyeks ortogona pada ruang Hilbert H maka range(P)
dan ker(P) subruang tertutup pada H.
Bukti :
Akan ditunjukkan bahwa range(P) dan ker(P) subruang tertutup pada H,
maka harus dibuktikan bahwa range(P) dan ker(P) tertutup. Berdasarkan
Teorema 3.5 (d) dikatakan bahwa range(P) = (ker(P))t, jika y €
(ker(P))t =ker (I — P) maka (I — P)(y) =y. Akibatnya, y € range(P).
Oleh karena itu, range(P) tertutup. Selanjutnya, berdasarkan persamaan (3.23)
dikatakan bahwa ker(P) = range(I — P). Jika y € ker(P) maka P(y) = 6.

Akibatnya, y € range(I — P). Oleh karenaitu, ker(P) juga tertutup. m

Berdasarkan Definisi 3.9, dua himpunan Y dan Z dalam ruang Hilbert H

adalah ortogona jika(y,z) =0 dengan y €Y dan z € Z. JkaY dan Z secara
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berturut-turut merupakan range dan kernel pada proyeks ortogona P maka Z
merupakan komplemen ortogonal dari Y. Oleh karena itu, range dan kernel
pada proyeks ortogonal P merupakan subruang tertutup pada ruang Hilbert H,
sehingga berdasarkan Teorema 3.2 dapat dinyatakan seperti pada teorema
berikut.

Teorema 3.7 : (Taylor & Lay, 1980: 249)

Misalkan H adalah suatu ruang Hilbert, pernyataan berikut ini berlaku

a Jka P adalah suatu proyeksi ortogona pada H maka berlaku H =
range(P) @ ker(P) yang merupakan suatu direct sum ortogonal.

b. Misalkan H adalah suatu ruang Hilbert dan M adalah subruang tertutup
pada H, makaterdapat suatu proyeksi ortogonal tunggal P pada H dengan
range(P) = M dan ker(P) = M.

Bukti :

a. Akan ditunjukkan terlebih dahulu x € range(P) jika dan hanya jika
x = P(x). Misdkan x = P(x) dan P(x) suatu proyeksi ortogonal dengan
x € H maka jelas bahwa x € range(P). Kemudian misakan x €
range(P) maka x = P(x) untuk setiagp x € H. Jka x € range(P) N
ker(P) maka x = P(x) dan P(x) = 0, sehingga range(P) N ker(P) =
{06}. Jkax € H makaberlaku

x=Px)+ (x—Px),

dengan P(x) € range(P) dan (x — P(x)) € ker(P). Kemudian jika
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P(x — P(x)) = P(x) — P*(x) = P(x) — P(x) = 6.
Jadi, terbukti bahwa H = range(P) @ ker(P). Selanjutnya, jika y =
P(x) € range(P) dan [ € ker(P) untuk setiap x € H maka
(y,z) =(P(x),2) = (x,P(2)) = 0,

sehingga range(P) ortogonal ke ker(P). Oleh karenaitu, H adalah suatu
direct sum ortogonal padarange(P) dan ker(P). Jadi, jika P adalah suatu
proyeksi ortogona pada H maka berlaku H = range(P) @ ker(P),
berdasarkan Teorema 3.6 range(P) dan ker(P) adalah subruang pada H
dan keduanya tertutup.
. Misalkan M adalah subruang tertutup pada H, berdasarkan Teorema 3.3
mengakibatkan bahwa H = M @ M*. Akibatnya, terdapat suatu proyeksi
ortogonal P dengan range(P) = M dan ker(P) = range(I — P) = M*.
Untuk setiagp x € H diperoleh x = P(x) + (I — P)(x) dan (P(x),(I —
P)(x)) = 0, sehingga

lIxl? = (x,x) = (P(x), P(x)) + (I — P)(x), (I = P)(x))

= IPOII* + It = PY)II%.

Oleh karena itu, ||P(x)|| < [|x||. Ha ini menunjukkan bahwa P terbatas

sehingga ||@P|| < 1. Selanjutnya, misalkan x, y € H maka

(P(x),(I = P)(») = (U — P)(x),(PY(») = 0,
maka diperoleh

(P(x),y) =(P(x),P(y) + U = P)(»))



103

= (P(x),P(y))

=(P(x) + (I — P)(x),P(y))

= (x, P(y)).
Hai ini menunjukkan bahwa P adalah self-adjoint maka P adalah suatu
proyeksi ortogona. Selanjutnya, misalkan Q adalah suatu proyeksi
ortogonal pada H dengan range(Q) = M maka berdasarkan Lemma 3.2
berlaku range(I — Q) = (range(Q))* = M+. Akibatnya, dengan sifat

ketunggalan dari P diperoleh 2 = Q. m

Berikut ini akan dijelaskan mengenai contoh dari proyeksi ortogonal pada
ruang Hilbert £2 berkaitan dengan Teorema 3.7 di atas.
Contoh 3.8:
Misalkan P dan Q adalah proyeksi ortogonal pada £? sepanjang subruang
range(P) dan ker(P), berturut-turut yang didefinisikan oleh

P (x4, %1, X, 2X5, X3,3%3, ... ) = (0,%4,0,x,,0,x3,...)
dan
Q(x1,x1,X5,2x5,%3,3%3,...) = (x1,0, x5, X5, X3, 2X3, ... ).

Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap x = (xq, x4, X, 2X5, X3, 3X3, ...) € £2
berlaku P(x) + Q(x) = x.
Penyelesaian :

Misalkan range(P) dan ker(P) merupakan subruang tertutup pada ruang
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Hilbert £2 maka berdasarkan Teorema 3.3 dan Teorema 3.7 berlaku suatu direct
sum H = range(P) @ ker(P) sehingga untuk Setiap
x = (xq, X1, X2, 2X5, X3,3X3, ... ) € £2 dapat dinyatakan secara tunggal x = y +
z, dengan y = (0,x4,0,%,,0,x3,...) € range(P) dan
z = (x1,0, x5, x5, x3,2x3, ... ) € ker(P) diperoleh

(x4, X1, X2, 2X5, X3,3%3, ... ) = (0,%1,0,x5,0,x3,...) + (x1,0, x5, X3, X3, 2X3, ... ).

Jika Q(x) = Q(xq, x4, x5, 2X5, X3, 3%3, ... ) = (x4, 0, X5, X5, X3, 2X3,...) = Z dan
P(x) = P(xq,xq, x5, 2%, %3,3%3,...) = (0,%1,0,%,,0,x3,...) =y (berdasarkan
Definisi 3.12) maka berlaku
P(x) +Q(x) = (0,x4,0,x5,0,x3,...) + (x1,0,x3, x5, x3, 2X3, ...)
= (X1, X1, X2, 2X5, X3, 3X3, ...)
= X.
Oleh karenaitu, terbukti bahwa untuk setiap x € £2 berlaku P(x) + Q(x) = x.
Berkaitan dengan lemma di atas, berikut ini akan dijelaskan teorema
tentang hubungan antar proyeksi ortogonal.
Teorema 3.8 : (Taylor & Lay, 1980: 343)
Misalkan P dan Q merupakan proyeks ortogonal pada ruang Hilbert H, maka
keempat syarat berikut adalah ekuivalen
a. Range(P) < range(Q)
b. (P(x),x) < (Q(x),x)

c. P=PQ
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d. P=QP
Bukti :

a. Misakan bahwarange(P) < range (P) makauntuk setiap x € H
diperoleh P(x) € range(P), sehingga berlaku P(x) = Q(P(x)). Hal ini
menunjukkan bahwa P = QP.

b. Berdasarkan pernyataan (d), akan dibuktikan bahwa (c) berlaku. Misalkan
P = QP, maka

P = P* = (QP)" = P*Q* = PQ.

c. Berdasarkan pernyataan (c), akan dibuktikan bahwa (b) berlaku. Misalkan
P = QP, dengan menggunakan sifat pada proyeksi ortogonal dan Lemma
3. 5 diperoleh bahwa untuk setiap x € H maka berlaku
(P(x),x) = [IP()]|* = [IP(QCx)II?

< IPIZNIR(®)II* = (Q(x), x).
d. Berdasarkan pernyataan (b), akan ditunjukkan bahwa (a) berlaku.
Misalkan x € range(P), maka
(x,x) = (P(x),x) < (Q(x), x).
Selanjutnya, karena Q (x) = x maka
QI = Il I,
dengan menggunakan relasi Pythagoras diperoleh
Ix11? = IPCOII? + llx — Q()II%,
karena Q (x) = x maka||x — Q(x)||? = 0, sehingga
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x = Q(x) € range(Q).

Hal ini menunjukkan bahwarange(P) < range (Q). m

Berkaitan dengan teorema di atas, berikut akan dijelaskan mengenal
contoh dari proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert £2.
Contoh 3.9:
Misalkan P dan Q adalah proyeksi ortogona pada #? sepanjang subruang M
dan N, berturut-turut yang didefinisikan oleh

P(xq, %1, %5, 2X5,X3,3%3, ... ) = (x1,0, %5, X5, X3, 2X3, ...)

dan

Q(0,x4,0,x,,0,x3,...) = (0,%x1,0,x,,0,x3, ...).
Akan ditunjukkan bahwa M < N.
Penyelesaian :
Berdasarkan Teorema 3.8 (d), untuk setiap {a,,} = (a4, a5, as, ...) € £ berlaku
P({yn}) = Q(P({an}) = Q(P(xy,x2,x3, ...))
= Q(0,a4,0,a,,0,as, ...)
=(0,a4,0,a,,0,as, ...).
Misalkan (xq, x4, x5, 2x5, X3, 3X3, ... ) € M makadiperoleh
P(xq,xq,X5,2X5,X3,3X3, ...) = Q(P(xl,xl,xz, 2X5, X3, 3X3, .. ))
= Q(x41,0, x5, x5, X3,2X3, ...)
= (0,x4,0,x,,0,x5,...) EN.

Oleh karenaiitu, terbukti bahwa M < N.
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Berikut ini akan dijelaskan teorema tentang hubungan dua buah proyeksi
ortogona yang berkaitan dengan kekomutatifan di antara keduanya.
Teorema 3.9: (Heuser,1982: 270-271)
Misalkan P dan Q merupakan proyeks ortogonal pada subruang tertutup M
dan N padaruang Hilbert H. Maka pernyataan-pernyataan berikut berlaku

a. Jka P dan Q komutatif maka berdasarkan Teorema 3.8 PQ = QP = P
adal ah proyeksi ortogonal padaM N N.

b. Jka PQ =0 maka QP = 0, subruang M dan N adalah ortogonal satu
sama lain dan P + Q adalah proyeksi ortogonal sepanjang subruang
M@ N.

Bukti :

a. Diketahui bahwa P dan Q adalah proyeks ortogonal serta keduanya
komutatif, maka PQ = QP = P adalah idempoten dan self-adjoint yaitu
berlaku

P? = (PQ)(QP) = P?Q* =PQ = P.
Untuk setiap x € H diperoleh bahwa
P(x) = P(Q(x) = Q(P(x)).
Jika P dan Q merupakan proyeks ortogonal pada subruang tertutup M
dan N pada ruang Hilbert H maka berlaku bahwa P(Q(x)) € M dan
B(P(x)) € N sehingga diperoleh P(Q(x)) = Q(P(x)) =P(x) EMn

N.
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b. Diketahui bahwa P dan Q merupakan proyeks ortogonal maka berlaku
bahwa PQ =P*Q*=(QP)*=0"=0. Untuk x€e M, ye N maka
(x,y) = (x,P(Q(»)) = (P(x),Q(»)) =0 dengan M dan N adalah
ortogonal satu sama lain. P dan Q adalah proyeksi ortogonal, sehingga P
dan Q self-adjoint. Oleh karena itu, P + Q self-adjoint dan (P + Q)? =
P? + 2PQ + Q% = P + Q adalah idempotan, dengan PQ = QP = 0 maka
P + Q adalah suatu proyeksi ortogona padaM @ N. m
Contoh lainnya dari proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert yang berkaitan

dengan teorema di atas dapat dilihat seperti dalam contoh berikui.
Contoh 3.10:
Misalkan P dan Q adalah proyeksi ortogonal pada £? sepanjang subruang Y dan
Z, berturut-turut yang didefinisikan oleh
P(xq,%5,%3,...) = (0,x5, X3, ...)
dan
Q(xq, x5, X3, ...) = (X1, X5, X3, ... ).
Jka PQ = QP = P (berdasarkan Teorema 3.8) maka akan ditunjukkan bahwa
P + Q — PQ proyeksi ortogonal pada £? sepanjang Y + Z.
Penyelesaian :
Misalkan X adalah subruang tertutup pada £2, maka X c ¢2. JkaU =P + Q,
untuk setiap {x,} = (x1,x;, x3, ...) € £2 berlaku

{vn} = U(xq, x5, %3, ...) = P(xq, x5, X3, ...) + Q(xq, X5, X3, ...)
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= (0, x4, x3, ... ) + (x1, x5, X3, ... )
= (x41,2%4,2x3, ...),
dengan P(x1,x3,X%3,...) €Y dan Q(xq,x,,%3,...) €EZ. Oleh karena itu,
berdasarkan Teorema 3.9 (b) {y,} = U(xq, x3,x3,...) = P(xq, x5, X3, ...) +
Q(x4,x5,x5,...) adalah proyeksi ortogonal. Selanjutnya, jika V = PQ = QP,
untuk setiap {x,} = (x1,x;, x3, ...) € £2 berlaku
V(xq, X9, X3, ...) = P(Q(xl,xz,x3, )) = Q(P(xl,xz,x3, ))
= Q(xq1,%9,%3,...) = (0,x3,x3,...),

dengan P(Q(xy, %, x5, ...)) € Y dan Q(P(xy, x, %3, ...)) € Z. Oleh karenaitu,
berdasarkan Teorema 3.9 (b) V(xy, x5, %3, ...) = P(Q(x1, x5, %3, ...)) =
Q(P(xy,x2,x3,...)) adalah proyeksi ortogonal. Selanjutnya, karena U dan V
merupakan proyeks ortogonal maka keduanya idempoten dan self-adjoint
sehinggaT = U — V juga sdlf-adjoint. Selanjutnya, akan dibuktikan juga bahwa
T = U — V idempoten maka untuk setiap {x,,} = (x;, x, x3, ...) € £? diperoleh
Ux) —V(x))? =U?(x) - UV (x) —V({U@) + Vi(x)

= (xq,2%5,2%3,...)2 = U(0, x5, X3, ... ) — V(xq,2%5, 2X3, ...)

+(0, x5, X3, ... )
= (xq,2%,,2%3, ... )2 — (0, 2x5, 2x3, ...) — (0, 2x5, 2x3, ...)
+(0, x5, X3, ... )
= ((O, X2, X3, ) + (X1, X3, X3, ...))2 — 2(0,2x4, 2x3, ...)

+(0, x5, X3, ...)
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= (P(xl,xz,xg, o)+ Q(xq, X9, X3, ...))2 — 2(0,2x,,2x3, ...)
+(0, x5, x3, ...)

= P2(xy, X3, %3, . ) + 2P(Q(xx1, X3, X3, ... )
+Q2(xq, X3, X3, ... ) — 2(0, 2x5, 2x3, ... ) + (0, x5, X3, ...)

= (0, x5, x3, ... )> + 2(0, x5, x3, ... ) + (1, x5, X3, ... )?
—2(0,2x,,2x3, ...) + (0, x5, X3, ...)

= (0, x5, X3, ... ) + (%1, %2, X3, ... ) — (0, x5, X3, ...)

= (X4, X2, X3, ...)

=U(x) — V(x).

Oleh karenaitu, U — V idempoten dan self-adjoint sehinggaT =U —V =P +

Q — PQ merupakan proyeksi ortogonal pada £* sepanjang Y + Z.



BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

A. Kesimpulan
Dari permasalahan yang telah dijelaskan pada bab pembahasan, maka
diperoleh kesimpulan sebagai berikut :

1. Proyeks ortogona pada ruang Hilbert H adalah suatu operator linear
terbatas P:H - H yang memiliki sifat idempoten dan self-adjoint.
Idempoten artinya jika operator linear tersebut dikalikan dengan dirinya
sendiri maka hasilnya adalah operator linear itu sendiri, dinotasikan
dengan P = P. Sedangkan, self-adjoint artinya jika operator linear
tersebut dinyatakan dalam suatu inner product maka berlaku (P(x),y) =
(x, P(y)), untuk setiap x, y € H.

2. Proyeksi ortogona P pada ruang Hilbert H merupakan kasus khusus dari
operator linear, sehingga berlaku range dan kernel sebagai berikut:

range(P) = {x € H|P(x) = x}
dan
ker(P) = {x € H|P(x) = 6}.

3. Range dan kernel dari suatu proyeksi ortogonal P pada ruang Hilbert H

merupakan subruang tertutup pada ruang Hilbert, sehingga dapat

dinyatakan dalam direct sum H = range(P) @ ker(P).

112
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B. Saran

Permasal ahan yang dibahas penulis adalah masalah kajian teoritis tentang
proyeksi ortogonal pada ruang Hilbert. Bagi pembaca yang tertarik untuk
melanjutkan kajian teoritis, perlu dikaji lebih lanjut tentang penerapan proyeksi
ortogonal pada ruang Hilbert dalam membicarakan tentang teorema spektral

untuk operator linear self-adjoint.



114

DAFTAR PUSTAKA

Achmad Arifin. (2000). Aljabar. Bandung : ITB.
.(2001). Aljabar Linear. Bandung : ITB.

Anton, Howard. (1978). Elementary Linear Algebra Seventh Edition. New York:
John Willey & Sons.

Bartle, Robert G. & Sherbert, Donald R.(1927). Introduction to Real Analysis. New
Y ork: John Willey & Sons.

Berberian, Sterling.K. (1961). Introduction to Hilbert Space. New York: Oxford
University Press.

Debnath, K. & Minkowski, P. (1999). Introduction to Hilbert Space with
Applications Second Edition. New York: Academic Press.

Friedberg, SH., Insdl, A.J., & Spence, L.E. (1989). Linear Algebra Second Edition.
New York: Prentice Hall.

Gerber, Harvey. (1990). Elementary Linear Algebra. Cadiforniaz Brooks/ Cole
Publishing Company.

Kreyszig, Erwin. (1978). Introductory Functional Analysis with Application.
New Y ork: John Willey & Sons.

Lax, Peter.D. (2002). Functional Analysis. New Y ork: John Willey & Sons.

Lipschutz, Seymour. (1087). Theory and Problem of Linear Algebra S (Metric)
Edition. Singapore: McGraw-Hill Book.

Parzynski, William R. & Zipse, Phili W. (1987). Introduction to Mathematical
Analysis. Singapore: McGraw-Hill, Inc.

Smith, Larry. 1978. Linear Algebra Third Edition. New Y ork : Springer-Verlag.
Sukirman. (2006). Logika dan Himpunan. Y ogyakarta: Hanggar Kreator.

Taylor, A.E & Lay, D.C. (1980). Introduction to Functional Analysis Second Edition.
New Y ork: John Willey & Sons.

Webb, T.R.L. (1991). Functions of Several Real Variable. London: Ellis Horwood.

Wiedmann, Joachim. (1980). Linear Operators in Hilbert Spaces. New York:
Springer-Verlag.



