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PENDAHULUAN
1.1  Latar Belakang Masalah

Analisis statistik pada dasarnya adalah analisis terhadap sampel yang kemudian hasil analisisnya akan digeneralisasikan untuk mengetahui karakteristik populasi. Dalam analisis statistik, peneliti sering dihadapkan pada tiga pertanyaan paling mendasar (Efron dan Tibshirani,1993:1), yaitu pertama: bagaimana seharusnya cara peneliti mengumpulkan data, kedua: bagaimana cara menganalisis dan mengambil kesimpulan berdasarkan data yang dikumpulkan, ketiga: seberapa akurat kesimpulan yang diambil berdasarkan data. Pertanyaan terakhir mengarah pada suatu proses yang dikenal dengan inferensi statistik. Bila data sampel berukuran kecil sedangkan data populasi berukuran besar, mungkin saja sampel tersebut tidak mewakili populasi. Sehingga rata-rata yang dihasilkan mempunyai tingkat keakuratan yang rendah.
Analisis statistik yang digunakan untuk menyelesaikan masalah kausalitas atau sebab akibat adalah analisis regresi (Sembiring, 1995: 30). Metode yang sering digunakan dalam menyelesaikan masalah estimasi koefisien regresi adalah metode kuadrat  terkecil, karena  estimator yang didapat dari metode ini merupakan estimator yang tak bias (Neter, 1997: 37). Kelemahan metode kuadrat terkecil diantaranya adalah dibutuhkan sampel yang berukuran besar dan perhitungan yang rumit (Sembiring, 1995: 34). Bila  data sedikit, atau data menyimpang dari asumsi tertentu, atau bahkan data tidak memiliki asumsi apapun tentang distribusinya masalah regresi dapat diselesaikan dengan menggunakan metode bootstrap. 

Metode bootstrap pertama kali diperkenalkan oleh Efron pada tahun 1979. Nama bootstrap sendiri diambil dari sebuah frase “ Pull up by your own bootstraps ” yang artinya adalah bergantunglah pada sumbermu sendiri. Dalam hal ini, metode bootstrap bergantung pada sampel yang merupakan satu-satunya sumber yang dimiliki oleh seorang peneliti. ( Teknomo, 2005:1).  
Metode bootstrap digunakan untuk mengestimasi koefisien dari suatu persamaan regresi dengan melakukan penyampelan ulang dari sampel yang sudah ada. Dalam konteks regresi, metode bootstrap memiliki 3 cara (Shao dan Tu, 1995: 289):

1. Bootstrap berdasarkan residual (Bootstrap based on residual)  atau dikenal dengan resample fixed-x atau model residual

2. Bootstrap pasangan (Paired Bootstrap) atau dikenal dengan resample random-x atau model korelasi

3. Bootstrap eksternal (External Bootstrap)

Pada skripsi ini pembahasan akan difokuskan pada aplikasi metode bootstrap dalam masalah regresi linier sederhana untuk bootstrap pasangan (model korelasi). Metode bootstrap pasangan ini digunakan bila terjadi heterokedastisitas error dalam model regresi. Heterokedastisitas terjadi karena variansi yang tidak konstan (Flachaire, 1999: 3). 

Metode bootstrap digunakan untuk menghitung tingkat akurasi dari suatu statistik. Statistik  yang akan digunakan sebagai parameter tingkat akurasi adalah  bias, standard error dan interval konfidensi untuk 
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 dan 
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. Analisis data dilakukan dengan menggunakan  software R untuk mempermudah dalam melakukan bootstrap pasangan.

1.2 Rumusan Masalah
Rumusan masalah dalam skripsi ini adalah sebagai berikut: 
1. Bagaimana prosedur estimasi parameter regresi linear sederhana dengan metode bootstrap pasangan?

2. Bagaimana penerapan prosedur estimasi parameter regresi linear  sederhana dengan metode  bootstrap pasangan menggunakan  software R?
1.3 Tujuan Skripsi
Tujuan dari penulisan ini adalah sebagai berikut.

1. Menjelaskan prosedur estimasi parameter regresi linear sederhana dengan metode  bootstrap pasangan.

2. Menjelaskan penerapan prosedur estimasi parameter regresi linear sederhana dengan metode bootstrap pasangan menggunakan  software R .
1.4 Manfaat Skripsi
Manfaat dari penulisan ini adalah sebagai berikut.

1. Menambah pengetahuan penulis tentang estimasi parameter regresi  linear dengan menerapkan metode bootstrap.

2. Menambah pengetahuan penulis tentang bagaimana penerapan estimasi parameter regresi linear sederhana dengan metode bootstrap Pasangan menggunakan  software R .

3. Menambah referensi bagi mahasiswa mengenai metode bootstrap serta sebagai dasar penelitian selanjutnya.
BAB II

DASAR TEORI
     Bab ini berisi teori-teori pendukung dalam metode bootstrap pasangan yang akan dibahas dalam bab selanjutnya. Yang akan dibahas dalam bab ini adalah parameter dan statistik, koefisien korelasi, sampel random, distribusi normal, distribusi empiris, prinsip plug-in, bias, standar error, interval konfidensi, analisis regresi, metode kuadrat terkecil dan  metode bootstrap.
2.1 Parameter dan Statistik

Permasalahan yang sering muncul pada suatu penelitian antara lain adalah teknik pengambilan dan pengolahan data, yang sepenuhnya bergantung pada apakah data tersebut berasal dari suatu populasi atau sampel. Dari data populasi atau sampel tersebut akan didapatkan suatu ukuran yang menjelaskan ciri dari suatu populasi atau sampel. Adapun suatu ukuran yang menjelaskan ciri populasi disebut parameter dan suatu nilai yang menjelaskan ciri suatu sampel disebut statistik. (Walpole ; 1995: 22)

2.2 Koefisien Korelasi Sampel

     Sebelum menganalisis suatu data terlebih dahulu harus diketahui hubungan fungsional antar variabelnya. Jika hubungan fungsional antar variabel diketahui, maka dapat diukur kekuatan hubungan antar variabel melalui sebuah bilangan yang disebut koefisien korelasi.
Koefisien korelasi linear didefinisikan sebagai ukuran hubungan linear antara dua variabel, misal 
[image: image4.wmf]C

 dan 
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, dan dilambangkan dengan 
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. Nilai 
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 berkisar antara  -1 dan  +1. Tanda  –  atau  + menyatakan adanya korelasi tak langsung (korelasi negatif) atau adanya korelasi langsung (korelasi positif), untuk 
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 menyatakan tidak adanya hubungan linear antara variabel 
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 dan 
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.

Definisi 2.1: (Walpole, 1995: 371)

Ukuran hubungan linear antara dua variabel 
[image: image11.wmf]C

 dan 
[image: image12.wmf]U

 dengan koefisien korelasi sampel 
[image: image13.wmf]r

, yaitu :
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(2.1)

2.3 Sampel Random

Sampel random merupakan hasil pengambilan sampel sedemikian hingga setiap elemen populasi mempunyai kemungkinan yang sama untuk terpilih sebagai anggota sampel. Nilai untuk setiap kemungkinan terpilih berada antara 1 sampai N dengan probabilitas untuk terpilih adalah 1/N. Sampel random berukuran n didefinisikan sebagai koleksi unit sebanyak n(x
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) yang dipilih secara acak dari semesta 
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. Adapun frekuensi kemunculannya berbeda-beda, ada yang tidak pernah muncul, muncul satu kali, muncul dua kali dan seterusnya (Efron dan Thibshirani, 1993 :18). 
2.4 Distribusi normal

Distribusi yang penting dalam statistika ialah distribusi normal atau sering pula disebut distribusi Gauss. Berikut adalah definisi dan teorema distribusi normal :

Definisi 2.2: (Walpole, 1995:  180)
Suatu variabel acak X berdistribusi normal dengan rataan 
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 dan variansi 
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Teorema 2.1: (Bain dan Engelhardt, 1991:  267)

Jika 
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Bukti:
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Jadi, 
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2.5    Distribusi Empiris

Sampel random berukuran n dari distribusi probabilitas F didefinisikan sebagai  (Efron dan Thibshirani, 1993 :31):
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Fungsi distribusi empiris 
[image: image30.wmf]Ù
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didefinisikan sebagai distribusi diskrit dengan probabilitas 1/n untuk setiap 
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membentuk himpunan A pada ruang sampel S dengan probabilitas empiris:
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A dapat dipandang sebagai proporsi dari sampel 
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 memberikan probabilitas 1/n dalam setiap hasil pelemparan. Dimana terdapat hasil pelemparan yang muncul berulang-ulang yang dinyatakan 
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 sebagai vektor dari frekuensi data hasil pengamatan 
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Distribusi empiris adalah daftar nilai-nilai yang diperoleh dari sampel 
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Menurut Dudewicz dan Mishra (1995: 359) :
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 merupakan estimator yang tak bias dan konsisten untuk 
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(bukti pada lampiran 13). 

2.6.    Prinsip Plug-in

     Prinsip plug-in merupakan metode sederhana yang digunakan untuk  mengestimasi parameter berdasarkan sampel. Sering kali ditulis secara langsung parameter fungsi dari  F seperti:
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Bentuk ini menekankan nilai 
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 dari parameter yang diamati dengan membuat prosedur numerik t(.) untuk distribusi fungsi F. Sebagai contoh, apabila F adalah distribusi probabilitas yang sebenarnya, maka 
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 dapat ditulis dengan (Efron dan Thibshirani, 1993 :35): 
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Metode plug-in mengestimasi parameter 
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. Dengan kata lain, mengestimasi fungsi 
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 dari distribusi probabilitas F oleh fungsi yang sama dari distribusi empirisnya 
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Secara umum, estimator plug-in dari ekspektasi 
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. Sebagai contoh, metode plug-in akan mengestimasi 
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(Efron dan Thibshirani, 1993 :36).
2.7.     Bias 

Bias dari 
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 sebagai estimator dari 
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 didefinisikan sebagai selisih antara ekspektasi dari 
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(2.2)
Bias yang besar biasanya tidak diinginkan oleh suatu estimator. Estimasi plug-in 
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 tidak selalu harus tak bias, tetapi memiliki kecenderungan untuk memiliki bias yang kecil dibanding dengan standar error. (Efron dan Thibshirani, 1993 :124).

Metode bootstrap dapat digunakan untuk mencari bias dari estimasi 
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(2.3)

Disini 
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 digunakan dua kali dari (2.2) dan (2.3) yang menggantikan  F pada 
[image: image74.wmf](

)

F

t

 dan menggantikan  F pada 
[image: image75.wmf])

(

C

E

F

.

 (Efron dan Thibshirani, 1993 :125).
2.8.      Standar Error

Berikut akan dibahas mengenai standar error  dan estimasi standar error: 

a. Standar error untuk mean (Efron dan Thibshirani, 1993 :39).
Dalam statistika ketepatan suatu estimasi dapat diukur dengan standar error (se). Jika 
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 adalah variabel random dengan fungsi probabilitas kumulatif F, ekspektasi dan variansinya dinyatakan dalam:
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 adalah sampel random berukuran n dari distribusi F, mean sampel 
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Dengan kata lain, ekspektasi 
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 sama dengan ekspektasi 
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Standar error dari mean 
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b. Estimasi standar error
Dalam mengestimasi standar error dapat menggunakan metode plug-in, yaitu dengan mengganti 
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Karena 
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2.9 Interval konfidensi
Selain bias dan standar error, selanjutnya akan dibahas mengenai interval konfidensi. Berikut adalah definisi dari interval konfidensi:
Definisi 2.4: (Bain dan Engelhart, 1992 : 360)
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Misalkan bahwa 
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2.10.   Analisis Regresi 

Analisis regresi adalah suatu teknik yang digunakan untuk mencari hubungan antara dua atau lebih variabel kuantitatif sehingga suatu variabel dapat diprediksikan dari satu atau beberapa variabel yang lain. Analisis regresi yang hanya melibatkan satu variabel independen saja disebut regresi sederhana, sedangkan regresi yang melibatkan lebih dari satu variabel independen disebut regresi berganda.
a. Regresi linear  sederhana (Neter, 1997: 26)
Model dengan satu variabel independen dan satu variabel dependen dinyatakan dalam fungsi regresi linear sederhana, sebagai berikut :



[image: image131.wmf]i

i

i

e

b

b

+

C

+

=

U

1

0








(2.4)

dengan :
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 adalah nilai dari variabel dependen pada percobaan ke-i
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 adalah parameter
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 adalah nilai dari variabel independen pada percobaan ke-i
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Model regresi diatas dikatakan sederhana, linear dalam parameter, dan linear dalam variabel independen. Dikatakan sederhana karena hanya ada satu variabel independen, liner dalam parameter karena tidak ada parameter yang muncul sebagai suatu eksponen atau hasil kali atau hasil bagi dengan parameter lain, dan linear dalam variabel karena variabel ini dalam model berpangkat satu.
b. Regresi linear ganda

Regresi linear ganda adalah hubungan antara sebuah variabel tak bebas dengan dua atau lebih variabel bebas (Sudjana, 1983:69).
Model regresi linear ganda, dinyatakan sebagai berikut :
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dengan :
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 adalah variabel tak bebas
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 adalah variabel bebas yang diketahui nilainya
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2.11.    Metode kuadrat terkecil

Metode kuadrat terkecil ditemukan oleh Carl Friedrich Gauss, seorang ahli matematika dari Jerman dengan asumsi-asumsi tertentu, metode ini mempunyai beberapa sifat statistik yang sangat menarik yang kemudian membuat metode ini menjadi salah satu metode yang popular dan kuat (powerfull) dalam analisis regresi (Gujarati, 1999:34). Metode kuadrat terkecil mempunyai prinsip meminimumkan jumlah kuadrat galat. Hal-hal yang berkaitan  dengan analisis regresi linear sederhana menggunakan metode kuadrat terkecil adalah sebagai berikut.

1. Pemeriksaan asumsi dalam regresi linear sederhana
Pada regresi linear sederhana terdapat asumsi-asumsi yang harus terpenuhi (Sembiring, 1995:  37).  Asumsi-asumsi tersebut adalah sebagai berikut.
a. Hubungan antara variabel independen (X) dan variabel dependen (Y) adalah linear. Untuk mengujinya dapat menggunakan scatterplot antara variabel independen (X) dan variabel dependen (Y). Hubungan X dan Y adalah linear jika data mengikuti pola garis lurus.
b. Galat berdistribusi normal. 
Untuk menguji  apakah galat berdistribusi normal maka digunakan pengujian Normal P-P Plot (Santoso: 2003: 347). Dasar pengambilan keputusannya adalah:

1. Jika galat menyebar disekitar garis diagonal dan mengikuti arah garis diagonal, maka model regresi memenuhi asumsi normalitas.

2. Jika galat menyebar jauh dari garis diagonal atau tidak mengikuti arah garis diagonal, maka model regresi tidak memenuhi asumsi normalitas
c. Variansi dari galat adalah sama, dapat diperiksa salah satunya dengan uji Levene sebagai berikut (Suryanto, 2004:  87).

1) Hipotesis

H0:  variansi dari galat adalah sama,
H1:  variansi dari galat tidak sama.

2) Tingkat signifikasi (
[image: image154.wmf]a

).
3) Statistik uji:
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                                  KT(S/P) adalah kuadrat tengah dalam perlakuan


                k adalahbanyaknya variabel



          n adalah banyaknya data
4) Kriteria keputusan

H0 ditolak jika 
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 dapat dilihat pada tabel distribusi F.

d. Galat saling independen. Pelanggaran terhadap asumsi ini dapat mengakibatkan autokorelasi atau korelasi pada galat. Pemeriksaan asumsi ini dapat dilakukan salah satunya dengan uji Durbin-Watson sebagai berikut (Alhusin, 2003:  202).

1) Hipotesis

a) Hipotesis untuk n
[image: image158.wmf]³

15,
1. H0:  tidak terdapat autokorelasi positif,

H1:  terdapat autokorelasi positif,
2. H0:  tidak terdapat autokorelasi negatif,
      H1:  terdapat autokorelasi negatif,
b) Hipotesis untuk n<15,

H0:  galat saling independen (tidak terdapat autokorelasi),

H1: galat tidak saling independen (terdapat autoorelasi positif/ negatif),
2) Tingkat signifikasi (
[image: image159.wmf]a

).
3) Statistik uji:
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dengan ei adalah galat ke-i, yaitu 
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4) Kriteria keputusan

i.   H0 tidak ditolak jika d > dU 

H0 ditolak jika d < dL 

Tidak terdapat kesimpulan jika dL
[image: image163.wmf]£

d
[image: image164.wmf]£

dU 

ii. H0 tidak ditolak jika 4-d > dU 
H0 ditolak jika 4-d < dL 

Tidak terdapat kesimpulan jika dL
[image: image165.wmf]£

(4-d) 
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Nilai dL dan dU dapat dilihat pada Tabel Uji Durbin-Watson (lampiran 11).

iii. Jika n<15 maka kesimpulannya sebagai berikut.

  Tabel 1. Nilai d dan Kesimpulan
	Nilai d
	Kesimpulan

	< 1,10
	Galat tidak saling independen

	1,10 – 1,54
	Tidak terdapat kesimpulan

	1,55 – 2,45
	Galat saling independen

	2,46 – 2,90
	Tidak terdapat kesimpulan

	> 2,91
	Galat tidak saling independen


    Sumber: Alhusin (2003:  202)
2. Estimasi kuadrat terkecil untuk regresi linear sederhana

Estimasi model regresi linear sederhana dengan menggunakan metode kuadrat terkecil mempunyai prinsip meminimumkan jumlah kuadrat galat yang diuraikan sebagai berikut (Sembiring, 1995:  40). 

Jumlah kuadrat galat adalah:
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Untuk mengestimasi 
[image: image168.wmf]0
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 dan 
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, akan dipilih b0 dan b1 sebagai nilai estimator yang dapat meminimumkan Q. Nilai b0 dan b1 dapat ditentukan dengan mendiferensialkan persamaan (2.4) terhadap 
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Kemudian persamaan (2.5) dan (2.6) disamakan dengan nol, dan dengan mengganti 
[image: image174.wmf]0
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 dan 
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 dengan nilai estimatornya, yaitu b0 dan b1, maka diperoleh:
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Setelah disederhanakan, menjadi
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Dari persamaan (2.9) dan (2.10) dapat diperoleh persamaan normal
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Dari persamaan (2.11), diperoleh nilai 
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Secara notasi, persamaan (2.14) dapat ditulis dalam bentuk 
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3. Ukuran tingkat akurasi estimator parameter regresi

Untuk mengukur tingkat akurasi dari estimator parameter koefisien regresi ini akan menggunakan statistik bias, standar error dan interval konfidensi untuk 
[image: image194.wmf]0

b

 dan 
[image: image195.wmf]1

b

.  Estimator  parameter koefisien regresi dikatakan baik apabila bias dan standar errornya kecil. Semakin kecil nilai standar errornya maka interval konfidensinya semakin sempit.

Menurut Neter (1997: 58) dapat diuraikan sebagai berikut:

1) Tingkat akurasi 
[image: image196.wmf]1

b


Akan dibuktikan 
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 merupakan  fungsi linier dari 
[image: image198.wmf]i

U

,


[image: image199.wmf]å

å

=

=

C

-

C

U

-

U

C

-

C

=

n

i

i

n

i

i

i

b

1

2

1

1

)

(

)

(

)

(


[image: image200.wmf]å

å

å

=

=

=

C

-

C

C

-

C

U

-

U

C

-

C

=

n

i

i

n

i

i

n

i

i

i

1

2

1

1

)

(

)

(

)

(


  
[image: image201.wmf]å

å

å

å

=

=

=

=

C

-

C

÷

ø

ö

ç

è

æ

C

-

C

U

-

U

C

-

C

=

n

i

i

n

i

n

i

i

n

i

i

i

1

2

1

1

1

)

(

)

(

  
[image: image202.wmf]å

å

å

å

=

=

=

=

C

-

C

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

C

-

C

U

-

U

C

-

C

=

n

i

i

n

i

n

i

i

i

n

i

i

i

n

n

1

2

1

1

1

)

(

)

(



[image: image203.wmf]å

å

å

å

=

=

=

=

C

-

C

÷

ø

ö

ç

è

æ

C

-

C

U

-

U

C

-

C

=

n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

i

i

i

1

2

1

1

1

)

(

)

(

  = 
[image: image204.wmf]å

å

=

=

C

-

C

U

C

-

C

n

i

i

n

i

i

i

1

2

1

)

(

)

(

 
[image: image205.wmf]i

n

i

i

k

U

=

å

=

1


dimana  
[image: image206.wmf]i

k

= 
[image: image207.wmf]

 EMBED Equation.3 [image: image208.wmf]å

=

C

-

C

C

-

C

n

i

i

i

1

2

)

(



Koefisien 
[image: image209.wmf]i

k

 memiliki sifat-sifat sebagai berikut :

i. 
[image: image210.wmf]å

=

n

i

i

k

1

 = 0, yakni :


[image: image211.wmf]å

=

n

i

i

k

1

= 
[image: image212.wmf]å

å

=

=

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

C

-

C

C

-

C

n

i

n

i

i

i

1

1

2

)

(

 = 
[image: image213.wmf]å

å

=

=

C

-

C

C

-

C

n

i

i

n

i

i

1

2

1

)

(

)

(

 = 
[image: image214.wmf]å

å

å

=

=

=

C

-

C

C

-

C

n

i

i

n

i

n

i

i

1

2

1

1

)

(

 

    = 
[image: image215.wmf]å

å

å

=

=

=

C

-

C

C

-

C

n

i

i

n

i

n

i

i

i

n

n

1

2

1

1

)

(

 =  
[image: image216.wmf]å

å

å

=

=

=

C

-

C

C

-

C

n

i

i

n

i

n

i

i

i

1

2

1

1

)

(

= 
[image: image217.wmf]å

=

C

-

C

n

i

i

1

2

)

(

0

 = 0

ii. 
[image: image218.wmf]i

n

i

i

k

C

å

=

1

= 1, yakni :


[image: image219.wmf]i

n

i

i

k

C

å

=

1

= 
[image: image220.wmf]å

å

=

=

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

C

-

C

C

-

C

n

i

n

i

i

i

1

1

2

)

(

 
[image: image221.wmf]i

C

 =
[image: image222.wmf]å

å

=

=

C

-

C

C

C

-

C

n

i

i

n

i

i

i

1

2

1

)

(

)

(

 = 
[image: image223.wmf]å

å

å

=

=

=

C

-

C

C

C

-

C

n

i

i

n

i

n

i

i

i

1

2

1

1

2

)

(


 =  
[image: image224.wmf]å

å

å

=

=

=

C

+

C

C

-

C

C

C

-

C

n

i

i

i

n

i

n

i

i

i

1

2

2

1

1

2

)

2

(

 = 
[image: image225.wmf]å

å

å

å

å

=

=

=

=

=

C

+

C

C

-

C

C

C

-

C

n

i

n

i

n

i

i

i

n

i

n

i

i

i

1

1

2

1

2

1

1

2

2


=
[image: image226.wmf]å

å

å

å

å

å

=

=

=

=

=

=

C

C

+

C

C

-

C

C

C

-

C

n

i

n

i

n

i

n

i

i

i

n

i

n

i

i

i

1

1

1

1

2

1

1

2

2

 

= 
[image: image227.wmf]å

å

å

å

å

å

=

=

=

=

=

=

C

C

+

C

C

-

C

C

C

-

C

n

i

n

i

n

i

i

n

i

i

i

n

i

n

i

i

i

n

n

1

1

1

1

2

1

1

2

2


=
[image: image228.wmf]C

C

+

C

C

-

C

C

C

-

C

å

å

å

å

å

=

=

=

=

=

n

i

n

i

i

n

i

i

i

n

i

n

i

i

i

1

1

1

2

1

1

2

2

   =  
[image: image229.wmf]å

å

å

å

=

=

=

=

C

C

-

C

C

C

-

C

n

i

n

i

i

i

n

i

n

i

i

i

1

1

2

1

1

2

 = 1

iii. 
[image: image230.wmf]å

=

n

i

i

k

1

2

 = 
[image: image231.wmf]å

=

C

-

C

n

i

i

1

2

)

(

1

, yakni :


[image: image232.wmf]å

=

n

i

i

k

1

2

= 
[image: image233.wmf]2

1

1

2

)

(

å

å

=

=

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

C

-

C

C

-

C

n

i

n

i

i

i

=
[image: image234.wmf]2

1

2

1

2

)

(

)

(

ú

û

ù

ê

ë

é

C

-

C

C

-

C

å

å

=

=

n

i

i

n

i

i

 

=
[image: image235.wmf]å

å

å

=

=

=

C

-

C

C

-

C

C

-

C

n

i

n

i

i

i

n

i

i

1

1

2

2

1

2

)

(

)

(

)

(

 =  
[image: image236.wmf]å

=

C

-

C

n

i

i

1

2

)

(

1


a) Bias 
[image: image237.wmf]1

b


Ekspektasi dari 
[image: image238.wmf]1

b

, yaitu :


[image: image239.wmf]{

}

1

b

E

 =  
[image: image240.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

U

E

å

=

n

i

i

i

k

1

 = 
[image: image241.wmf]å

=

n

i

i

k

1



 EMBED Equation.3  [image: image242.wmf]{

}

i

U

E

 = 
[image: image243.wmf]å

=

n

i

i

k

1



 EMBED Equation.3  [image: image244.wmf](

)

i

C

+

1

0

b

b


 = 
[image: image245.wmf]0

b

 
[image: image246.wmf]å

=

n

i

i

k

1

+ 
[image: image247.wmf]1

b



 EMBED Equation.3 [image: image248.wmf]å

=

C

n

i

i

i

k

1

 =  
[image: image249.wmf])

1

(

)

0

(

1

0

b

b

+

 = 
[image: image250.wmf]1

b


Didapatkan 
[image: image251.wmf]{

}

1

b

E

 = 
[image: image252.wmf]1

b

, sehingga  
[image: image253.wmf]1

b

 merupakan estimator tak bias untuk 
[image: image254.wmf]1

b

.
b) Standar error 
[image: image255.wmf]1

b


Standar error merupakan akar kuadrat dari variansi. Maka terlebih dahulu akan dirumuskan variansi dari 
[image: image256.wmf]1

b

.


[image: image257.wmf]2

s



 EMBED Equation.3  [image: image258.wmf]{

}

1

b

 =  
[image: image259.wmf]2

s



 EMBED Equation.3  [image: image260.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

U

å

=

n

i

i

i

k

1

 =
[image: image261.wmf]å

=

n

i

i

k

1

2

 
[image: image262.wmf]2

s



 EMBED Equation.3  [image: image263.wmf]{

}

i

U

 

dimana 
[image: image264.wmf]i

U

 bebas

  =
[image: image265.wmf]å

=

n

i

i

k

1

2

 
[image: image266.wmf]2

s

    = 
[image: image267.wmf]2

s



 EMBED Equation.3 [image: image268.wmf]å

=

n

i

i

k

1

2


  =
[image: image269.wmf]å

=

C

-

C

n

i

i

1

2

2

)

(

s



(2.16)
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Dengan mengambil akar kuadrat dari variansi, maka didapatkan Standar error untuk
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Kemudian, dengan menyelesaikan persamaan (2.18) dan dengan menggunakan persamaan (2.19) didapatkan :
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Standar error dari 
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c) Interval konfidensi 
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4. Sifat estimator kuadrat terkecil

Estimator kuadrat terkecil memiliki sifat yang baik. Untuk menyelidiki kembali sifatnya, pandang kembali model umum regresi linier :
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2.12.     Metode Bootstrap
     Metode bootstrap merupakan metode yang digunakan untuk mengestimasi suatu distribusi populasi yang tidak diketahui dengan distribusi empiris yang diperoleh dari proses penyampelan ulang (Efron dan Tibshirani, 1993:5). Teknik penarikan sampel metode bootstrap adalah dengan pengembalian dari sebuah sampel asli. Sampel asli merupakan sampel yang diperoleh dari hasil observasi yang diperlakukan seolah-olah sebagai populasi. Nama bootstrap sendiri diambil dari sebuah frase  “Pull up by your own Bootstrap ” yang artinya adalah bergantunglah pada sumbermu sendiri. Dalam hal ini, metode bootstrap bergantung pada sampel yang merupakan satu – satunya sumber yang dimiliki oleh seorang peneliti.

( Teknomo, 2005:1 )

Tujuan utama penggunaan bootstrap adalah untuk memperoleh estimasi parameter berdasarkan data yang minimal dengan bantuan komputer. Dalam statistika, data yang minimal dapat diartikan sebagai data yang sedikit, data yang menyimpang dari asumsi tertentu, atau bahkan data yang tidak memiliki asumsi apapun tentang distribusinya.
a. Jumlah Replikasi Bootstrap

Menurut (Efron dan Tibshirani, 1993 :52) terdapat beberapa hal yang perlu diperhatikan mengenai jumlah replikasi bootstrap, yaitu:

1. Meskipun jumlah replikasi bootstrap kecil, misal B = 25, biasanya sudah cukup informatif. Tetapi dengan B = 50, sudah sangat cukup untuk memberikan estimasi 
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 yang akurat.
2. Jumlah replikasi bootstrap yang besar, misalnya B = 200, biasanya tidak perlu dilakukan dalam mengestimasi standar error (jumlah replikasi bootstrap yang besar diperlukan dalam interval konfidensi bootstrap).

b. Asumsi Metode Bootstrap

Menurut Teknomo (2005: 9) metode bootstrap memiliki beberapa asumsi , yaitu 

1) Sampel yang dimiliki merupakan sampel yang sesuai untuk mewakili populasi.

2) Metode bootstrap adalah metode yang digunakan untuk mengestimasi suatu distribusi populasi yang tidak diketahui dengan distribusi empiris yang diperoleh dari proses penyampelan ulang. Setiap sampel bootstrap berdistribusi sama satu dengan lainnya, atau dapat diasumsikan bahwa sampel bootstrap berasal dari distribusi populasi yang sama, tetapi setiap sampel bootstrap saling independen.
c. Bias Bootstrap (Efron dan Tibshirani, 1993: 124)

Metode bootstrap dapat digunakan untuk mengestimasi bias dari estimator
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 adalah banyak replikasi bootstrap
d. Standard Error Bootstrap (Efron dan Tibshirani, 1993: 46)
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Dengan kata lain, estimator bootstrap 
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Estimator standar error bootstrap mungkin tidak akan  mudah untuk diselesaikan. Oleh karena itu digunakan algoritma bootstrap untuk mendekati 
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 secara numerik. Algoritma bootstrap merupakan cara komputasi untuk mendapatkan pendekatan  yang baik terhadap nilai dari 
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Algoritma bootstrap untuk mengestimasi standar error 
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1. Pilih B sampel independen bootstrap 
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2. Evaluasi replikasi bootstrap yang bersesuaian pada setiap sampel bootstrap
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3. Mengestimasi standar error 
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Gambar  berikut merupakan diagram untuk algoritma standar error bootstrap statistik  
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Gambar (1). Skema Algoritma Standar  Error Bootstrap
Skema diatas  merupakan algoritma untuk mengestimasi standar error dari 
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Kenyataan bahwa 
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 dengan B menuju tak hingga dapat menunjukkan bahwa standar error empiris mendekati standar error populasi, jika replikasinya semakin banyak. Estimator bootstrap untuk 
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e. Interval konfidensi Bootstrap (Efron dan Tibshirani, 1993: 170)

Untuk memperoleh interval konfidensi pada bootstrap terdapat beberapa metode yang dapat digunakan, salah satunya adalah bootstrap percentile interval atau interval persentil bootstrap. 

Misalkan dibangkitkan suatu data set 
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Dengan definisi bahwa 
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 distribusi bootstrap, maka interval persentil dapat ditulis dengan:
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Bentuk diatas sama dengan keadaan bootstrap yang ideal, dimana jumlah replikasi bootstrapnya tidak terbatas. Pada kenyataannya jumlah replikasi bootstrap yang digunakan terbatas.
     Langkah pertama yang dilakukan untuk mengestimasi interval konfidensi bootstrap adalah membentuk sejumlah b data set independen 
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Interval ini tidak mengasumsikan data berdistribusi normal, namun interval ini tidak memberikan hasil yang baik kecuali dengan perulangan bootstrap paling sedikit 1000 kali.

f. Pembentukan Sampel Bootstrap (Efron dan Tibshirani, 1993: 86)

Metode bootstrap sangat bergantung pada estimasi dari sampel bootstrap. 
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Notasi bintang mengindikasikan bahwa 
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 bukanlah data sebenarnya pada data set x, namun merupakan versi dari x yang telah mengalami randomisasi atau resample (penyampelan ulang).

     Ada cara lain untuk menyatakan (2.26) yaitu : data bootstrap 
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Prinsip dasar pembentukan sampel bootstrap sebagai berikut :
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Gambar (2) Prinsip Korespondensi Bootstrap


Skema diatas merupakan penggunaan metode bootstrap dalam sampel tunggal. Pada keadaan asli, F adalah suatu distribusi probabilitas yang tidak diketahui, memberikan data  x = (
[image: image642.wmf]n

x

x

x

,

,

,

2

1

K

) dengan penyampelan secara random. Dari x tersebut  dapat dihitung suatu statistik 
[image: image643.wmf](

)

x

s

=

Ù

q

.  Pada bootstrap, 
[image: image644.wmf]Ù

F

 menghasilkan 
[image: image645.wmf]*

x

 dengan penyampelan random, yang memberikan hasil 
[image: image646.wmf](

)

*

*

Ù

=

x

s

q

. Hanya terdapat satu nilai observasi 
[image: image647.wmf]Ù

q

, tetapi mampu menghasilkan banyak replikasi bootstrap 
[image: image648.wmf]*

Ù

q

.

BAB III

  PEMBAHASAN

     Pada pembahasan ini akan dijelaskan mengenai metode bootstrap pasangan dan langkah-langkah dalam mengestimasi parameter regresi linear sederhana dengan menggunakan metode bootstrap pasangan serta akan dibahas mengenai penerapan metode bootstrap pasangan  dengan menggunakan program R.

3.1 Metode Bootstrap Pasangan
Metode bootstrap dalam analisis regresi ada 3 jenis, salah satunya adalah metode bootstrap pasangan atau dikenal dengan resample random-x. Metode bootstrap pasangan juga biasa dikenal dengan PB (paired bootstrap). Metode bootstrap pasangan  merupakan suatu metode untuk melakukan bootstrap pada regresi dengan mempertahankan korelasi pasangan variabel dependen dan variabel independennya.

Prosedur estimasi parameter regresi linear sederhana dengan menggunakan metode bootstrap pasangan adalah sebagai berikut:

1) Dalam bentuk matriks, persamaan regresi pada data yang menggunakan bootstrap pasangan dapat ditulis sebagai berikut:
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2) Persamaan ini dapat diestimasi menggunakan metode kuadrat terkecil sehingga diperoleh:
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Didefinisikan 
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 dalam bentuk matriks dengan (p+1)
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Variabel independen 
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Dengan demikian persamaan regresi dapat dituliskan dalam bentuk matriks:
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Estimasi dengan menggunakan metode kuadrat terkecil untuk
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Dari persamaan diatas dihasilkan persamaan normal yang dapat ditunjukkan  dalam bentuk matriks yaitu:
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Peramaan normal dalam bentuk matriks diatas ekuivalen dengan :
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3) Mengambil sampel random berukuran n dengan pengembalian, sebanyak B perulangan.

4) Hitung estimasi parameter setiap sampel bootstrap:
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5) Hitung rata-rata estimasi parameter dari sampel bootstrap untuk memperoleh 
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,dimana B adalah  banyak replikasi.
6) Setelah didapatkan estimasi parameter bootstrap (
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), selanjutnya dihitung tingkat akurasi estimasi parameter yang diperoleh dengan menggunakan statistik bias, standar error, dan interval konfidensi dari bootstrap, yaitu :
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Untuk 100.
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Jadi, interval konfidensi persentil bootstrap untuk 
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3.2  Penerapan Metode Bootstrap Pasangan untuk Regresi Linear Sederhana dengan Program R.

Dalam penerapan, hal pertama yang akan dilakukan adalah pengujian asumsi regresi parametrik. Jika salah satu asumsi regresi parametrik tidak dapat terpenuhi yaitu terjadi heteroskedastisitas, maka digunakan  metode bootstrap pasangan. Pada penerapan ini juga akan ditampilkan histogram estimasi 
[image: image815.wmf]0
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 bootstrap dan 
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 bootstrap untuk menampilkan distribusi dari residual setiap sampel bootstrap.
Data diambil dari Neter, dkk (1997: 52) yaitu data tentang hubungan antara umur dengan massa otot. Dalam kasus ini, massa otot setiap orang akan turun sejalan dengan bertambahnya umur. Seorang ahli gizi mengambil secara acak 16 orang mulai dari umur 40 tahun sampai dengan umur 79 tahun. Dalam hal ini, yang menjadi variabel independen (X) adalah umur, dan yang menjadi variabel dependen (Y) adalah suatu ukuran massa otot. Untuk mengetahui keakuratan dari metode bootstrap pasangan dalam mengestimasi parameter regresi linear data yang digunakan adalah sebagai berikut:

Tabel 2. Umur (X) dan Ukuran Massa Otot (Y)

	subyek
	(umur)

X
	(massa otot)

Y

	1
	31
	93

	2
	44
	81

	3
	46
	96

	4
	53
	64

	5
	19
	71

	6
	24
	54

	7
	44
	93

	8
	23
	60

	9
	51
	99

	10
	36
	54

	11
	34
	61

	12
	58
	168

	13
	56
	95

	14
	29
	93

	15
	65
	73

	16
	50
	77


Akan dilakukan pengujian asumsi regresi parametrik, adapun langkah-langkah pengujian adalah sebagai berikut:

1. Hubungan antara variabel independen (X) dan variabel dependen (Y) adalah linear. Untuk mengujinya dapat digunakan scatterplot antara variabel independen (X) dan variabel dependen (Y). Hubungan X dan Y adalah linear jika data mengikuti pola garis lurus. Hasil scatterplot antara variabel independen (X) dan variabel dependen (Y) dapat dilihat pada gambar di bawah ini:
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Gambar (3) Diagram Scatterplot Umur (X)  dan  Massa Otot (Y)
Berdasarkan Gambar (3) dapat dilihat bahwa data cenderung tidak mengikuti pola garis lurus, jadi hubungan umur (X) dan massa otot (Y) dikatakan tidak linear.
2. Galat berdistribusi normal. 
Untuk menguji  apakah galat berdistribusi normal maka digunakan pengujian Normal P-P Plot (Santoso: 2003: 347). Dasar pengambilan keputusannya adalah:

a. Jika data menyebar disekitar garis diagonal dan mengikuti arah garis diagonal, maka model regresi memenuhi asumsi normalitas.

b. Jika data menyebar jauh dari garis diagonal atau tidak mengikuti arah garis diagonal, maka model regresi tidak memenuhi asumsi normalitas.


[image: image818]
Gambar (4) Normal P-P Plot  Regression Standardized Residual 
Berdasarkan Gambar diatas dapat dilihat bahwa data menyebar disekitar garis diagonal dan mengikuti arah garis diagonal, maka model regresi memenuhi asumsi normalitas.
3. Variansi dari galat adalah sama, dapat diperiksa dengan melakukan uji Levene sebagai berikut.
1) Hipotesis
H0:  variansi dari galat adalah sama,
H1:  variansi dari galat tidak sama.
2) Tingkat signifikasi:  
[image: image819.wmf]a

= 0,05.

3) Statistik uji:  Levene.
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4) Kriteria keputusan
H0 ditolak jika 
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5) Hasil perhitungan
Dari hasil perhitungan diperoleh 
[image: image823.wmf]hit

F

 sebesar 4,54 (dapat dilihat pada Lampiran 12).
6) Kesimpulan
Karena hasil perhitungan uji Levene yaitu 4,54  yang berarti lebih dari 4,17, maka H0 ditolak. Jadi, dengan taraf signifikansi 0,05 dapat diperoleh kesimpulan bahwa variansi dari galat adalah tidak sama.
4. Galat saling independen, dapat diperiksa dengan melakukan uji Durbin-Watson sebagai berikut.
1) Hipotesis

i. H0:  tidak terdapat autokorelasi positif,


H1:  terdapat autokorelasi positif,

ii. H0:  tidak terdapat autokorelasi negatif,


H1:  terdapat autokorelasi negatif.

2) Tingkat signifikasi:  
[image: image824.wmf]a

= 0,05.

3) Statistik uji:  Durbin-Watson.
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dengan ei adalah galat ke-i, yaitu 
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4) Kriteria keputusan
i. H0 tidak ditolak jika d > 1,370, 
H0 ditolak jika d < 1,100 dan tidak terdapat kesimpulan jika 1,100
[image: image828.wmf]£

d
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1,370.

ii. H0 tidak ditolak jika 4-d > 1,370, H0 ditolak jika 4-d < 1,100 dan tidak terdapat kesimpulan jika 1,100 
[image: image830.wmf]£

(4-d) 
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1,370.

Nilai 1,100  dan 1,370 dapat dilihat pada Tabel Uji Durbin-Watson (Lampiran 11).

5) Hasil perhitungan

Nilai Durbin-Watson (d) adalah 2,413 

(dapat dilihat pada Lampiran 19).
6) Kesimpulan
i.  2,413 > 1,370, jadi H0 tidak ditolak atau tidak terdapat autokorelasi positif. 

ii.  (4-2,413) > 1,370, jadi H0 tidak ditolak atau tidak terdapat autokorelasi negatif. 

Karena ada kesimpulan mengenai tidak terdapat autokorelasi positif, maka dapat dikatakan bahwa galat saling independen.
Hasil pemeriksaan asumsi di atas dapat diambil kesimpulan bahwa tidak semua asumsi regresi parametrik terpenuhi, yaitu bahwa variansinya tidak sama atau terjadi heterokedastisitas. Oleh karena itu, analisis data dilakukan dengan metode bootstrap pasangan. Untuk menyelesaikan permasalahan di atas, dilakukan analisis metode bootstrap pasangan  dalam model linear sederhana. 

a. Program

Program bootstrap dengan metode korelasi untuk regresi linier sederhana diberi nama bootregress, dengan input sebagai berikut:


X 
: variabel independen




Y
: variabel dependen


b 
: jumlah perulangan bootstrap


k 
: ukuran sampel bootstrap


alpha
: tingkat signifikansi

b. Langkah- langkah dalam program  metode bootstrap pasangan untuk regresi linear sederhana adalah sebagai berikut:

1. Data set X dan Y  akan dianalisis dengan menggunakan metode kuadrat terkecil untuk mendapatkan estimasi parameter koefisien regresi.
2. Bootstrap digunakan untuk mengestimasi tingkat akurasi dari penduga koefisien regresi yang didapat dari metode kuadrat terkecil. 
3. Program akan menampilkan histogram estimasi 
[image: image832.wmf]0
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 bootstrap dan 
[image: image833.wmf]1

b

 bootstrap dari setiap sampel bootstrap.
c.  Proses

  Dengan menggunakan paket program R, variabel X  dan variabel Y  diinputkan dalam jendela console, kemudian program dijalankan dengan parameter inputnya, yaitu Variabel X  dan variabel Y  dan alpha. Selanjutnya program dijalankan lagi dengan berulang kali dengan mengganti jumlah perulangan bootstrap, yakni 1000, 2000, 3000, 5000, 10.000, dan  20.000. Dengan perulangan paling sedikit 1000 kali akan memberikan hasil yang  baik pada interval konfidensi tanpa harus mengasumsikan data berdistribusi normal.

Listing  program model bootstrap pasangan untuk regresi sederhana terlampir pada lampiran 1.
d. Out put: 

  Dari hasil kesimpulan pada lampiran, terlihat bahwa dengan menggunakan metode kuadrat terkecil didapat nilai estimasinya sebagai berikut: 
Tabel (3) Estimasi Parameter Regresi Linear Sederhana dengan 

Metode Kuadrat Terkecil

	 
	
[image: image834.wmf]0
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	estimasi parameter
	45.70637
	0.9060302

	bias
	0
	0

	standar error
	20.6986714
	0.4753059

	
	Interval konfidensi
	 

	batas bawah
	1.3121393
	-0.1133996

	batas atas
	90.10061
	1.92546


Kemudian dengan menggunakan metode bootstrap pasangan diperoleh nilai estimasi parameter regresi dan tingkat akurasi dari nilai-nilai estimasi parameter regresi tersebut dengan melakukan perulangan yang bervariasi, berkisar sebagai berikut: 

Tabel (4) Estimasi Parameter Regresi Linear Sederhana dengan 

Metode Bootstrap Pasangan 
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	estimasi parameter
	44.05811
	0.9478968

	bias
	-1.64826394
	0.04186665

	standar error
	20.6970045
	0.5697805

	
	Interval konfidensi
	 

	batas bawah
	-2.315449105
	-0.008755655

	batas atas
	79.83313
	2.20221


Berdasarkan tabel kesimpulan (lampiran 9) dengan menggunakan metode bootstrap diperoleh estimator dari standar error, serta batas atas dan batas bawah interval konfidensi  untuk  
[image: image838.wmf]0
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 dan 
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 yang tidak jauh berbeda dengan hasil yang didapatkan dengan metode kuadrat terkecil. Untuk biasnya meskipun tidak nol, dengan metode bootstrap diperoleh bias yang kecil. Pada hal metode bootstrap tidak didasari oleh asumsi-asumsi pada distribusi dari  
[image: image840.wmf]0
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 dan 
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, namun hasilnya hampir sama. 
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Gambar (5)  Histogram Koefisien Regresi Llinear Sederhana
dengan Metode Bootstrap Pasangan

Histogram dari nilai estimasi bootstrap untuk 
[image: image843.wmf]0
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 dan 
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, dari berbagi jumlah perulangan menunjukkan bentuk distribusi yang mirip dengan distribusi normal. Hal ini dikarenakan jumlah perulangan yang besar, yakni berkisar antara 1000 sampai 20.000. Semakin besar jumlah perulangan yang dilakukan maka bentuk histogramnya akan semakin mirip dengan distribusi normal.
BAB IV

PENUTUP

2.1  Kesimpulan

       Berdasarkan pembahasan, maka dapat diperoleh kesimpulan sebagai berikut.
1. Prosedur estimasi parameter regresi linear sederhana dengan metode bootstrap pasangan adalah sebagai berikut:

a) Membentuk sebuah sampel bootstrap. Dalam bentuk matriks, persamaan regresi pada data yang menggunakan bootstrap pasangan dapat ditulis sebagai berikut:
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b) Menghitung estimasi 
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 menggunakan metode kuadrat terkecil sehingga didapat:
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c) Mengambil sampel random berukuran n dengan pengembalian, sebanyak  B pengulangan.

d) Hitung estimasi parameter setiap sampel bootstrap::
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 ,     dengan 
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 = 1, 2, ……. , B.
e) Hitung rata-rata estimasi parameter dari sampel bootstrap untuk memperoleh 
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,dengan B adalah banyak replikasi.
f) Setelah didapatkan estimasi parameter bootstrap (
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), selanjutnya dihitung tingkat akurasi estimasi parameter yang diperoleh dengan menggunakan statistik bias, standar error, dan interval konfidensi parameter dari bootstrap, yaitu :
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Untuk 100.
[image: image884.wmf]a

 dan 
[image: image885.wmf](

)

a

-

1

100

 interval konfidensi persentil bootstrap 
[image: image886.wmf]*

Ù

b

 adalah sebagai berikut :




[image: image887.wmf])

,

(

~

2

Ù

Ù

*

Ù

se

N

b

b

 atau   
[image: image888.wmf])

1

,

0

(

~

N

se

Z

Ù

Ù

*

Ù

-

=

b

b



[image: image889.wmf]Ù

-

Ù

Ù

×

-

=

se

Z

lo

)

1

(

a

b

b

     dan 

[image: image890.wmf]Ù

Ù

Ù

×

-

=

se

Z

up

)

(

a

b

b



[image: image891.wmf])

(

a

b

b

*

Ù

Ù

=

lo

  adalah persentil ke 100.
[image: image892.wmf]a

 dari distribusi 
[image: image893.wmf]*

Ù

b

.


[image: image894.wmf])

1

(

a

b

b

-

*

Ù

Ù

=

up

 adalah persentil ke 100(1-
[image: image895.wmf]a

) dari distribusi 
[image: image896.wmf]*

Ù

b


Jadi, interval konfidensi persentil bootstrap untuk 
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2. Penerapan Estimasi Parameter Regresi Linear Sederhana dengan Metode  Bootstrap Pasangan Menggunakan  Software R:
Dengan menggunakan metode bootstrap pasangan diperoleh estimasi parameter regresi yang relatif sama dengan metode kuadrat terkecil. Pada hal metode bootstrap pasangan tidak didasari oleh asumsi apapun mengenai distribusi 
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 dan 
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, namun hasilnya hampir sama. Histogram dari estimasi bootstrap untuk 
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, dari berbagi jumlah perulangan menunjukkan bentuk distribusi yang mirip dengan distribusi normal.
2.2   Saran

Bagi pembaca yang berminat dapat membahas aplikasi Metode bootstrap pada model regresi lain seperti regresi linear ganda, regresi logistik atau regresi nonparametrik. 
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