BAB |11

PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas invers matriks dan determinan atas aljabar max-
plus sehingga didapat karakteristik matriks invertible. Jika matriks A invertible
maka B adalah invers kanan matriks A sehingga memenuhi A @ B = E dan B
merupakan invers kiri matriks A sehingga memenuhi B @ A = E. Penyelesaian
invers matriks atas aljabar max-plus dapat menggunakan berbagai cara, salah
satunya dengan menerapkan menentukan subsolusi terbesar. Sebelumnya akan
dilakukan langkah pendekatan penyelesaian dalam menerapkan metode ini pada
penyelesaian persamaan linear max-plus A @ C = B untuk menentukan matriks C
sehingga memenuhi A @ C = B dengan A dan B adalah matriks atas aljabar max-
plus. Penyelesaian persamaan linear max-plus A @ C = B adalah pengembangan
dari penyelesaian persamaan linear Ax = b yang telah menggunakan menentukan

subsolusi terbesar.

A. Invers Matriks atas Aljabar Max-Plus

Telah diketahui dalam aljabar linear biasa tidak semua matriks memiliki
invers. Dalam aljabar max-plus, matriks yang memiliki invers bisa jadi lebih
terbatas, sehingga dibutuhkan syarat perlu dan syarat cukup matriks invertible.

Terlebih dahulu diberikan beberapa definisi sebagai berikut:
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Definisi 3.1. (Farlow, 2009:18)
Matriks A € R<% invertible atas aljabar max-plus jika 3 matriks B sehingga

A ® B = E, dengan invers dari A dinotasikan A®~* = B.

Selanjutnya akan diidentifikasi matriks invertible berdasarkan definisi berikut:
Definisi 3.2. (Farlow, 2009: 19)

Sebuah matriks permutasi adalah matriks yang setiap baris ke-i dan setiap
kolom ke-j memuat tepat satu entri yaitu e dan entri selain itu adalah ¢. Jika
o:{1,2, ...,n} » {1,2,...,n} adalah permutasi maka matriks permutasi atas

aljabar max-plus dapat didefinisikan P, = [p;;] dengan

_(e:i=0())
pij—{e: i #0())

Sehingga kolom ke-j dari P, memiliki e pada baris ke-o (j).

Contoh 3.1:

Diberikan matriks permutasi berukuran 2 x 2

pmlt Jamn=[t

Matriks permutasi P, = [i Z] karena susunan entrinya sama seperti matriks

identitas, maka dapat disebut juga sebagai matriks identitas. Oleh karena itu,
matriks permutasi yang entri diagonalnya dari kiri ke kanan adalah e dan selain

itu € merupakan matriks identitas (E).
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Contoh 3.2:

2 7 =2 E & e
DiberikanA=|5 8 3|, P, = le £ ¢
-1 4 6 g e &
£ € e 2 7 =2 -1 4 6
PG®A=le € s®[5 8 3]= 2 7 —2]
e e ¢ -1 4 6 | 5 8 3

Perkalian sebelah kiri dari P, mempermutasi baris-baris matriks, sehingga
baris ke-i dari A muncul sebagai baris ke-o (i) dari P, @ A.
Matriks permutasi P, memiliki invers yaitu P -1 dengan P,-: adalah

transpose dari P, diperoleh P,-1 = P r, sehingga P, @ P,-1 = E.

Contoh 3.3:
E € &
Diberikan P, = le € el
e & &
e € e
P,-1=P,r = le £ el
e e ¢
E e & E & e e & €&
PU®P(,-1:I£ € el@le £ el:ls e el:E
e & & E € & E & e

Definisi 3.3. (Farlow, 2009:19)

Jika A4,4,, ..., 4, € Rpax A; # €, maka matriks diagonal didefinisikan berikut:

11 & &

s A N
pay =" %

E € .. Ay
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Matriks diagonal D(A;) memiliki invers yaitu D(—A4;) dengan —A; =/1i®"1,

sehingga D(4;) ® D(—4;) =E.

Contoh 3.4:

Diberikan matriks diagonal berukuran 3 x 3

2 & ¢
D(Al) = [8 5 E]
e € 4
-2 ¢ £
D(—Al) = [ & -5 & ]
& e —4

2 € € -2 ¢ £ e € €
D(A) @D(—4) = [e 5 s] X [ e -5 ¢ ] = [s e el =F
e € 4 £ e -4 E € e

Jadi D(4;) @ D(—4;) =E.

Berdasarkan beberapa definisi yang telah diberikan, didapat teorema berikut
Teorema 3.1. (Farlow, 2009:19)
A € RE® memiliki invers kanan jika dan hanya jika ada permutasi ¢ dan

nilaiA; > €,i € {1,2,...,n}sehingga A = P, @ D(4;).

Bukti:
(=) Diberikan A € R5%, 3 B, sehingga memenuhi persamaan A @ B = E,
berarti

(1) maxy(a;, + b)) = e = 0.
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Untuk setiap i ada k sehingga a;; + by; = e, didapatkan fungsi k = 8(i)
dengan a;g(;y > € dan by(;y; > &.

(2) maxy(a;, + by;) = € = —co untuk semua i # j
Berdasarkan (2), didapatkan

(3) aig(j) = € untuk semua i # j.
Karena a;g;) > &€ = a;g(;) untuk semua i # j, maka 6 adalah sebuah
injeksi dan sebuah permutasi. a;g(;) adalah entri tunggal di kolom ke-
6(i) dari A yaitu bukan e. Misal A = P, ® A. Baris ke-0(i) dari A
adalah baris ke-i dari A, yang memiliki entri yang lebih besar maka & di
kolom ke-6 (7).
Dengan demikian, semua entri diagonal A yang lebih besar menjadi €. A
hanya memiliki satu entri non-¢ di setiap kolom, yang juga berlaku
untuk A.
Sehingga didapat Py ® A = A = D(A;) dengan A; = Ag-1(3i); > €.
Misal 0 = 671, karena P, ® Py = Py-1 ® Py = E, maka

A=PF QD)

Jadi terbukti A = P, @ D(4;).

(&) Asumsikan A = P, @ D(A;) dengan A; € R,.x dan 4; > €.
Jika pernyataan itu benar maka misal B = P,-1 @ D(—4;), dengan —A4; =
2;% 7. Sehingga didapat

AQ®B = (P, ® D(4)) ® (P,-1 @ D(—1y))
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=P, ® (D(X) ® D(~=1) ® Py-1
=P, ®F® P,

=P, @ Py

=E

Sehingga A ® B = E dan B adalah invers kanan dari A.

Berdasarkan teorema 3.1. didapat syarat perlu dan syarat cukup matriks A
invertible atas aljabar max-plus yaitu matriks A invertible jika dan hanya jika
matriks A adalah matriks diagonal yang dipermutasi dengan A = P, ® D(4;).
Matriks A yang dapat dibalik berupa matriks yang setiap baris dan setiap kolom

memuat tepat satu entri bukan € dan entri selain itu adalah «.

Contoh 3.5:

Matriks A invertible atas aljabar max-plus ditunjukkan berikut

a. DiberikanPg=[§ j],mi>=[§ ;]

a=repa)=[ o[t =[]

e e 7

b. Diberikan P, = [ i],D(M:[j ;]

_ _[e e 4 e1_1¢8 7
a=red =, Jof j]=[; ]
Berdasarkan contoh 3.5, karena matriks A adalah matriks diagonal yang

dipermutasi maka matriks A invertible. P, mempermutasi baris-baris matriks
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diagonal, sehingga baris ke-i dari D(A4;) muncul sebagai baris ke-o(i) dari

P, ® D(1).

Ketunggalan invers matriks diberikan pada teorema berikut
Teorema 3.2. (Farlow, 2009:20)
A BeRLTjikaAQ B =E maka B @ A = E dan B ditentukan secara unik
(tunggal) oleh A.
Bukti:

Berdasarkan teorema 3.1. telah diketahui bahwa A = P, ® D(4;) untuk
beberapa nilai A; > ¢ dan permutasi o. Ambil sebarang B = D(—1;) ® P,
adalah invers Kiri dari A. Jika AQB=F maka B=B® (AQ®B) =
(B®A)® B=E ® B =B, menunjukkan bahwa B tunggal dan ditentukan

secara unik (tunggal) oleh A. |

Jika invers dari A yaitu A®~! = B berada di sebelah kanan maka B disebut
dengan invers kanan dari A sehingga dapat ditulis A ® B = E. Apabila B berada
di sebelah kiri maka B disebut dengan invers Kiri dari A sehingga dapat ditulis
B @ A = E. Dengan demikian, matriks A memiliki invers yaitu matriks B dengan

solusi tunggal dengan invers kanan juga merupakan invers Kiri.

Lemma 3.3. (Farlow, 2009:21)

Jika A € RIS dan B € R5% invertible maka A ® B invertible.
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Bukti:
Berdasarkan teorema 3.1., dapat ditulis
A=P,, @D dan B =D(1?) ® P,,
Maka A ® B = P,, @ D(AY) @ D(A?) ® P,y
Hasil perkalian dua matriks diagonal adalah matriks diagonal, sehingga
didapatkan
AQB=P,, Q@D Q1) P,

Sehingga A ® B adalah matriks diagonal yang dipermutasi. Oleh karena itu,

A ® B invertible. u
Contoh 3.6:

. - : nxn — 2 ¢ i i 4
Diberikan matriks 4, B € Ri5%, A = [8 3] dan matriks B = [_1 g]'

Karena matriks A dan B adalah matriks diagonal yang dipermutasi maka matriks
A dan B invertible.

Akan dicariA Q B
A®B::§ §]®[—81 g]

2R e P c®-1 2094 P cQR¢
c@ReP3R-1 R4 P 3R¢

_le®e 6@8]
T le®2 D«

-z 4]

Karena matriks A @ B adalah matriks diagonal yang dipermutasi maka A ® B

invertible.
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Sifat-sifat dari invers matriks atas aljabar max-plus diberikan pada teorema
berikut:
Teorema 3.4.
Jika matriks A,B € RIXT invertible maka diperoleh:
(1) (48181 =4
(2) (AB)®‘1 = B®-14®-1
(3) (A% = (4H®1
(4) (AMH®1 = (A®%"H™ untukn =0,1,2, ...

(5) (kA)®~1 =+ A®~L, untuk k # 0

Bukti:

(1) A®-1 adalah invers dari A sehingga A® A = AA®~! = E. Akibatnya
(A®~1)®-1 adalah invers dari A®~! sehingga A®¥1(4A®H)®-1=F,
Karena A®1(A®"1)®-1 = F = 4%9"14 maka (49~1)®1 = 4.

(2) Anggap X = B® 14®-1  menunjukkan bahwa (AB)X = E. Diperoleh
(AB)X = (AB)B®14®1 = A(BB® 1) A®™1 = A(E)A®™! = 4A® ! =
E = (AB)(AB)®~1. Jadi (AB)®~1 = BO®~14®-1,

(3) Anggap X = (A971)f, menunjukkan bahwa A'X = E. Dengan membentuk
ATX = A" (A® )t = (A% T4 =E' =E.

Oleh karena itu, (AH®~1 = X = (491t
(4) Anggap X = (A®~1)" menunjukkan bahwa A™X = E. Dengan membentuk

A"X = AM(A® )" = (AA® ) =E" =E.
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Jadi (4H® 1 = X = (4®~1)L,

(5) Anggap X = %A®‘1, menunjukkan bahwa (kA)X = E. Dengan membentuk
(kd) (3A4%971) = = (kA)(A®™) = (:k)(4A®™Y) = (DE = E. Demikian

juga (%A@"l) (kA) = E. Sehingga kA dapat dibalik, didapat (kA)®~! =

Ge)

Teorema 3.5. (Farlow, 2009: 21)

Diberikan A € RS dan misal Ly : R%,, = R%,, dengan Ly(x) = A Q x.
Sehingga pernyataan berikut ekuivalen

1. A=P; ® D(4;) untuk beberapa permutasi dan A; > ¢

2. Ly, surjektif

3. A memiliki inverskanan: A Q® B = E

4. A memiliki inverskiri: BQ A =E

5. L, injektif

Bukti:

(3 1) Sudah dibuktikan pada teorema 3.1.

(1=2) Ambil sembarang A®x =P, @ D(4;) @ x € RL.x dengan
Ai € Rpax dan A; > & maka x € RR,,, sehingga A;; ® x;; €

R™ .., Vidanj. Jadi terdapat x € R%,, dengan LAl-j(xij) =4; ®
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(2=3)

(3=4)

x;j, Vidanj. Jadi untuk setiap A @ x € Rf,ax terdapat x € Rp,ax
sedemikian hingga L,(x) = A @ x yang berarti L, surjektif.
Karena L, surjektif, jadi untuk setiap A @ x € R}, terdapat
x € R}, .« sedemikian hingga Ly(x) = A ® x. Asumsikan A = P, @
D(4;) dengan A; € R« dan A; > €. Jika pernyataan itu benar maka
misal B = P,-1 Q D(—4;) , dengan —4; = Ai®"1. Sehingga didapat
Liix) B=AQxQ®B
= ®D(1)) ®x Q (Po-1 @ D(=4))
=P, ® (D(4) ® D(~1)) ® Py-1 @ x
=P R®EQP,-1 Qx
= (P, ® P,1) ® x
=EQRx
=x
Karena A @ B = E, sehingga A memiliki invers kanan yaitu B.
Diberikan A = P, @ D(4;) dengan A; € R« dan 4; > &. Karena
AQ® B =E, sehingga A memiliki invers kanan yaitu B dengan
B =P, ® D(—4;),dengan —1; = 2, . Sehingga didapat
AQB = (F®D(4)) ® (Ps-1 ® D(—4y))
=F & (DA) & D(=4)) @ Py
=P, QEQP,
=P, Q P, -1
=F

=P,-1 ®P,
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=P, Q@EQP,
=Pr1 @ (D(=4) @ (D(1)) ® F;
= (Ps-1 ® D(=4)) ® (F ® D(4:))
=B®A
Karena AQ B =E =B @ A, maka invers kanan juga merupakan

invers Kiri.

(4=5) A memiliki invers Kiri yaitu B maka B @ A = E, sehingga BQ A ®
x = B ® L,(x). Misalkan ambil sembarang x, X € R} ., sedemikian
hingga L,(x) = L,(X) yaitu AQx =A@ X dengan A Q@ x, A Q
XERL., Karena AQx=A4AQ@®Xx maka x =Xx. Hal ini berarti

Vi dan j berlaku x;; = X;;. Jadi x = X yang berarti L, injektif.

(5=1) Misal L, injektif. Untuk setiap i dapat didefinisikan himpunan
Fi={j:a;>¢e}dan G; = {j : aj, > cuntuk k # i}.
dinyatakan F; € G;, kontradiksi anggap bahwa F; € G;.
Akan ditunjukkan kontradiksi dengan L, injektif.

ek +i

Diberikan x = [x;] dengan x;, = {g ko=

Misal b = A @ x =@y a.x, dengan a,, didefinisikan kolom ke-k
dari A.

Misalkan j € F;, maka j € G;. Berarti ada k # i untuk a;, > €.
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Karena itu, b; = a;; > . Karena aj; > ¢, maka didapatkan f; > ¢
sehingga B; @ a;; < b;.
Jika j € F; maka a;; = €. Karena itu, f ® a;; < b;, V J.
Misal f = minjep, B;. Maka f > 0 dan f @ aj; < b;, V J.
Dapat dikatakan g @ a,; < b. Maka didapatkan
AQxDPR®e]=[ARx|D[BRAR e]

=b®pQa,;=0>.
Sehinggauntuk X = x @ B Q e;, Ly(X) = Ly(x).
Tetapi x; = € < X = f3, kontradiksi dengan L, injektif. Jadi terbukti.
Untuk setiap i ada j = o (i) dengan sifat a;; > ¢ tetapi a;, = € untuk
semua k # i. Dengan kata lain, a;; entri tunggal yang tidak sama
dengan & pada baris j = o(i). Tetapi jika j = o(i") maka i =i’
Dengan kata lain, o injektif yang berarti ¢ permutasi. Karena itu,
setiap baris j ada sebuah kolom unik i (j = a(i)) sehingga a;; entri
tunggal yang tidak sama dengan . Untuk setiap kolom i dan sebarang
baris k dengan k # o (i), diketahui k = o (i) untuk beberapa i’ # i.
Berarti a,; bukan entri unik non-¢ pada baris ke-k, sehingga a;; = ¢.
Karena itu, entri non-e tunggal di kolom i. Jadi A adalah matriks
diagonal yang dipermutasi,

A= PJ ® D(/ll), /1i = aa(l-)l- > €
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B. Determinan atas Aljabar Max-Plus

Dalam aljabar linear biasa, telah diketahui bahwa untuk A € R™*", det(4) =
Yp0(P)aip,azp, - Anp, dengan p, adalah himpunan semua permutasi dari
{1,2,...,n} dan o(p) adalah tanda permutasi ¢. Determinan atas aljabar max-plus
tidak memiliki analog langsung karena tidak memiliki invers aditif. Dua konsep
yang terkait yaitu permanen A dan dominan A yang didefinisikan di bawah ini
dengan sebagian mengambil alih peran determinan.
Berikut diberikan definisi permanen A dan dominan A.
Definisi 3.4. (Farlow, 2009:23)

Untuk matriks A € RS, permanen A didefinisikan sebagai perm(A4) =
Doep, ®i=1 (@ig(y), dengan o dan p, adalah himpunan semua permutasi

{1,2,...,n}

Permanen A didefinisikan mirip dengan determinan tetapi semua tanda
permutasi ¢ dihilangkan. Berikut diberikan matriks A berukuran 2x 2

_[a11 a12]
a1 Az

Karena n = 2 dan 2! = 2, berarti ada 2 permutasi dari (1,2) dengan daftar hasil

permutasi dari perm(A) ditunjukkan pada Tabel 2. berikut:

Tabel 2. Daftar Hasil Permutasi n = 2 dari perm(A4)

Permutasi ®iz1 (@iow))
(1,2) a1+ az;
(2,1) Az + Az
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Sehingga diperoleh,
perm(4) = @gep, Qiz1 (i)

= max{(a;; + az), (a;; + az1)}

Berikut diberikan matriks A berukuran 3 x 3

A=|Az1 Az QAz3

asz; d4sz; dsz

a1 Qg a13]

Karena n = 3 dan 3! = 6, berarti ada 6 permutasi dari (1,2,3) dengan daftar hasil
permutasi dari perm(A) ditunjukkan pada Tabel 3. berikut:

Tabel 3. Daftar Hasil Permutasi n = 3 dari perm(A)

Permutasi ®iz1 Qi)
(1,2,3) a1+ az, +ass
1,3,2) a1 + a3 +as;
(2,1,3) aqp + az + ass
(2,3,1) aq, + azs +aszq
(3,1,2) a3+ ay; +as;
(3,2,1) aq3 + az, + azq

Sehingga didapat,
perm(4) = @yep, iz1 (i)
= max{(a;; + az; + ass), (a1 +azs + asy), (a;; + az; + asz),

(a2 + azs + azq), (a3 + az; + aszy), (ag3 + ax; +azg)}
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Lemma 3.2. (Farlow, 2009:23)
Jika A € RS invertible maka perm(4) # e.
Bukti:

Matriks invertible atas aljabar max-plus adalah matriks diagonal yang
dipermutasi. Jika A invertible maka perm(A) hanya hasil max-plus dari entri-entri
diagonal pada matriks diagonal. Oleh karena itu, jika matriks A invertible maka
perm(A) # €. ]

Tetapi perm(A) # ¢ tidak cukup untuk menjadikan A invertible.

Contoh 3.7:

7 3)

Diberikan matriks A = (

perm(A) = (4 ®3) D 2R 7)
=max{4+ 3,2+ 7}
= max{7,9}

=90 +#*¢

Tetapi matriks A tidak invertible karena bukan matriks diagonal yang dipermutasi.

Matriks z4 digunakan untuk menggambarkan dominan. Diberikan A € R}
z# adalah matriks z4 ukuran n x n dengan entri z%J dengan z adalah variabel.
Berikut definisi khas dom(A4)

eksponen tertinggi pada det(z4), jika det(z4) # 0

dom(4 ={
om(4) £ , jika det(z4) =0
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dom(A) ditentukan oleh hasil determinan dengan perhitungannya seperti
determinan dengan tetap menggunakan tanda permutasi ¢ tetapi skalar matriks A
berupa fungsi eksponensial. Matriks z4 diganti menjadi e®, sehingga didapat

definisi berikut:

Definisi 3.5. (Farlow, 2009: 24)
Diberikan matriks A € R&%, matriks es4 memiliki entri e% dengan
a;j € Ry, adalah entri pada A.
[e54];; = e®%i
Sehingga didapat definisi dom(A) berikut:

eksponen tertinggi pada det(e54), jika det(e4) # 0

dom(4) = { £ , jika det(es4) = 0

Berikut diberikan matriks A berukuran 2x 2

A= [a11 a12]

Az1 Q2
Karena n = 2 dan 2! = 2, berarti ada 2 permutasi dari (1,2) dengan daftar hasil
permutasi dari det(es4) ditunjukkan Tabel 4. berikut:

Tabel 4. Daftar Hasil Permutasi n = 2 dari det(e4)

Banyaknya
Permutasi Klasifikasi a(p) Qi (€% 5i))
invers
1,2) 0 genap + eS(@11+az)
(2,1) 1 ganjil ] o5(@12+az1)
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Sehingga diperoleh,

det(eSA) — eS(a11+azz) — es(a12+a21)

didapatkan dom(A) dengan ketentuan

dom(A4) = {

€

Diberikan matriks 4 berukuran 3 x 3

A=

a1 Qg
a1 Q4
asz; dasp

a3
ars
ass

eksponen tertinggi pada det(e*4), jika det(e®4) # 0

, jika det(es4) = 0

|

Karena n = 3 dan 3! = 6, berarti ada 6 permutasi dari (1,2,3) dengan daftar hasil

permutasi dari det(e*4) ditunjukkan pada Tabel 5. berikut:

Tabel 5. Daftar Hasil Permutasi n = 3 dari det(e4)

Banyaknya
Permutasi _ Klasifikasi a(p) ey (@ %gp)
invers
(1,2,3) 0 genap + eS(a11+az2+ass)
(1,3,2) 1 ganjil - eS(ai1+azz+asz)
(2,1,3) 1 ganjil - e(S@12+az1+azs)
(23.1) 2 genap + S(@12+az3+azy)
(3.1,2) 2 genap + e5(a13+az1+0a32)
(3,2,1) 3 ganjil - eS(a13+az2+az1)

Sehingga diperoleh,
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det(eSA) — es(a11+a22+a33) _ es(a11+a23+a32) _ e(sa12+a21+a33)
+ es(a12+a23+a31) +
es(a13+a21+a32) — eS(aiz+azz+az;)
didapatkan dom(A) dengan ketentuan

eksponen tertinggi pada det(e54), jika det(e4) # 0
£ , jika det(es4) = 0

dom(4) = {
Karena perm(A) adalah nilai diagonal maksimum untuk semua permutasi dari
kolom A, maka didapat lemma berikut:

Lemma 3.3. (Farlow, 2009: 24)
dom(A4) < perm(A).

Dari nilai diagonal dapat diartikan ®;' a;(;) untuk sebarang o € p,,. Hal ini
benar karena ketika menghitung dominan bisa terjadi pembatalan yang tidak akan
terjadi ketika menghitung permanen. Karena pembatalan, jika det(es4) = 0 maka
dom(A) dapat menjadi .

Contoh 3.8:

Matriks A = (i ;)

dom(4) = ¢
karena det(e54) = e5@+7) — @5(+4) = 59 _ 59 =
perm(A) =27 D (G®4)

= max{2 + 7,5 + 4}

= max{9,9}

=9
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Contoh 3.9:

Matriks A = (i 2)

dom(4) =9
karena det(e4) = eS(2+6) — gs(+4)
=e®—e? %0
perm(A) = 2Q®6) D (5@ 4)
=max{2 + 6,5+ 4}
= max{8,9}

=9
Berdasarkan contoh 3.8 dan contoh 3.9, maka dom(A) < perm(4).

Lemma 3.4. (Farlow, 2009: 24)

Jika A € RS invertible maka dom(A) # «.

Bukti:

Karena A invertible maka A adalah matriks diagonal yang dipermutasi. Sehingga
dom(A4) adalah hasil max-plus entri-entri diagonal dari matriks diagonal. Jadi

dom(4) # ¢. [

Contoh 3.10:
] (2 3
Matriks A = (4 2)

dom(A) = 7 > ¢, karena det(es4) = e5* — 57 # 0.
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Tetapi A bukan matriks invertible (tidak dapat dibalik).

Dalam aljabar linear biasa, telah diketahui bahwa A invertible jika dan hanya
jika det(A) # 0. Sedangkan dalam aljabar max-plus, dapat ditemukan matriks A
memiliki det(4) # 0 tetapi matriks A bukan matriks invertible, sehingga matriks
invertible dan determinan atas aljabar max-plus tidak sepenuhnya analog dengan

aljabar linear.

Lemma 3.5. (Farlow, 2009: 25)

Jika A € RS invertible maka dom(A) = perm(4).

Bukti:

Berdasarkan lemma 3.2 dan lemma 3.4, jika A € R\S% invertible maka A adalah
matriks diagonal yang dipermutasi. Sehingga dom(A) dan perm(A) adalah hasil

max-plus entri-entri diagonal dari matriks diagonal. Oleh karena itu, dom(A) # ¢

dan perm(A4) # €. Jadi dom(A4) = perm(A). |
Contoh 3.11:

2 & €
Diberikan matriks A = | ¢ ¢ —1)

e 1 ¢

A invertible, maka
dom(4) =2 # ¢
karena det(esA) — es(2+s+s) _ es(2—1+1) + es(s—1+s) _ es(£+£+s) +

es(£+£+1) _ es(£+£+£)
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— oSE _ 52 4 oSE _ pSE 4 pSE _ oSE 4 )
perm(A) = 2R e®e)DLA-DX® D (e ® (1) ®e)
BEReRe)D(EReRDD(c®eQe)
=max{2+ec+¢&2—-1+1,e—1+ce+e+eet+e+l,e+e+¢}
= max{e, 2,¢5,¢,6,}=2+¢

Sehingga dom(A) = perm(4) =2 # ¢

Dalam aljabar linear biasa, telah diketahui bahwa untuk A,B € REXT,
det(AB) = det(A)det(B). Tetapi dalam aljabar max-plus, perhitungan dom(4 ®
B) dan perm(A ® B) ada kemungkinan dom(4 @ B) # dom(4) Q dom(B)

dan perm(4 @ B) # perm(4) ® perm(B).

Contoh 3.12:

2 1 4 1 3 4
Diberikan matriks A =1 3 1>danB=<2 2 2

4 1 2 31 3

Akan dicari dom(A) dan perm(4)
dom(4) = 11
karena det(eSA) = e5(2+3+2) _ 55(2+1+1) 4 o5(1+1+4) _ os(1+1+2) 4

pS(A+1HD) _ s(4+3+4)
=e7 —et + e —eSt et~ %0
perm(4) = 2®3®2)PCLR1IIDO(1IRXIRHND(1R1R®2)
DURIRDDOHURIRY
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=max{(2+3+2),2+1+1),(1+14+4),(1+1+2),4+1
+1),(4+3+4)}

= max{7,4,6,4,6,11} = 11

Akan dicari dom(B) dan perm(B)
dom(B) =9
karena det(eSB) — es(1+2+3) _ es(1+2+1) + es(3+2+3) _ es(3+2+3) +
eS@+2+1) _ 5s(4+2+3)
— @56 _ oS4 4 58 _ 058 | ST _ 059 £ ()
perm(B) = (1®2Q3) D (1201 P BR2Q®3)DBR2R3)
PURZRNOUR2R?3)
=max{(1+2+3),(14+2+1),3+2+3),3+2+3),(4+2
+1),(4+2+3)}

= max{6,4,8,8,7,9} = 9

Sehingga didapat,
dom(4) ® dom(B) =11Q® 9=11+9 =20

perm(4) @ perm(B) =11 Q® 9 =11+9 =20

Selanjutnya akan dicari dom(A @ B) dan perm(A ® B)

2 1 4 1 3 4 7 5 7
A®B=<1 3 1)@(2 2 2>=<11 5 5)
4 1 2 3 1 3 5 7 8

dom(A ® B) = 25

karena det(eSAB) — es(7+5+8) _ es(7+5+7) + es(5+5+5) _ es(5+11+8)
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+ es(7+11+7) _ es(7+5+5)

= 520 — 519 4 o515 _ o524 | 525 _ o517 %
perm(AQB)=(7Q5Q8) D (7TQ5Q07) D (5Q5Q5)
DGR 11Q8)
BRI 7NDB(7TR5Q5)
=max{(7+5+8),(7+5+7),(5+5+5),(5+11+8),(7
+11+4+7),(7+5+5)}
= max{20,19,15,24,25,17}

=25

Jadi dom(A ® B) #+ dom(4) @ dom(B) dan perm(4 @ B) # perm(4) ®

perm(B).

Tetapi kita dapat menyatakan lemma berikut:
Lemma 3.6. ((Farlow, 2009: 26)
Jika A, B € RXT invertible maka dom(A ® B) = dom(4) ® dom(B) dan

perm(A @ B) = perm(A4) @ perm(B).

Contoh 3.13:

Diberikan matriks A, B € RY % invertible, A = [i g] dan matriks B =

5 ¢

Akan dicari dom(A) dan perm(A4)
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dom(A4) =7
karena det(e®4) = e5(2+5) — gs(ete)
=eS" —eS £ 0
perm(4) = (2 ®5) B (e ® &)
=max{2 + 5, + ¢}
=max{7,e}=7
Akan dicari dom(B) dan perm(B)
dom(B) =7
karena det(esB) = eS(E+8) — gs(4+3)
=e%—eST £ 0
perm(B) = (e Q¢) @ (4 ® 3)
= max{e + ¢,4 + 3}
= max{e, 7}
=7
Sehingga didapat,
dom(A) @ dom(B) =7Q 7=7+7 =14

perm(A) @ perm(B) =7Q 7=7+7 =14

Selanjutnya akan dicari dom(A @ B) dan perm(A ® B)

ao8=[; of;

[2Qc D c®3 204D Q¢
c®e D 5Q®3 cQ®4D5Qc¢

_le®e 6@8]
T led8 P
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A®B=E ﬂ

Sehingga didapat,
dom(A Q B) = 14
karena det(eS4B) = es(e+e) _ gs(6+8)
=eS—eSM %0
perm(A®@ B) = (¢ ® ¢) @ (6 @ 8)
= max{e + &,6 + 8}
= max{e, 14}

=14

Jadi jika A, B € RS invertible maka dom(A @ B) = dom(4) ® dom(B) dan

perm(A @ B) = perm(4) @ perm(B).

Perluasan matriks A invertible dalam aljabar linear ke aljabar max-plus
ditunjukkan berikut:
(R, +,X) = (RU {-»},B,&)
a. Matriks A invertible dalam aljabar linear
Aljabar linear adalah himpunan R dilengkapi dengan operasi
penjumlahan (+) dan operasi perkalian (x) yang dinotasikan (R, +,X).
Diberikan matriks A € R™" dengan [A];; =a;; ER, Vi,j=12,..,n.

Matriks A invertible jika dan hanya jika det(A4) # 0.
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b. Matriks A invertible dalam aljabar max-plus
Aljabar max-plus adalah himpunan R U {—oo} dilengkapi dengan operasi
@ sebagai operasi maksimum dan @ sebagai operasi penjumlahan yang
dinotasikan dengan Rpy.x = (RU {—o0}, @, ®). Diberikan matriks
A € RR dengan [A];; = a;; € Ryax, Vi,j =12, ..,n. Jika matriks A
invertible maka dom(A) # & sehingga det(es4) # 0. Tetapi jika
det(e>*) # 0 maka belum tentu matriks A invertible.

Sehingga, didapatkan jika matriks A invertible maka determinannya bukan 0.

C. Penyelesaian persamaan linear max-plusA ® C = B

Berdasarkan cara menentukan subsolusi terbesar untuk menyelesaikan sistem
persamaan linear Ax = b yang mempunyai subsolusi terbesar X dengan —x =
At ® (—b). Jika & memenuhi persamaan AX = b, maka £ merupakan solusi.
Cara ini akan dikembangkan pada penyelesaian sistem persamaan linear max-plus
A ® C = B untuk menentukan matriks C sehingga memenuhi A Q C = B.

Persamaan linear max-plus A @ C = B dengan matriks A, B € RL\% adalah
matriks persegi. Karena @ adalah operasi maksimum dan @ adalah operasi
penjumlahan, maka didapatkan A @ C < B,V i,j € n, sehingga dapat ditulis:

a;j + ¢;j < byj

& 6 < bijj—a;

& 6 < min{b;; — a;j,i,j € n}

& —¢j =2 max{—b;; + a;;,i,j € n}

(=4 _éU > max{aji + (_bU)’ l,] € ﬂ}
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s —-(=4'®(-B)

Jadi sistem persamaan linear max-plus A ® € = B memiliki subsolusi terbesar €
dengan
~-C=4'® (-B)

Jika ¢ memenuhi persamaan A ® ¢ = B, maka ¢ merupakan solusi.

Contoh 3.14:
L . 3 21 ,_1[6 8
Diberikan matriks A = [4 7], B = [7 9
Akan ditentukan matriks C sebagai solusi persamaan:
AR C=B
3 2] [*1 X21 _[6 8
P L Pl g
Terlebih dahulu dicari subsolusi terbesar dari persamaan di atas, yaitu:

~C=4"® (-B)

-l a8l 5

_[—3@—3 5@ -5
400 -6 -2

-[o 2

Jadi subsolusi terbesarnya adalah

c=[y

Selanjutnya dapat dicek
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A _[3 2 3 5
A®C_.4 7]®[0 2
33 P2R0O0 35 P2R?2
43 P7R0 45 P7R2

[6D2 84
77 99

A®C=B
.4+ 3 5 .
Jadi C = [0 2] merupakan solusi tunggal.

3 5

Sehingga didapat matriks C = [0 )

] yang merupakan penyelesaian sistem

persaman di atas.

Cara menentukan subsolusi terbesar dapat diterapkan pada penyelesaian
persamaan linear max-plus A @ C = B untuk menentukan matriks C sehingga
memenuhi A @ C = B. Pengembangan penggunaan cara ini pada sistem
persamaan linear max-plus A @ C = B dimaksudkan sebagai langkah pendekatan
penyelesaian dalam menerapkan metode ini pada penyelesaian persamaan
A ® B = E untuk menentukan matriks B invers dari A sehingga memenuhi

AR B=E.

D. Penyelesaian Invers Matriks atas Aljabar Max-plus
Matriks invertible memiliki invers kanan dan invers kiri. Penyelesaian sistem
persamaan linear max-plus untuk menentukan invers matriks dapat menerapkan

cara berikut:
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1. Menentukan subsolusi terbesar
a. Penyelesaian Invers Kanan

Berdasarkan penyelesaian sistem persamaan linear max-plus A ® C = B
dengan menentukan subsolusi terbesar yang memiliki subsolusi terbesar ¢
dengan — C = At ® (-B) sehingga didapatkan matriks C yang memenuhi
persamaan A® C =B maka C merupakan solusi. Selanjutnya, cara
menentukan subsolusi terbesar akan diterapkan pada penyelesaian sistem
persamaan linear max-plus A @ B = E untuk menentukan matriks B.

Matriks A € R invertible dengan E adalah matriks identitas memiliki
invers kanan yaitu matriks B sehingga memenuhi persamaan A ® B = E.
Karena @ adalah operasi maksimum dan @ adalah operasi penjumlahan,
didapat A ® B < E,V i,j € n, sehingga dapat ditulis:

a;j + Bij < ejj

& b <e;—ay

& b < min{e;; — a;;,i,j € n}

&  —b;j = max{—e; + a;;,i,j € n}

&  —b;; = max{a;; + (—e;),i,j € n}

& -B=4'Q (-E)

Sistem persamaan linear max-plus A ® B = E memiliki subsolusi terbesar B
dengan

—B=4"Q (-E)
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Sehingga didapat matriks B yang memenuhi persamaan A ® B = E, maka

matriks B merupakan solusi tunggal sebagai invers matriks A.

Contoh 3.15:

Diberikan matriks A € R, A = [E 7].

4 ¢

A invertible, maka
dom(4) =11 # ¢
karena det(e®4) = eS(E+e) — gs(4+7)
= eS¢ — 511 £
perm(A) = (e R ) D (4R 7)
=max{c+ &4 + 7}
= max{¢, 11}
=11 +#¢

Jadi dom(A) = perm(4) =11 # ¢

Akan ditentukan matriks B invers kanan dari A sebagai solusi persamaan:

AQB=E
i des=[

Terlebih dahulu dicari subsolusi terbesar dari persamaan A Q B = E, yaitu:

~-B =4 ® (-E)

-7 dels 7l

3@ eD4
T |7®e o@Pe

56



-7

Jadi subsolusi terbesarnya adalah

Selanjutnya dapat dicek

5_[e 711 —4
A®B_.4 S][—7 8]

(ceQRe P7R —7 s®—4€B7®s]
4R PeR®-7 4 -4 PeRc¢

_leDe e@s]
T le@e e®e

_re e]
e e

A®B=E
Jadi B = [_87 _54] merupakan solusi tunggal.

Sehingga didapat invers kanan dari matriks A yaitu matriks B = [_87

yang merupakan penyelesaian sistem persaman di atas.

Contoh 3.16:
e € 3 e & €
Diberikan matriks A e R A= (2 ¢ e] dengan E = le e el
e 5 ¢ £ € e

A invertible, maka
dom(4) =10 # ¢
karena det(eSA) — es(£+£+£) _ es(£+5+£) + es(2+5+3) _ es(2+£+£) +

es(£+£+£) _ es(£+£+3)

N
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— oSE _ oSt 1 pS10 _ oSE | oSE _ oSE 4 ()
perm(A) = (tQ® e e) D (cR5Qe)D2R5R3)D2RQee)
DP(EReRe)D(e®e®3)
=max{e+e+ee+5+62+5+3,2+e+ege+e+ee+e
+ 3}
= max{e, €,10,¢,6 e} =10 # ¢

Jadi dom(A) = perm(4) = 10 # ¢

Akan ditentukan matriks B invers kanan dari A sebagai solusi persamaan:

AQRB=E

e € 3 e & €
2 ¢ e®B=I£ e el
e 5 ¢ E € e

Terlebih dahulu dicari subsolusi terbesar dari persamaan A @ B = E, yaitu:

-B =4'"Q® (-E)

e 2 ¢ e o o
=le € 5 ®[°° e ool
3 € ¢ co o0 e
cEPDodPe eD2@e eDobe
=lcPePxo ePecP o e@e@S]
3@ePe DeDe oPede

Jadi subsolusi terbesarnya adalah

e =2 ¢
e ¢ =5

-3 ¢ £
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Selanjutnya dapat dicek

g € 3 e -2 ¢
2 ¢ €|Q| ¢ e =5
£

5 ¢ -3 & €

AR B =

(cReEPeReP3R®R -3 cR-2PcRecP3Re cRePeR-5P3R¢
=12QR e PecRePes® -3 203-2PcRecPecRe 2QR0cPcsRQ -5pQRc¢
 cRePERePeR -3 ceR-2PB5xcPecRe cReP5R -5PcRc¢

[(cPcsPe cPecPes csPeche
=|lcePcPhPs ehecPec e@sEBe]
lcePePe cPePe cPePe

e & &
=& e 8]
E & e
AQB=E
~ e =2 ¢
JadiB=| ¢ e —5]| merupakan solusi.
-3 ¢ €

Sehingga didapat invers kanan dari matriks A vyaitu matriks B =

e =2 ¢
[ € € —5] yang merupakan penyelesaian sistem persaman di atas.
-3 ¢ £

. Penyelesaian Invers Kiri

Penyelesaian sistem persamaan linear max-plus A @ B = E telah dapat
diselesaikan dengan cara menentukan subsolusi terbesar, didapat B invers
kanan dari A sebagai solusi tunggal. Jika A € R%<% invertible, maka A juga
memiliki invers kiri yaitu matriks B sehingga memenuhi B Q@ A = E.

Sehingga matriks B sebagai invers kanan juga merupakan invers kiri dari A.
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Contoh 3.17:

e ¢ 3 e & €
Diberikan matriks A e RLL, A =12 ¢ e] dengan E = le e el.
e 5 ¢ e € e

A invertible, maka
dom(4) = 10
perm(4) = 10

Jadi dom(A) = perm(4A) = 10 # ¢

Akan ditentukan matriks B invers Kiri dari A sebagai solusi persamaan:

BRA=E

e € 3 e &€ €
2 & e] = [8 e 8]
e 5 ¢ E € e

Berdasarkan contoh 3.16 didapat solusi invers kanan dari A yaitu matriks

B®

e -2 ¢
B=]|c¢ € —5], karena invers kanan juga merupakan invers kiri maka
-3 ¢ £

e =2 ¢
invers kiri dari A juga matriks B = | ¢ e —=5]
-3 ¢ €

Selanjutnya dapat dicek

[ ¢ -2 ¢ e € 3
BRA=| ¢ e —5|®|2 & ¢
-3 ¢ £ e 5 ¢

=|lcePecPhs cPecPe csPhPechs

[cPePes cPecPes e@s@s]
lcePPecePe cPePhe ePpePe
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BRA=E

Jadi didapat solusi invers Kkiri dari matriks A yaitu matriks

e =2 ¢
B=]¢ € —5] yang merupakan penyelesaian sistem persaman di atas.
-3 ¢ €

2. Karakterisasi Invers Matriks
a. Penyelesaian Invers Kanan
Berdasarkan Teorema 3.1., jika A € R invertible, A adalah matriks
diagonal yang dipermutasi yaitu A = P, @ D(4;) maka A memiliki invers
kanan yaitu matriks B sehingga memenuhi A @ B = E, dengan matriks B
dapat ditentukan berikut
B = A®-1
= Py1 @ D(—4)
= [P ® D(=2)]"
Sehingga didapat matriks B adalah transpose dari invers matriks diagonal

yang dipermutasi.

Contoh 3.18:
. . . e &
Diberikan matriks A € Rf,5% dengan E = [8 e]
A=F ®D(4)
_[e e 4 ¢
- [e e] ® [g 7]

_[£®4 Pe®Res cRxes Pe®7
T 1e®41DP:cRe eQRe Pe®7
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Karena A merupakan matriks diagonal yang dipermutasi maka A invertible.
Sehingga didapat perhitungan dom(A) dan perm(A), yaitu
dom(4) =11 # ¢
karena det(es4) = eS(E+8) — os(4+7)
=eS—eS1l %0

perm(A) =(cRe) D (4 Q 7)

=max{c+ &4 + 7}

= max{e, 11}

=11 +#¢

Jadi dom(A) = perm(4) =11 # ¢

Selanjutnya akan ditentukan invers kanan A yaitu matriks B

B =[P ®D(-2)I"
=[C Dol 5]

[(c@® -4 Pe®R®Res QR ¢ EBe®—7T
e 4 PR eRe Pe®RQ -7

T

| eDe eEB—7T
T |-4Pe D¢
_l¢ —7]T

—4 ¢
_Te -4
=7 e]
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Selanjutnya dapat dicek

_[e 7 e —4
A®B_.4 £]®[—7 s]
(cRe P7R —7 8®—4EB7®8]
4R Pe®-T7 4R -4 PecRc¢

_le®e e@e]
cePe ePe

_Te e]
T le e

AQRB=E

Jadi didapat invers kanan dari A yaitu matriks B = [_87 _54]'

. Penyelesaian Invers Kiri

Jika A € REXT invertible, A adalah matriks diagonal yang dipermutasi
yaitu A = P, ® D(A;) maka A memiliki invers Kiri yaitu matriks B sehingga
memenuhi B @ A = E. Berdasarkan teorema 3.2, telah diketahui invers kanan
juga merupakan invers Kiri, sehingga matriks invertible memiliki invers kanan
dan invers kiri dengan solusi tunggal dengan A @ B = E = B @ A. Sehingga
matriks B sebagai invers kanan juga merupakan invers kiri dari A.

Contoh 3.19:

Diberikan matriks A € R%" dengan E = [‘Z Z]

A=P, ®D(A)
=[; del; 3]
=[; ]
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Karena A merupakan matriks diagonal yang dipermutasi maka A invertible.
Sehingga didapat perhitungan dom(A) dan perm(A), yaitu

dom(4) = 11

perm(4) = 11

Jadi dom(A) = perm(4) =11 # ¢

Berdasarkan contoh 3.18 didapat invers kanan dari A yaitu matriks B =
[_87 _84], karena invers kanan juga merupakan invers Kiri maka invers Kiri

£ —4]

dari A juga matriks B = [_7 Nt

Selanjutnya dapat dicek

B®A= —87 _34]‘8’[2 Z]

Qe D-4R4 Q7 @—4@8]
TR PeRE -TR7T Pe®R ¢

_leDe eEBe]
T le®e e@e

_Te e]
T le e

BRA=E

Jadi didapat invers kiri dari A yaitu matriks B = [_‘97 _54]'

3. ldentifikasi Hasil Penyelesaian
a. Penyelesaian Invers Kanan

Berdasarkan contoh-contoh hasil penyelesaian A @ B = E diperoleh
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matriks B invers kanan dari matriks A, dapat diidentifikasi bahwa matriks B
dapat ditentukan dengan cara berikut:

B = A®1 = AT dengan q;; = { Gy, Jika ay; # £
H e , jika a;; =¢

Contoh 3.20:

Diberikan matriks A € R dengan E = [i Z]

a=[; 3
Karena A merupakan matriks diagonal yang dipermutasi maka A invertible,
sehingga
dom(4A) =7 # ¢
karena det(e®4) = e5(5+2) — gs(e+e)
— es7 —eS€E £

perm(4) = (6 Q®2) B (e ® ¢)

= max{5+ 2,¢ + &}

= max{7, £}

=7#*¢
Jadi dom(A) = perm(A) =7 # ¢
Akan ditentukan matriks B invers kanan dari A sebagai solusi persamaan:

AQB=E

o sles=c

e

—aij, ]lka al-j * &

— ®_1 — T .. =
B=A A" dengan a;; { e, jika a; = ¢
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Sehingga,
_[-5 =€
B_[g —2]
Selanjutnya dapat dicek
_[5 ¢ -5 ¢
A®B_.£ 2]®[e —2]
5 -5 PcRe 5P e®R® -2
cR-5P2Rs cReP2R -2

_le®e e@s]
ce@e cBe

_Te e]
T le e

AQB=E

Jadi didapat invers kanan dari matriks A yaitu matriks B = [_55 € ]

b. Penyelesaian Invers Kiri

Matriks A € RILT invertible memiliki invers kiri. Jika diberikan matriks
A atas aljabar max-plus, E adalah matriks identitas, maka matriks B adalah
invers Kiri dari matriks A sehingga memenuhi B @ A = E.

Berdasarkan teorema 3.2, telah diketahui matriks A invertible memiliki
invers kanan dan invers kiri dengan solusi tunggal dengan AQ B = E =
B @ A. Sehingga matriks B sebagai invers kanan juga merupakan invers Kiri
dari A. Perhitungan invers kanan dari matriks A, yaitu B = A® dengan

—aij, ]lka a;j FE | . ) ..
a;j = .. juga bisa berlaku untuk menentukan invers kiri.
e , jika q;j=¢
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Contoh 3.21:

Diberikan matriks A € R dengan E = [i Z]

A=l

Karena A merupakan matriks diagonal yang dipermutasi maka A invertible,

sehingga
dom(4) =11 # ¢
karena det(e$4) = eS(E+8) — gs(7+4)
=e%—es 20
perm(A) = (c Q@ &) B (7® 4)
= max{e + &, 7 + 4}
= max{e, 11}
=11+¢

Jadi dom(A) = perm(4A) =11 # ¢

Akan ditentukan matriks B invers kiri dari A sebagai solusi persamaan:

BRA=E
sof; =[C o

B = A®! = AT dengan a;; = { ~ay Jika ayj % €
ij

e , jika a;j=¢
Sehingga,
e =7
B = [—4 € ]
Selanjutnya dapat dicek

B®A=Li ;q®ﬁ ﬂ
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(cRe P-T7TR7 e®463—7®e]
-4 RePesR7 —4QR4P=sR¢

_le®e e@s]
ce@Pe ePe

e €

e ol

BQRQA=E
Jadi didapat invers kiri dari matriks A yaitu matriks B = [_55 _82]

Berdasarkan ketiga cara yang telah dibahas, penyelesaian menentukan
matriks invers kanan dan invers kiri menggunakan ketiga cara akan dibandingkan

sebagai berikut:

Contoh 3.22:
e & ¢
Diberikan matriks A € R:" dengan E = le e el
£ ¢ e
A=F QD)
E e € 3 € ¢
=le ¢ 5]@[8 2 s]
£ € e e & 4
cPePe cP2Pes cPePe
=|13PcsPes cPechs eEBeEBe]
cPePe cPePe cPeh4
e 2 €
=13 ¢ e]
e € 4

Karena A adalah matriks diagonal yang dipermutasi maka A invertible, sehingga
dom(4) =9 # ¢

karena det(esA) — es(£+£+4) _ es(£+£+£) + es(3+£+£) _ es(3+2+4) +
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es(s+2+s)_es(s+s+s)
— 0SE _ SE 4 @SE _ o9 | pSE _ oSE 4 ()
perm(A) = (c® e @) D (cRe®e)DBR:Re)DBR2Q4)
PER2R)D(ER®e®e)
=max{c+e+4ec+ec+e3+e+¢63+2+4e+2+¢cc+e+¢}
= max{e, £,¢69,6,e} =9 *¢

Jadi dom(A) = perm(4) =9 # ¢

Akan ditentukan matriks B invers dari A, sebagai invers kanan sekaligus invers
Kiri dari matriks A.

Cara 1. Menentukan subsolusi terbesar

Terlebih dahulu dicari subsolusi terbesar dari persamaan A @ B = E, yaitu:

A~

—B=4'® (-B)

e 3 ¢ e o o
2 ¢ s] X [00 e 00]
& €

4] loo o0 e

c@PooPe e@P3Pe ePoPs
=26 csPoo cocPecshe ooeae@s]
lce@PePo ePecPo ePed4sd

'oo3oo]

=|2 o0 o0

jco oo 4

Jadi subsolusi terbesarnya adalah

e -3 ¢
-2 & €
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Cara 2. Karakterisasi invers matriks

B =[P, ® D(-2)]"

e -2 17
-3 ¢ £

£ e —4

e -3 ¢
-2 € £

£ e —4

[ & e € -3 £ e\l
(e £ 8)@(3 -2 g)]
[ \e € e & e -4

[ cPecPes cPh-26P¢ EGBSEBEIT

—3PcPhs cPhePes cEPePe

| cPecPes cPhsPhs cPhesh -4

Cara 3. Identifikasi hasil penyelesaian

B = A®"' = AT dengan q;; = {

Sehingga,

—aij, ]lka al-j * &
e , jika a;;j=¢

e -3 ¢
-2 & €

£ e -4

Berdasarkan perhitungan dengan ketiga cara didapatkan hasil matriks invers yang

sama, yaitu

B =

e -3 ¢
-2 € €

£ e -4

Selanjutnya dapat dicek

A®B=[

M W M

2 € e -3 ¢
e ¢|Q®|-2 ¢ €
e 4

70



[cPePes cPecPese cPePe
=|lcPecPs ePcsPhPs csPeche
lcPecPs cPsPes chesPe

[ ¢ -3 ¢ e 2 €
BRA=|-2 =« e|®|3 & ¢
| € e -4 e € 4

=|lcPecPhs ePcsPs csPechs
cPecPs cPsPes cPhesPe

[cPePes cPePe eEBeGBe]

BRA=E

JadiAQB=BQA=E

e -3 ¢
Sehingga didapat matriks B = [—2 e € ] sebagai invers kanan sekaligus
£ e —4

invers kiri dari A.

Jika matriks A invertible maka matriks B adalah invers matriks A dengan
solusi tunggal sehingga memenuhi A @ B = B @ A = E. Berdasarkan hasil
perhitungan untuk menentukan matriks B, ketiga cara yang diterapkan
menghasilkan matriks invers yang sama. Pada proses perhitungan untuk

menentukan matriks B dengan membandingkan ketiga cara, didapat cara ketiga
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—al-j, ]1ka aij * &

e, jika ay =¢ lebih praktis dan

yaitu B = A®"1 = AT dengan q;; = {

menghemat waktu dibandingkan dengan memakai cara yang lain. Penggunaan
cara kedua yaitu B = [P, ® D(—4;)]" akan lebih efektif dan efisien jika telah
diketahui matriks permutasi dan matriks diagonal yang membentuk matriks A

invertible.

Contoh 3.23:

Diberikan matriks A € R%<% berukuran 5 x 5.

[€ 2 & € €] [e £ & € e]
|4 & € & ¢ le e € &€ g
A=le ¢ & ¢ 1l denganE=|c ¢ e ¢ ¢
Is e 7 ¢ el le E € e el
ls e ¢ 8 eJ L€ £ € ¢ eJ

Karena A adalah matriks diagonal yang dipermutasi maka A invertible, sehingga
dom(A) =22 # ¢

karena det(es4) = 22 # 0

perm(A) =22 # ¢

Jadi dom(A) = perm(A) = 22 # ¢

didapat matriks B invers dari A4, yaitu

B = A®7! = A" dengan a;;

{—aij, ]lka al-j * &
e , jika a;j=¢

[ € —4 ¢ £ €]

-2 € £ & &

B=| ¢ £ e =7 ¢
£ £ £ e —8

£ e -1 ¢ £

72



Selanjutnya dapat dicek

W W O
W w w _ W
W W 4 W W

i
W w w w [
4_.. W W w w
ccn/__ W W w
e ]

W oW W W
W ow w w o
Wwow oW~ W
N W owowow
W W ow W

I

(Sa]

&

<<

AQRB=E

&
&
&
&

&
&
&
&

B®A

BRA=E

B®A=E.

JadiA® B

Sehingga didapat matriks B

sekaligus invers Kiri dari A.
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