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ABSTRAK

Penelitian ini bertujuan untuk memodelkan waktu tunggu kendaraan di
persimpangan lampu lalu lintas Condong Catur yang pola kedatangan
kendaraan berdistribusi Compound Poisson dan memperhatikan sisa antrian
sebelumnya. Selain itu model waktu tunggu yang telah diperoleh
diaplikasikan dengan data riil.

Pada awal pembahasan, skripsi ini menentukan model waktu tunggu
kendaraan dalam antrian pada fase lampu merah yang dilanjutkan model
waktu tunggu pada fase lampu hijau dengan distribusi kedatangan Compound
Poisson. Selanjutnya, menentukan waktu tunggu seluruh kendaraan saat
berada dalam antrian di persimpangan lampu lalu lintas Condong Catur
selama satu siklus.

Hasil dari penelitian menunjukkan bahwa model waktu tunggu
kendaraan saat berada dalam antrian di persimpangan lampu lalu lintas
Condong Catur selama satu siklus adalah hasil bagi antara total waktu tunggu
seluruh kendaraan saat berada dalam antrian dengan rata-rata kendaraan yang
masuk ke dalam antrian. Dengan mengaplikasikan model waktu tunggu
tersebut, diperoleh rata-rata waktu tunggu kendaraan di persimpangan
Condong Catur adalah 94,4detik

Kata kunci: waktu tunggu, Compound Poisson, persimpangan Condong
Catur.
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BAB I

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Kondisi mengenai lalu lintas perkotaan khususnya kota-kota besar misalnya

di Daerah Istimewa Yogyakarta, hingga saat ini transportasi di kota tersebut

mengalami perkembangan yang pesat baik secara kualitas maupun kuantitas.

Perkembangan secara kualitas dapat dilihat dari kendaraan bermotor yang dari

tahun ke tahun selalu mengalami perubahan dalam bentuk maupun sistem

mesinnya. Secara kuantitas, jumlah kendaraan bermotor juga mengalami

kenaikan.

Kepala Dinas Bidang Penganggaran Pendapatan dan Pengelolaan Kas Aset

Daerah (DPKAD) Daerah Istimewa Yogyakarta, Gamal Suwantoro

menyampaikan laju pertumbuhan kendaraan bermotor di Daerah Istimewa

Yogyakarta setiap tahunnya mengalami kenaikan dikisaran 14 sampai 15 persen.

Jika laju pertumbuhan kendaraan baru di Daerah Istimewa Yogyakarta khusus

yang berplat nomor AB sudah tinggi maka jumlah kendaraan bermotor di Daerah

Istimewa Yogyakarta sudah over load. Jumlah kendaraan bermotor berplat AB di

Daerah Istimewa Yogyakarta pada tahun 2010 mencapai 1,15 juta kendaraan,

pada tahun 2011 tercatat 1,27 juta kendaraan, kemudian pada tahun 2012 naik

menjadi 1,43 juta kendaraan. Sementara itu, untuk tahun 2013 jumlah kendaraan

bermotor di Daerah Istimewa Yogyakarta mencapai lebih dari 1,6 juta kendaraan.

Perbandingan jumlah kendaraan bermotor setiap tahunnya mobil 15 persen
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sedangkan motor 85 persen dari jumlah total kendaraan (Gamal Suwantoro dalam

Agus Sigit, 2013).

Meningkatnya daya beli masyarakat terhadap kendaraan bermotor memicu

meningkatnya jumlah kendaraan bermotor. Hal inilah yang menjadi salah satu

alasan terjadinya kemacetan ataupun kecelakaan lalu lintas. Berdasarkan Manual

Kapasitas Jalan Indonesia (Bernaldy,1997:1-2), meningkatnya kemacetan pada

jalan perkotaan maupun jalan luar kota diakibatkan bertambahnya kepemilikan

kendaraan, terbatasnya sumber daya untuk pembangunan jalan raya, dan belum

optimalnya pengoperasian fasilitas lalu lintas yang ada. Hal ini merupakan

persoalan utama di banyak kota.

Permasalahan kemacetan ini tidak bisa dibiarkan dan perlu langkah-langkah

untuk mengatasinya. Solusi awal yang dapat dilakukan adalah dengan melebarkan

jalan raya, namun hal tersebut memerlukan dana yang besar. Selain itu jalan raya

yang terbatas, tidak mungkin lagi untuk diperlebar. Salah satu alternatif solusi dari

masalah kemacetan adalah pengaturan rambu lalu lintas dalam hal ini lampu lalu

lintas (traffic light).

Pada umumnya lampu lalu lintas (traffic light) dipergunakan untuk

menghindari kemacetan simpang akibat konflik arus lalu lintas, sehingga terjamin

bahwa suatu kapasitas tertentu dapat dipertahankan, bahkan selama kondisi lalu

lintas jam puncak (jam sibuk). Selain itu, untuk memberi kesempatan kepada

kendaraan dan/atau pejalan kaki dari jalan simpang untuk memotong jalan utama

dan untuk mengurangi jumlah kecelakaan lalu lintas akibat tabrakan antara

kendaraan-kendaraan dari arah yang bertentangan (Bernaldy,1997:2-2). Lampu
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lalu lintas ini berada pada persimpangan yang merupakan penghubung antara

satu ruas jalan dengan ruas jalan lainnya.

Permasalahan yang terjadi di persimpangan adalah lamanya kendaraan

berada pada persimpangan. Oleh karena itu, diperlukan model yang menjadikan

lampu lalu lintas dapat menyelesaikan antrian di persimpangan lampu lalu lintas

dan mengawali lampu lalu lintas selanjutnya tanpa ada antrian yang tersisa atau

minimal tidak mengalami peningkatan jumlah antrian (Ortuzar & Willumsen,

1990).

Beberapa penelitian mengenai model waktu tunggu kendaraan di

persimpangan lampu lalu lintas pernah dibahas oleh Donald R.McNeil (1968),

Newell, G.F. (1965), Sutrisno (2011) dan Ade Putri Maysaroh (2012). Dalam

penelitian Donald R.McNeil (1968) membahas tentang solusi untuk waktu

tunggu kendaraan di persimpangan lampu lalu lintas dengan distribusi kedatangan

Compound Poisson. Hasilnya berupa model waktu tunggu setiap kendaraan

selama satu siklus yaitu
ଵ

ଶ
ͳെ)ݎ }ଵି(ߩ [(0)ܳ]ܧଵିߣʹ ൅ ݎܶ ൅ ଵ(1ିߤ +

ሺͳെܫ .{(ሻିଵߩ Newell, G.F. (1965) membahas tentang metode pendekatan untuk

waktu tunggu di persimpangan lampu lalu lintas dalam satu siklus. Hasilnya

berupa model waktu tunggu yaitu ܹ]ܧ ]~
ఒோమ

ଶሺଵି
ഊ

ഋ
)

+ (ܴ ൅ .[(0)ܳ]ܧ(ܩ Sutrisno

(2011) membahas tentang model waktu tunggu kendaraan di persimpangan lampu

lalu lintas dengan memperhatikan pola kedatangan kendaraan yang masuk ke

dalam antrian pada lampu lalu lintas tersebut. Hasilnya berupa model waktu

tunggu yang sama dengan model waktu tunguu Mc.Neil (1968). Sementara itu,
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Ade Putri Maysaroh (2012) membahas tentang model waktu tunggu kendaraan

pada persimpangan lampu lalu lintas saat jam sibuk dengan menggunakan metode

P.D.Whiting. Hasilnya berupa model dengan rata-rata waktu tunggu kendaraan

yang diperoleh adalah
ொ(଴)(்ିோ)ା

భ

మ
ఒ൫் మିோమ൯ା∫ ொ೟(௧)ௗ௧

೅
ೃ

ఒ்
.

Dalam skripsi ini akan dibahas model waktu tunggu kendaraan di

persimpangan lampu lalu lintas Condong Catur dengan pola kedatangan

kendaraan yang berdistribusi Compound Poisson dan memperhatikan sisa antrian

sebelumnya. Selain itu, model diaplikasikan dengan menggunakan data riil.

Persimpangan Condong Catur merupakan salah satu lokasi yang memiliki

kepadatan tinggi di Kota Yogyakarta, terutama pada saat jam kerja. Dipilihnya

persimpangan Condong Catur karena selain memiliki kepadatan tinggi juga

presentase waktu pelayanannya kurang optimal. Hal ini dapat dilihat dari lama

lampu hijau yaitu hanya sekitar 25-30 detik dengan laju kedatangan sekitar 2339-

2735 kendaraan/jam. Selain itu, belum adanya kamera yang terletak di

persimpangan tersebut yang terhubung dengan ruang area traffic control system

(ATCS) Dishub Kominfo DIY. ATCS ini berfungsi untuk mengatur lalu lintas

apabila terjadi kemacetan yang direkam oleh kamera yang berada dipersimpangan

tersebut.

Alasan dipilihnya pola kedatangan kendaraan berdistribusi Compound

Poisson karena diantara pola kedatangan kendaraan yang berdistribusi Binomial,

Poisson, dan Compound Poisson, Compound Poisson yang merupakan pola

kedatangan kendaraan yang paling menggambarkan kondisi lalu lintas dalam

kehidupan sehari hari (Rouphail, Tarko & Li, 2001). Selama satu siklus yaitu
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durasi waktu menyalanya lampu merah dan dilanjutkan lampu hijau. Model yang

diperoleh tidak memperhatikan keterkaitan dengan lampu lalu lintas yang ada

disekitarnya.

B. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, masalah yang akan dibahas adalah

bagaimana model antrian untuk waktu tunggu kendaraan di persimpangan lampu

lalu lintas Condong Catur dengan Compound Poisson arrivals dan

memperhatikan sisa antrian sebelumnya serta bagaimana aplikasi dari model

tersebut dengan menggunakan data riil.

C. Batasan Masalah

Berdasarkan rumusan masalah yang dibahas sebelumnya, maka model

antrian untuk waktu tunggu yang diperoleh hanya melihat satu persimpangan saja

dan tidak memperhatikan antrian pada persimpangan lain. Lampu lalu lintas

hanya terdiri dari lampu merah dilanjutkan lampu hijau. Tidak ada kendaraan

yang menyalip, menggunakan disiplin antrian first come first serve (FCFS) serta

tidak ada kendaraan yang berputar balik setelah memasuki persimpangan

(renege).

D. Tujuan Penelitian

Dalam skripsi ini, sesuai dengan rumusan masalah, bertujuan untuk

memodelkan waktu tunggu kendaraan di persimpangan lampu lalu lintas
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Condong Catur yang pola kedatangannya berdistribusi Compound Poisson dan

memperhatikan sisa antrian sebelumnya dengan menggunakan teori antrian.

Selain itu mengaplikasikan model waktu tunggu yang diperoleh dengan data riil.

E. Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penulisan ini adalah:

1. mengetahui rata-rata waktu tunggu setiap kendaraan di persimpangan lampu

lalu lintas Condong Catur,

2. sebagai perkembangan ilmu pada umumnya dan perkembangan matematika

pada khususnya,

3. menambah pustaka atau referensi keilmuan bidang penerapan matematika,

4. sebagai dasar penelitian selanjutnya.
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BAB II

KAJIAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dibahas teori-teori dasar yang digunakan yaitu teori

model, teori antrian dan teori statistika.

A. Teori Model

Pengertian model menurut Meyer (1984), adalah suatu objek atau konsep

yang digunakan untuk mewakili suatu hal yang menyatakan skala kecil dan

mengubahnya ke bentuk yang dapat dimengerti. Sementara itu, model matematika

merupakan suatu model yang di dalamnya memuat konsep-konsep matematika

seperti konstanta, variabel, fungsi, persamaan, pertidaksamaan, dan lain

sebagainya.

Langkah-langkah penyusunan model dapat dilihat pada alur berikut

(Susanta, 1990:15-17).

Gambar 2.1 Langkah-langkah Penyusunan Model Matematika

1. Merumuskan

masalah nyata

2. Asumsi-asumsi

untuk model

3. Menyusun

masalah ke dalam

model matematika

4. Memecahkan

model

matematika

5. Menafsirkan

penyelesaian

6. Mengesahkan

model

7. Aplikasi model
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Dalam penyusunan model, hal yang pertama kali dilakukan adalah

merumuskan masalah. Seringkali masalah nyata yang diamati atau dihadapi

sehari-hari itu tidak jelas atau terlalu luas sehingga perlu diperjelas. Oleh karena

itu, diadakan penyederhanaan atau asumsi-asumsi agar didapat suatu

penghampiran masalah sesungguhnya yang lebih sederhana dan diharapkan lebih

mudah untuk dirumuskan.

Penyederhanaan yang dilakukan dapat berupa:

a. pengabaian beberapa faktor yang kurang relevan,

b. asumsi-asumsi, misalnya nonlinear dianggap linear, perubahan kontinu

dianggap diskrit, bilangan yang cukup kecil dianggap nol, dan sebagainya.

Apabila asumsi yang dibuat terlalu banyak maka hasilnya akan jauh dari

kenyataan. Lain halnya jika asumsi yang dibuat terlalu sedikit maka hasilnya akan

mendekati kenyataan, namun akan ditemui banyak kesulitan dalam penyelesaian

model matematika yang tertentu.

Suatu model dikatakan baik bila model tersebut mampu memberikan

gambaran obyek dengan cukup jelas sehingga tujuan penyusunan model tercapai.

Model dikatakan kurang baik bila tujuan penyusunan model tidak dapat tercapai

sepenuhnya karena model atau hasilnya terlalu jauh dari keadaan obyek yang

sesungguhnya. Oleh karena itu, perlu diadakan evaluasi seberapa jauh

penyimpangan dari keadaan yang sesungguhnya. Apabila penyimpangan terlalu

besar maka perlu dikaji penyederhanaan mana yang mungkin menyebabkan

penyimpangan itu terjadi.
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Tujuan penyusunan model matematika adalah untuk mengenali perilaku

suatu objek dengan cara mencari keterkaitan antara unsur-unsurnya, untuk

mengadakan optimalisasi dalam objek, dan untuk mengadakan pendugaan

(prediksi) untuk memperbaiki keadaan objek. Sehingga manfaat penyusunan

model matematika dapat diperoleh gambaran yang lebih jelas mengenai objek,

mengadakan percobaan terhadap model tanpa mengganggu objek dan dapat

membuat gambaran masa depan.

B. Teori Antrian

1. Pengertian Antrian

Teori antrian awalnya digunakan untuk mempelajari kemacetan lalu lintas

telepon. Pelopor penyusunan teori antrian adalah seorang ahli matematika

Denmark dengan mempublikasikan “The Theory of Probabilities Telephone

Conversation” (Agner Kramp Erlang dalam Gross Harris, 1998:1).

Sistem antrian dapat dideskripsikan sebagai kedatangan pelanggan untuk

suatu pelayanan, menunggu untuk mendapatkan pelayanan dan meninggalkan

sistem setelah mendapat pelayanan. Istilah “pelanggan” digunakan secara umum

dan tidak berarti hanya untuk manusia. Misalnya, pelanggan bisa juga sebagai

pesawat menunggu take off atau program komputer yang menunggu untuk

dijalankan (Gross Harris, 1998: 2).
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2. Karakter Proses Antrian

a. Pola Kedatangan Pelanggan

Unsur dasar model antrian dalam sistem antrian, terdapat beberapa unsur

dasar yang harus diperhatikan oleh penyedia fasilitas pelayanan dalam

memberikan pelayanan terhadap para pelanggan. Salah satunya pola kedatangan

pelanggan. Proses kedatangan pelanggan dapat terjadi secara individu maupun

berkelompok baik dalam jumlah kecil maupun besar. Pola kedatangan pelanggan

dapat dilihat dari waktu antar kedatangan dua pelanggan yang berurutan

(interarrival time).

Pola kedatangan pelanggan dalam antrian dapat bersifat deterministik (pasti)

maupun stokastik (acak). Pola kedatangan yang bersifat deterministik apabila pola

kedatangan tetap/tidak berubah dan dapat ditentukan interarrival time. Selain itu

pola kedatangan pelanggan yang bersifat deterministik juga menghasilkan pola

dari panjang antrian yang tetap pula. Contohnya, pada pengemasan makanan

menggunakan mesin dengan laju sebesar 1000 bungkus/jam. Sementara itu, pola

kedatangan yang bersifat stokastik, kedatangannya belum ditentukan sehingga

perlu dicari kesesuaiannya dengan suatu distribusi tertentu. Dengan pola

kedatangan yang belum pasti yaitu yang berubah berdasarkan waktu, maka

panjang antrian tidak memiliki pola dalam antrian tersebut. Misalnya, kedatangan

pelanggan di kantor pos (Gross & Harris, 1998:4).

Hubungan antara pola kedatangan terhadap waktu ada dua, yaitu stationary

dan nonstationary. Stationary merupakan distribusi kedatangan tidak bergantung

pada waktu (time-independent) atau keadaan bebas terhadap waktu. Sebaliknya
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nonstationary distribusi kedatangan bergantung pada waktu (time-dependent)

(Gross & Harris, 1998:4).

Perilaku pelanggan memainkan peranan yang penting dalam menganalisa

antrian. Khusus untuk pelanggan “manusia” ada beberapa perilaku yang mungkin

terjadi, yaitu di antaranya:

1) jockey adalah perilaku pelanggan yang menerobos antrian untuk mengurangi

waktu tunggu,

2) balk adalah perilaku pelanggan yang tidak mengantri untuk mengantisipasi

waktu tunggu yang lama,

3) renege adalah perilaku pelanggan yang memutuskan untuk membatalkan

antrian karena sudah menunggu terlalu lama (Taha, 2007:552).

b. Pola Pelayanan

Pelayanan pada antrian juga dapat berupa single atau batch (berkelompok).

Secara umum, pelanggan dilayani selama waktu tertentu oleh satu server yang

telah ditentukan, tetapi dalam beberapa situasi pelanggan dilayani secara

bersamaan oleh server yang sama. Misalnya, wisatawan yang sedang dipandu

oleh tour guide atau kendaraan-kendaraan yang ada di persimpangan lampu lalu

lintas yang keluar meninggalkan antrian.

Proses pelayanan mungkin bergantung pada banyaknya pelanggan yang

menunggu untuk dilayani. Apabila terjadi antrian yang panjang maka server harus

bisa bekerja lebih cepat, sebaliknya apabila server tidak bisa bekerja cepat maka

maka akan terjadi penumpukan antrian dan itu tidak efisien. Situasi dimana server
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bergantung pada banyaknya pelanggan yang sedang menunggu disebut sebagai

state-dependent service (Gross Harris, 1998:4).

Sama halnya dengan pola kedatangan pelanggan, pelayanan server dapat

dibagi menjadi stationary dan nonstationary. Stationary merupakan pelayanan

dari server yang tidak memperhatikan jumlah pelanggan yang ada dalam antrian,

sedangkan nonstationary merupakan pelayanan dari server yang dapat

mempercepat waktu yang dibutuhkan untuk melayani pelanggan pada saat jumlah

pelanggan semakin meningkat.

Meskipun tingkat pelayanan tinggi, sangat mungkin beberapa pelanggan

akan menunggu dalam antrian. Secara umum, kedatangan dan keberangkatan

pelanggan terjadi pada waktu yang tidak beraturan, sehingga panjang antrian tidak

mengikuti pola tertentu kecuali pola kedatangan dan keberangkatan pelanggan

membentuk pola deterministik.

c. Disiplin Antrian

Bentuk-bentuk disiplin antrian yang terjadi tentu bermacam-macam. Bentuk

pelayanan yang cukup dikenal dan mudah ditemui sehari-hari adalah First Come

First Serve (FCFS), Last Come First Serve (LCFS), Service in Random Order

(SIRO) dan Priority.

1) First Come First Serve (FCFS)

First Come First Serve (FCFS) artinya pelanggan dilayani berdasarkan

urutan kedatangan, yang lebih depan akan dilayani terlebih dahulu.

Contohnya, antrian kendaraan ketika membayar tiket tol.
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2) Last Come First Serve (LCFS)

Last Come First Serve (LCFS) artinya pelanggan yang pertama dilayani

adalah pelanggan yang terakhir datang. Contohnya, sistem bongkar muat

barang dalam truk kontainer.

3) Service in Random Order (SIRO)

Service in Random Order (SIRO) artinya pelayanan dilakukan secara

acak. Contohnya, antrian kendaraan keluar dari lahan parkir. Yang pertama

keluar dan dilayani belum tentu yang pertama masuk lahan parkir.

4) Priority

Priority artinya pelayanan awal dilakukan pada pelanggan yang

diprioritaskan. Contohnya, tamu VIP (Very Important Person) yang tidak

perlu melewati antrian untuk mendapatkan pelayanan (Taha, 2007:552).

d. Kapasitas Sistem

Kapasitas sistem adalah jumlah maksimum pelanggan, mencakup pelanggan

yang sedang dilayani dan pelanggan yang berada dalam antrian, yang dapat

ditampung oleh fasilitas pelayanan pada saat yang sama. Suatu sistem antrian

yang tidak membatasi jumlah pelanggan dalam fasilitas pelayanannya disebut

berkapasitas tak berhingga. Misalnya, di bank, saat nasabah mengantri di teller

untuk melakukan transaksi. Sementara itu, suatu sistem yang membatasi jumlah

pelanggan dalam fasilitas pelayanannya disebut sistem berkapasitas terbatas. Jika

pelanggan memasuki sistem pada saat fasilitas pelayanan penuh maka pelanggan
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akan ditolak dan meninggalkan sistem tanpa memperoleh pelayanan. Misalnya,

sistem antrian dalam elevator untuk tujuan lantai yang sama (Nikenasih, 2013).

e. Saluran (Channel) Pelayanan

Dalam suatu sistem antrian, ada bermacam-macam desain dari fasilitas

pelayanan, yaitu:

1. pelayanan paralel, beberapa server untuk jenis pelayanan yang sama.

Contohnya, di bank BPD cabang UNY terdapat tiga teller,

2. pelayanan seri, satu jenis pelayanan harus dilakukan dalam satu rangkaian

pelayanan. Contohnya, pada perpanjangan STNK yaitu pendaftaran,

pembayaran kemudian pengambilan STNK baru,

3. pelayanan jaringan, kombinasi dari pelayanan seri dan paralel.

Saluran (channel) adalah jumlah pelayanan yang dapat memberikan

pelayanan kepada pelanggan pada waktu yang bersamaan, sedangkan tahap

(phase) adalah jumlah terminal-terminal pelayanan yang harus dilalui oleh

pelanggan sebelum pelayanan dinyatakan lengkap atau selesai, maka sebuah

rancangan sarana pelayanan dapat terbentuk:

1. satu saluran satu tahap (single channel single phase), artinya sarana

pelayanan memiliki satu pelayanan dan pelayanan kepada pelanggan

diselesaikan dalam satu kali proses pelayanan,

2. banyak saluran satu tahap (multichannel single phase), artinya sarana

pelayanan memiliki lebih dari satu pelayanan dan pelayanan kepada

pelanggan diselesaikan dalam satu kali proses pelayanan,
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3. satu saluran banyak tahap (single channel multiphase), artinya sarana

pelayanan memiliki satu pelayan dan pelayanan kepada pelanggan belum

terselesaikan hanya dalam satu kali proses pelayanan,

4. banyak saluran banyak tahap (multichannel multiphase), artinya sarana

pelayanan memiliki lebih dari satu pelayan dan pelayanan kepada pelanggan

belum terselesaikan hanya dalam satu kali proses pelayanan. Desain ini

disebut juga desain pelayanan jaringan atau antrian network (Nikenasih,

2013).

C. Variabel Acak

Istilah percobaan atau percobaan statistik telah digunakan untuk

menjelaskan sebarang proses yang menghasilkan satu atau lebih ukuran bagi

faktor kebetulan. Sering kali, kita tidak tertarik pada keterangan rinci setiap titik

sampel, namun hanya pada suatu keterangan numerik hasil percobaan. Misalnya,

ruang sampel yang rinci bagi percobaan pelemparan uang logam sebanyak tiga

kali dapat dituliskan sebagai

ܵൌ .{ܣܣܣǡܩܣܣǡܣܩܣǡܣܣܩǡܩܩܣǡܩܣܩǡܣܩܩǡܩܩܩ}

Bila kita hanya tertarik pada berapa kali sisi gambar muncul, maka nilai numerik

0, 1, 2, dan 3 dapat diberikan pada setiap titik sampel adalah 0,1,2, atau 3.

Bilangan-bilangan 0, 1, 2 dan 3 merupakan besaran acak yang nilainya

ditentukan oleh hasil percobaan. Nilai-nilai itu dapat dipandang sebagai nilai-nilai

yang dapat diambil oleh suatu peubah acak atau variabel acak ܺ tertentu, yang
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dalam hal ini menyatakan berapa kali sisi gambar muncul bila sekeping uang

logam dilempar tiga kali (Walpole, 1995:114).

Definisi 2.1 (Walpole, 1995:114)

Peubah acak adalah suatu fungsi yang nilainya berupa bilangan nyata yang

ditentukan oleh setiap unsur dalam ruang sampel.

Kita akan menggunakan huruf kapital, misalnya ܺ untuk melambangkan

suatu peubah acak, dan huruf kecil dalam hal ini ǡuntukݔ menyatakan salah satu

di antara nilai-nilainya. Dalam ilustrasi pelemparan uang logam di atas, kita lihat

bahwa peubah acak ܺ bernilai 2 untuk semua unsur dalam himpunan bagian

ܧ ൌ {ܩܩܣǡܩܣܩǡܣܩܩ}

ruang sampel dari Ǥܵ�Jadi, setiap kemungkinan nilai ܺ menyatakan kejadian yang

merupakan himpunan bagian ruang sampel ܵbagi percobaannya.

Definisi 2.2 (Walpole, 1995:115)

Peubah acak diskret adalah jika suatu ruang sampel mengandung jumlah titik

sampel yang terhingga atau suatu barisan unsur yang tidak pernah berakhir

tetapi yang sama banyaknya dengan bilangan cacah.

Dalam prakteknya, peubah acak diskret digunakan untuk data yang berupa

cacahan. Misalnya banyaknya produk cacat, banyaknya kecelakaan per tahun di

suatu provinsi.
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Definisi 2.3 (Walpole, 1995:116)

Peubah acak kontinu adalah jika suatu ruang sampel mengandung takhingga

banyaknya titik sampel yang sama dengan banyaknya titik pada sebuah ruas

garis.

Dalam kehidupan sehari-hari, peubah acak kontinu digunakan untuk data

yang diukur. Misalnya tinggi, bobot, suhu, jarak atau umur.

D. Probability Density Function (pdf)

Probability density function (pdf) atau fungsi identitas/kerapatan peluang

peubah acak dibagi menjadi dua yaitu: pdf dari peubah acak diskret dan pdf dari

peubah acak kontinu.

Definisi 2.4 (Hogg & Tanis, 2001: 110)

Pdf dari peubah acak diskret ܺ yang dinotasikan dengan (ݔ݂) adalah suatu

fungsi yang memenuhi syarat sebagai berikut:

a) (ݔ݂) ൒ Ͳǡאݔ ܵ

b) ∑ (ݔ݂) = 1௫אௌ

c) ܲ(ܺ א (ܣ = ∑ ݂ሺݔሻ௫אௌ , dengan Ì�ܵǤܣ

Contoh 2.1: (Hogg & Tanis, 2001: 111)

Sebuah gulungan empat sisi dilempar dua kali. Misalkan ܺ merupakan munculnya

dua gulungan tersebut yang nilainya kurang dari atau sama dengan ,ݔ maka pdf

untuk ܺ�sebagai berikut:
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ܵൌ {( ଵ݀ǡ݀ ଶ)ǣ݀ ଵ ൌ ͳǡʹ ǡ͵ ǡͶǢ�݀ ଶ = 1,2,3,4 }, (݊ )ܵ = 16.

ܲ(ܺ ൌ ͳ) ൌ ܲ[(1,1)] =
1

16
ǡܲ (ܺ ൌ )ʹ ൌ ܲሾ(1,2), (2,1), (2,2) =

3

16
,

ܲ(ܺ ൌ )͵ ൌ ܲ[(1,3), (3,1), (2,3), (3,2), (3,3)] =
5

16
ǡܲ (ܺ ൌ Ͷ) =

7

16
.

Berikut peluang yang mungkin untuk model ܺ dengan pdf sebagai berikut:

(ݔ݂) ൌ ܲ(ܺ ൌ (ݔ =
െݔʹ ͳ

16
ǡݔൌ ͳǡʹ ǡ͵ ǡͶ

a) ܵൌ {( ଵ݀ǡ݀ ଶ)ǣ݀ ଵ ൌ ͳǡʹ ǡ͵ ǡͶǢ�݀ ଶ = 1,2,3,4 } dan (ݔ݂) > 0 untuk אݔ .ܵ

b) ∑ (ݔ݂) ൌ (݂1) ൅ (݂2) ൅ (݂3) ൅ (݂4) =
ଵ

ଵ଺
+

ଷ

ଵ଺
+

ହ

ଵ଺
+

଻

ଵ଺
= 1.ସ

௫ୀଵ

c) ܲ(ܺ ൌ )͵ =
(ଶήଷ)ିଵ

ଵ଺
=

ହ

ଵ଺

Dari ketiga syarat tersebut dapat ditulis sebagai berikut:

(ݔ݂) ൌ ൝

െݔʹ ͳ

16
ǡݔ����������ൌ ͳǡʹ ǡ͵ ǡͶ

Ͳǡݔ���������������������Ǥ

Definisi 2.5 (Hogg & Tanis, 2001: 165)

Pdf dari peubah acak kontinu ܺ dengan ruang sampel �ܵmerupakan fungsi

integral (ݔ݂) yang memenuhi syarat sebagai berikut:

a) (ݔ݂) ൒ Ͳǡאݔ ܵ

b) ∫ ݂ሺݔሻ
ௌ

ൌݔ݀ ͳ

c) Peluang kejadian ܺ א ܣ adalah

ܲ(ܺ א (ܣ ൌ න ݂ሺݔሻ
஺

Ǥݔ݀
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Contoh 2.2: (Hogg & Tanis, 2001: 165-166)

Diketahui peubah acak ܺ yang merupakan lama waktu (menit) saat menelepon

911 di sebuah kota kecil seperti dilaporkan di surat kabar pada bulan Februari.

Berikut peluang yang mungkin untuk model ܺ dengan pdf sebagai berikut:

(ݔ݂) =
1

20
݁ି

௫
ଶ଴ǡ�����������Ͳ൑ ൑ݔ λ

Penyelesaian:

Akan diselidiki apakah memenuhi tiga syarat sesuai Definisi 2.5.

a) ܵൌ ǣ�Ͳ൑ݔ} ൑ݔ λ } dan (ݔ݂) > 0 untuk אݔ Ǥܵ

b) ∫ ൌݔ݀(ݔ݂) ∫
ଵ

ଶ଴
݁ି

ೣ

మబ
ஶ

଴ௌ
ݔ݀

ൌ െ݁ି
ೣ

మబቃ
଴

ஶ

ൌ െ݁ି
ஶ
ଶ଴ ൅ ݁ି

଴
ଶ଴

= 0 + 1 = 1.

c) Peluang lama waktu menelepon lebih dari 20 menit adalah

ܲ(ܺ ൐ Ͳʹ) ൌ න
1

20
݁ି

௫
ଶ଴݀ݔൌ ݁ିଵ = 0.368.

ஶ

ଶ଴

Dari ketiga syarat tersebut dapat ditulis sebagai berikut:

(ݔ݂) ൌ ቊ
ଵ

ଶ଴
݁ି

ೣ

మబǡ����������Ͳ൑ ൑ݔ λ

Ͳǡݔ���������������������Ǥ
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E. Probability Density Function (pdf) Marjinal

Pdf marjinal dibagi menjadi dua yaitu: pdf marjinal diskret dan pdf marjinal

kontinu.

Definisi 2.6 ( Bain & Engelhardt, 1987:141)

Jika ሺܺ ǡܻ ሻ adalah peubah acak diskret yang mempunyai pdf bersama ,(ݕǡݔ݂)

maka pdf marjinal dari ܺ dan ܻ adalah

ଵ݂(ݔ) ൌ ෍ (ݕǡݔ݂)

௬

dan

ଶ݂(ݕ) ൌ ෍ (ݕǡݔ݂)

௫

.

Contoh 2.3: (Hogg & Tanis, 2001: 225)

Diketahui pdf bersama dari ܺ dan ܻ yang didefinisikan sebagai berikut:

(ݕǡݔ݂) =
൅ݔ ݕ

21
ǡݔ������ൌ ͳǡʹ ǡ͵ ǡݕ������ൌ ͳǡʹ

Tentukan pdf marjinal dari ܺ dan ܻǤ

Penyelesaian:

Pdf marjinal dari ܺ adalah

ଵ݂(ݔ) ൌ ෍ (ݕǡݔ݂)

௬

ൌ ෍
൅ݔ ݕ

21

ଶ

௬ୀଵ

=
൅ݔ ͳ

21
+
൅ݔ ʹ

21

=
൅ݔʹ ͵

21
ǡݔ���������ൌ ͳǡʹ ǡ͵
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dan pdf marjinal dari ܻ adalah

ଶ݂(ݕ) ൌ ෍ (ݕǡݔ݂)

௫

ൌ ෍
൅ݔ ݕ

21

ଷ

௫ୀଵ

=
ͳ൅ ݕ

21
+
ʹ൅ ݕ

21
+
͵൅ ݕ

21

=
͸൅ ݕ͵

21
ǡݕ���������ൌ ͳǡʹ Ǥ

Definisi 2.7 ( Bain & Engelhardt, 1987:147)

Jika ሺܺ ǡܻ ሻ adalah peubah acak kontinu yang mempunyai pdf bersama ,(ݕǡݔ݂)

maka pdf marjinal dari ܺ dan �ܻ adalah

ଵ݂(ݔ) ൌ න ݕ݀(ݕǡݔ݂)
ஶ

ିஶ

dan

ଶ݂(ݕ) ൌ න ݔ݀(ݕǡݔ݂)
ஶ

ିஶ

.

Contoh 2.4: ( Bain & Engelhardt, 1987:147)

Diketahui ܺ menyatakan konsentrasi dari suatu unsur dalam percobaan pertama

dan ܻ menyatakan konsentrasi dari suatu unsur pada percobaan kedua.

Diasumsikan pdf bersama ݂ሺݔǡݕሻൌ ͶݕݔǢ��Ͳ൏ ൏ݔ ͳǡ Ͳ൏ ݕ ൏ ͳ dan 0 untuk ݔ

dan �yangݕ lain. Tentukan pdf marjinal dari ܺ dan ܻǤ

Penyelesaian:

Pdf marjinal dari ܺ adalah
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ଵ݂(ݔ) ൌ න Ͷݕ݀�ݕݔ
ଵ

଴

ൌ Ͷݔන ݕ݀�ݕ
ଵ

଴

ൌ ǡ�����������������Ͳ൏ݔʹ ൏ݔ ͳ

dan pdf marjinal dari ܻ

ଶ݂(ݕ) ൌ න Ͷݔ݀�ݕݔ
ଵ

଴

ൌ Ͷݕන ݔ݀�ݔ
ଵ

଴

ൌ ǡ�����������������Ͳ൏ݕʹ ൏ݕ ͳǤ

F. Probability Density Function (pdf) Bersyarat

Pdf bersyarat dibagi menjadi dua yaitu pdf bersyarat dari peubah acak

diskret dan pdf bersyarat dari peubah acak kontinu.

Definisi 2.8 ( Bain & Engelhardt, 1987: 153)

Jika ܺ�dan ܻ adalah peubah acak diskret maupun kontinu dengan pdf bersama

,(ݕǡݔ݂) maka pdf bersyarat dari ܻ dengan syarat ܺ ൌ ,ǡݔ didefinisikan sebagai

(ݔ|ݕ݂) =
݂ሺݔǡݕሻ

ଵ݂ሺݔሻ

untuk nilai ݔ sedemikian sehingga ଵ݂(ݔ) > 0 dan 0 untuk yang lain..

Sementara itu, pdf bersyarat untuk peubah acak ܺ dengan syarat ܻ ൌ ,ݕ

didefinisikan sebagai

(ݕ|ݔ݂) =
݂ሺݔǡݕሻ

ଶ݂ሺݕሻ
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untuk nilai ݔ sedemikian sehingga ଵ݂(ݔ) > 0 dan 0 untuk yang lain.

Dimana ଵ݂(ݔ) dan dengan ଶ݂(ݕ) adalah pdf marjinal dari masing-masing ܺ dan

ܻǤ

Contoh 2.5: (Hogg & Tanis, 2001: 244-245)

Misalkan ܺ dan ܻ mempunyai pdf bersama, yaitu

(ݕǡݔ݂) =
൅ݔ ݕ

21
ǡݔ������ൌ ͳǡʹ ǡ͵ ǡݕ������ൌ ͳǡʹ

Tentukan pdf bersyarat dr ܺ dan ܻǤ�

Penyelesaian:

Seperti Contoh 2.3, sudah dicari nilai dari ଵ݂(ݔ)dan ଶ݂(ݕ) yaitu

ଵ݂(ݔ) =
൅ݔʹ ͵

21
ǡݔ���������ൌ ͳǡʹ ǡ͵

dan

ଶ݂(ݕ) =
͸൅ ݕ͵

21
ǡݕ���������ൌ ͳǡʹ

Pdf bersyarat dari ܺ�dengan ܻ ൌ ݕ adalah

(ݕ|ݔ)݃ =
݂ሺݔǡݕሻ

ଶ݂(ݕ)
=

൅ݔ ݕ
21

͸൅ ݕ͵
21

=
൅ݔ ݕ

͸൅ ݕ͵
ǡݔ�����ൌ ͳǡʹ ǡ͵ ൌݕ������ ͳǡʹ Ǥ

Misalnya,

ܲ(ܺ ൌ |ʹܻ ൌ )ʹ ൌ ݃(2|2) =
4

12
=

1

3
.



24

Dengan melakukan hal yang sama, pdf bersyarat dari ܻ�dengan ܺ ൌ ݔ adalah

ℎ(ݕ|ݔ) =
݂ሺݔǡݕሻ

ଵ݂(ݔ)
=

൅ݔ ݕ
21
൅ݔʹ ͵
21

=
൅ݔ ݕ

൅ݔʹ ͵
ǡݕ�����ൌ ͳǡʹ ൌݔ������ ͳǡʹ ǡ͵ Ǥ��

Misalnya,

ܲ(ܺ ൌ ͳ|ܻ ൌ )ʹ = ℎ(1|2) =
3

5
.

G. Nilai Ekspektasi

Dalam memahami konsep statistika, diperlukan suatu konsep yaitu nilai

ekspektasi atau nilai harapan. Konsep ini digunakan untuk menggambarkan

banyaknya parameter statistik dan kesimpulan statistik. Nilai ekspektasi dibagi

menjadi dua yaitu nilai ekspektasi untuk peubah acak diskret dan peubah acak

kontinu.

Definisi 2.9 (Milton & Arnold,1995:52)

Misalkan ܺ peubah acak diskret dengan pdf ݂ሺݔሻ dan ሺܺܪ ሻmerupakan suatu

peubah acak. Nilai ekspektasi dari ሺܺܪ ሻdinotasikan dengan ,[(ܺ)ܪ]ܧ adalah

[(ܺ)ܪ]ܧ ൌ ෍ (ݔ)ܪ .(ݔ݂)

௔௟௟�௫

Contoh 2.6: (Milton & Arnold,1995:52)

Sebuah obat digunakan untuk menjaga kestabilan laju denyut jantung pada

seorang pasien yang menderita penyakit jantung. Misalkan ܺ dinotasikan sebagai

denyut jantung per menit pada seorang pasien. Berikut tabel hipotesisnya.
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ݔ 40 60 68 70 72 80 100

(ݔ݂) 0.01 0.04 0.05 0.8 0.05 0.04 0.01

Hitunglah rata-rata laju denyut jantung semua pasien yang telah menerima obat.

[ܺ]ܧ ൌ ෍ ሻݔሺ݂(ݔ)ܪ

௔௟௟�௫

ൌ ෍ ݔ݂ ሺݔሻ

௔௟௟�௫

= 40(0.01) + 60(0.04) + 68(0.05) + ⋯ + 100(0.01)

= 70.

Ini berarti, rata-rata laju denyut jantung pasien yang meminum obat adalah 70

denyut per menit.

Definisi 2.10 (Milton & Arnold,1995:106)

Misalkan ܺ peubah acak kontinu dengan pdf ݂ሺݔሻdan ሺܺܪ ሻmerupakan suatu

peubah acak. Nilai ekspektasi dari ሺܺܪ ሻdinotasikan dengan ,[(ܺ)ܪ]ܧ adalah

ሿൌ(ܺ)ܪሾܧ න (ݔ)ܪ Ǥݔ݀(ݔ݂)
ஶ

ିஶ

Contoh 2.7: (Milton & Arnold,1995:106)

Diberikan pdf dari ܺ yang merupakan konsentrasi senyawa utama pada bensin

dalam gram per liter didefinisikan sebagai beikut:

(ݔ݂) ൌ ͳʹ ǡͷݔെ ͳǡʹ ͷǡ�����ͲǤͳ൏ ൏ݔ ͲǤͷ

Rata-rata atau nilai ekspektasi dari ܺ adalah
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[ܺ]ܧ ൌ න ݔ݂ ݔ݀(ݔ)
ஶ

ିஶ

ൌ න ʹሺͳݔ Ǥͷݔെ ͳǤʹͷሻ݀ ݔ
଴Ǥହ

଴Ǥଵ

ൌ ቈ
ͳʹ Ǥͷݔଷ

3
−
ͳǡʹ ͷݔଶ

2
቉
଴Ǥଵ

଴Ǥହ

ൌ ቈ
(12.5)(0.5)ଷ

3
−

(1,25)(0.5)ଶ

2
቉െ ቈ

(12.5)(0.1)ଷ

3
−

(1,25)(0.1)ଶ

2
቉

= 0.3667.

Ini berarti, dalam satu liter bensin terdapat 0.3667 g konsentrasi senyawa utama.

Teorema 2.11 ( Milton & Arnold, 1995:53)

Misalkan ܺ dan ܻ adalah peubah acak dan ܿadalah bilangan riil.

i. ]ܧ ]ܿ ൌ ܿ

ii. ܺܿ]ܧ ] ൌ [ܺ]ܧܿ

iii. ܺ]ܧ ൅ ܻ] ൌ {ܺ]ܧ ൅ ሾܻܧ ሿ

Bukti:

i. ]ܧ ]ܿ = ∑ ݂ܿ (ݔ) ൌ ܿ∑ (ݔ݂) ൌ ǡܿ௫௫ karena ∑ (ݔ݂) = 1.௫

ii. ܺܿ]ܧ ] ൌ [ܺ]ܧܿ

Tanpa mengurangi keumuman, misalkan ܺ kontinu, maka

ܺܿ]ܧ ] ൌ න ሺܿ ሻ݂ݔ ሺݔሻ݀ ݔ
ஶ

ିஶ

ൌ ܿන ሻ݀ݔሺ݂�ݔ ݔ
ஶ

ିஶ

ൌ .[ܺ]ܧܿ
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Secara analog pembuktian berlaku untuk ܺ diskret.

ܺܿ]ܧ ] ൌ ෍ ሺܿ ሻ݂ݔ ሺݔሻ

௫

ൌ ܿ෍ ݔ݂ ሺݔሻ

௫

ൌ .[ܺ]ܧܿ

iii. ܺ]ܧ ൅ ܻ] ൌ ሾܺܧ ሿ൅ ሾܻܧ ሿ

Tanpa mengurangi keumuman, untuk ܺdan ܻ kontinu maka

ܺ)ܧ ൅ ܻ) ൌ න න ሺ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

൅ݔ ሻ݂ݕ ሺݔǡݕሻ݀ ݔ݀ ݕ

ൌ න න ݔ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

�݂ሺݔǡݕሻ�݀ ݔ݀ ൅ݕ න න ݕ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

�݂ሺݔǡݕሻ�݀ ݔ݀ ݕ

ൌ න නݔ ݂ሺݔǡݕሻ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ݔ݀݀ ൅ݕ න නݕ ݂ሺݔǡݕሻ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ݔ݀݀ ݕ

ൌ න ݔ ௫݂(ݔ)݀ݔ൅ න ݕ ௬݂(ݕ)݀ݕ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ൌ (ܺ)௫ܧ ൅ (ܻ)௬ܧ

ൌ ሺܺܧ ሻ൅ ሺܻܧ ሻ

Secara analog pembuktian berlaku untuk ܺdan ܻ diskret.

Contoh 2.8: (Milton & Arnold,1995:53)

Misalkan ܺ dan ܻ peubah acak dengan [ܺ]ܧ = 7 dan [ܻ]ܧ = −5, maka

Ͷܺ]ܧ െ ʹܻ ൅ ͸] ൌ Ͷܺ]ܧ ] ൅ ܻʹെ]ܧ ] ൅ [6]ܧ

ൌ Ͷܧ[ܺ] + [ܻ]ܧ(2−) ൅ [6]ܧ

ൌ Ͷܧ[ܺ] െ [ܻ]ܧʹ + 6
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= 44(7) − 2(−5) + 6

= 44.

Definisi 2.12 (Bain & Engelhardt, 1987: 73)

Variansi dari peubah acak ܺ adalah sebagai berikut:

(ܺ)ݎܸܽ ൌ ܺ)]ܧ െ .[ଶ(ߤ

Teorema 2.13 (Milton & Arnold, 1995: 55)

Jika ܺ peubah acak, maka

(ܺ)ݎܸܽ ൌ (ଶܺ)ܧ െ ሺܧ[ܺ])ଶ.

Bukti:

(ܺ)ݎܸܽ ൌ ܺ)ሾܧ െ [ଶ(ߤ

ൌ ሾܺܧ ଶ െ ߤʹܺ ൅ [ଶߤ

ൌ ሾܺܧ ଶሿെ ሾܺܧߤʹ ሿ൅ ଶߤ

Karena ൌߤ ሺܺܧ ሻ, maka

ሺܺݎܸܽ ሻൌ ሺܺܧ ଶሻെ ሺʹܧሾܺ ሿሻଶ ൅ ሺܧ[ܺ])ଶ

ൌ (ଶܺ)ܧ − .ଶ([ܺ]ܧ)

Hal ini ekuivalen dengan

(ଶܺ)ܧ ൌ (ܺ)ݎܸܽ ൅ ሺܧ[ܺ])ଶ.

Teorema 2.14 (Bain & Engelhardt, 1987: 74)

Jika ܺ peubah acak kontinu dan ܽ�݀ܽ݊�ܾ suatu konstanta, maka

ܺܽ)ݎܸܽ ൅ )ܾ ൌ ܽଶ�ܸ .(ܺ)ݎܽ
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Bukti:

ܺܽ)ݎܸܽ ൅ )ܾ ൌ ܺܽ)]ܧ ൅ ܾെ ௫ߤܽ െ )ܾଶ]

ൌ ሾܽܧ ଶ(ܺ െ [௫)ଶߤ

ൌ ܽଶܸܽݎ(ܺ).

Teorema 2.15 (Bain & Engelhardt, 1987: 172)

Jika ܺ ൌ ሺܺ ଵǡǥ ǡܺ ௞) mempunyai pdf bersama ݂ሺݔଵǡǥ ǡݔ௞) dan jika ܻ ൌ

ሺܺݑ ଵǡǥ ǡܺ ௞) adalah fungsi atas ܺ, maka [ܻ]ܧ ൌ )ݑ௫ሾܧ ଵܺǡǥ ǡܺ ௞)] dengan

ଵǡǥܺ)ݑ]௫ܧ ǡܺ ௞)] ൌ ෍ ǥ

௫భ

෍ ଵǡǥݔ)ݑ ǡݔ௞)݂ሺݔଵǡǥ ǡݔ௞)

௫ೖ

untuk ܺ diskret, dan

ଵǡǥܺ)ݑ]௫ܧ ǡܺ ௞)] ൌ න ǥ
ஶ

ିஶ

න ଵǡǥݔ)ݑ ǡݔ௞) ଵǡǥݔ݂) ǡݔ௞)݀ݔଵǥ ௞ݔ݀

ஶ

ିஶ

untuk ܺ kontinu.

Bukti:

Untuk ܺ kontinu

[ܻ]ܧ ൌ ሺܺݑሾܧ ଵǡǥ ǡܺ ௞)]

ൌ න ǥ න ଵǡǥݔ)ݑ ǡݔ௞) ଵǡǥݔ݂) ǡݔ௞)�݀ ଵݔ ǥ ௞ݔ݀

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ൌ න ଵǡǥݔ)ݑ ǡݔ௞)
ஶ

ିஶ

න ଵǡǥݔ݂) ǡݔ௞)
ஶ

ିஶ

ଵݔ݀ ǥ ௞ݔ݀

ൌ න ଵǡǥݔ)ݑ ǡݔ௞) ௑݂

ஶ

ିஶ

ଵǡǥݔ) ǡݔ௞)݀ݔଵ ǥ ௞ݔ݀

ൌ ଵǡǥܺ)ݑ௫ሾܧ ǡܺ ௞)]

Secara analog pembuktian berlaku untuk ܺ diskret.
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Teorema 2.16 (Bain & Engelhardt, 1987: 173)

Jika ܺ�dan ܻ adalah peubah acak yang saling bebas dan (ݔ)݃ dan ℎ(ݕ) dalah

fungsi, maka

[(ܻ)ℎ(ܺ)݃]ܧ ൌ .[(ܻ)ℎ]ܧ[(ܺ)݃]ܧ

Bukti:

Untuk kasus kontinu

[(ܻ)ℎ(ܺ)݃]ܧ ൌ න න (ݕ)ℎ(ݔ)݃ ݕ݀�ݔ݀(ݕǡݔ݂)
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ൌ න න (ݕ)ℎ(ݔ)݃ ଵ݂(ݔ) ଶ݂(ݕ)݀ݕ݀�ݔ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ൌ ቈන (ݔ)݃ ଵ݂(ݔ)݀ݔ�
ஶ

ିஶ

቉ቈන (ݕ݄) ଶ݂(ݔ)�݀ݕ
ஶ

ିஶ

቉

ൌ .[(ܻ)ℎ]ܧ[(ܺ)݃]ܧ

Secara analog pembuktian berlaku untuk kasus diskret.

Jika ܺଵǡǥ ǡܺ ௞ adalah peubah acak yang saling bebas dan ǡǥ(ଵݔ)ଵݑ ǡݑ௞(ݔ௞)

adalah fungsi, maka

)ଵݑሾܧ ଵܺ) ǥ ௞(ܺ௞)ሿൌݑ )ଵݑሾܧ ଵܺ)ሿǥ .[௞(ܺ௞)ݑሾܧ

H. Nilai Ekspektasi Bersyarat

Definisi 2.17 (Bain & Engelhardt, 1987: 180)

Jika ܺ dan ܻ adalah distribusi peubah acak bersama, maka nilai ekspektasi ܻ

dengan syarat ܺ ൌ adalahݔ sebagai berikut

(ݔ|ܻ)ܧ = ∑ ݕ ௬(ݔ|ݕ݂) untuk ܺ dan ܻ diskret
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(ݔ|ܻ)ܧ = ∫ ݕ ݕ݀(ݔ|ݕ݂)
ஶ

ିஶ
untuk ܺ dan ܻ kontinu.

Teorema 2.18 (Bain & Engelhardt, 1987: 181)

Jika ܺ dan ܻ adalah distribusi peubak acak bersama, maka

[(ܺ|ܻ)ܧ]ܧ ൌ .(ܻ)ܧ

Bukti:

[(ܺ|ܻ)ܧ]ܧ ൌ න (ݔ|ܻ)ܧ ଵ݂(ݔ)݀ݔ
ஶ

ିஶ

ൌ න න ݕ (ݔ|ݕ݂) ଵ݂(ݔ)݀ݔ݀�ݕ
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ൌ න නݕ ݕ݀�ݔ݀�(ݕǡݔ݂)
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

ൌ න ݕ ଶ݂(ݔ)݀ݕ
ஶ

ିஶ

ൌ .(ܻ)ܧ

Teorema 2.19 (Bain & Engelhardt, 1987: 181)

Jika ܺ dan ܻ adalah peubak acak yang saling bebas, maka (ݔ|ܻ)ܧ ൌ ሺܻܧ ሻdan

(ݕ|ܺ)ܧ ൌ .(ܺ)ܧ

Bukti:

Misalkan ܺ dan ܻ adalah peubak acak yang saling bebas, maka (ݕǡݔ݂) =

ଵ݂ሺݔሻ݂ ଶሺݕሻ, sedemikian sehingga (ݔ|ݕ݂) ൌ ଶ݂ሺݕሻ dan (ݕ|ݔ݂) ൌ ଵ݂ሺݔሻ.
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(ݔ|ܻ)ܧ ൌ න ݕ ݕ݀(ݔ|ݕ݂)
ஶ

ିஶ

ൌ න ݕ ଶ݂(ݕ)�݀ݕ��
ஶ

ିஶ

ൌ .(ܻ)ܧ

Berlaku sama untuk kasus diskret.

Definisi 2.20 (Bain & Engelhardt, 1987: 182)

Variansi bersyarat dari ܻ dengan syarat ܺ ൌ ǡ�diberikanݔ sebagai berikut

(ݔ|ܻ)ݎܸܽ ൌ െܻ]}ܧ ሺܻܧ� .{ݔ|ଶ[(ݔ|

Secara analog dengan Teorema 2.12, diperoleh

(ݔ|ܻ)ݎܸܽ ൌ (ݔ|ଶܻ)ܧ െ ሾܧሺܻ .ሻሿଶݔ|

Teorema 2.21 (Bain & Engelhardt, 1987: 183)

Jika ܺ dan ܻ adalah distribusi peubah acak gabungan, dan (ݔ)݃ adalah suatu

fungsi, maka

[ݔ|ܻ(ܺ)݃]ܧ ൌ .(ݔ|ܻ)ܧ(ܺ)݃

Bukti:

Untuk kasus kontinu

(ܺ)݃]ܧ [ݔܻ| ൌ න ሺ݂�ݕ(ݔ)݃
ஶ

ିஶ

ݕ݀(ݔ|ݕ

ൌ ݃ሺݔሻන ሺ݂�ݕ
ஶ

ିஶ

ݕ݀(ݔ|ݕ

ൌ (ݔ|ܻ)ܧ(ܺ)݃

Berlaku sama untuk kasus diskret.
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I. Fungsi Pembangkit Momen

Nilai ekspektasi ሺܺܧ ሻ merupakan momen pertama dari ܺǡ� sedangkan

ሺܺܧ ଶ) merupakan momen kedua dari ܺǤ�Contoh-contoh sebelumnya

menunjukkan bahwa menentukan momen, bahkan momen pertama tidak selalu

mudah. Oleh karena itu, diperoleh sebuah fungsi yang disebut fungsi pembangkit

momen yang mana memungkinkan untuk menemukan momen dengan mudah.

Definisi 2.22 (Milton & Arnold, 1995:60)

Misalkan ܺ suatu peubah acak dengan pdf .(ݔ݂) Fungsi pembangkit momen dari

ܺ adalah (ݐ)௫ܯ dan didefinisikan sebagai

(ݐ)௫ܯ ൌ ሺ݁ܧ ௧௑)

ada untuk semua nilai padaݐ interval െ݄൏ ൏ݐ ݄ untuk ℎ > 0.

Diasumsikan bahwa ܺ peubah acak diskret dengan nilai yang mungkin

ଵǡǥݔ ǡݔ௠ . Fungsi pembangkit momen dari ܺ adalah

(ݐ)௫ܯ ൌ ෍ ݁௧�௫೔݂ ௫ሺݔ௜)

௠

௜ୀଵ

yang mana fungsi tersebut dapat diturunkan terhadap ǤBerikutݐ merupakan hasil

dari turunannya

(ݐ)Ԣ௫ܯ ൌ ෍ ௜݁ݔ
௧�௫೔݂

௫(ݔ௜).

௠

௜ୀଵ
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Secara umum, untuk �bilanganݎ bulat positif, maka

ܯ ሺ௥ሻ
௫(ݐ) ൌ ෍ ௜ݔ

ሺ௥ሻ݁௧�௫೔݂ ௫ሺݔ௜)

௠

௜ୀଵ

.

Jika kita akan menghitung ܯ ሺ௥ሻ
௫(ݐ) saat ൌݐ Ͳ, diperoleh

ܯ ሺ௥ሻ
௫(0) ൌ ෍ ௜ݔ

ሺ௥ሻ
௫݂ሺݔ௜)

௠

௜ୀଵ

ൌ .(௥ܺ)ܧ

Untuk ܺ peubah acak kontinu, maka fungsi pembangkit momen dari ܺ adalah

(ݐ)௫ܯ ൌ න ݁௧�௫೔݂ ௫(ݔ௜)݀ݔǤ
ஶ

ିஶ

Contoh 2.8: (Bain & Engelhardt, 1987: 80)

Diketahui ܺ peubah acak kontinu dengan pdf (ݔ݂) ൌ ݁ି௫ untuk ൐ݔ Ͳǡ dan 0

untuk �yangݔ lain. Fungsi pembangkit momen dari ܺ�adalah

(ݐ)௫ܯ ൌ න ݁௧௫݁ି௫
ஶ

଴

ݔ݀

ൌ න ݁ି(ଵି௧)௫݀ݔ
ஶ

଴

= −
1

ͳെ ݐ
݁ି(ଵି௧)௫൨

଴

ஶ

= −
1

ͳെ ݐ
(݁ିஶ െ ݁଴)

= −
1

ͳെ ݐ
(0 − 1)

=
1

ͳെ ݐ
ǡ ൏ݐ ͳ
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Teorema 2.23 (Bain & Engelhardt, 1987: 79)

Jika fungsi pembangkit momen ܺ�ada, maka

(௥ܺ)ܧ ൌ ௑ܯ
ሺ௥ሻ(0) untuk ൌݎ ͳǡʹ ǡ͵ ǡǥ

dan

(ݐ)௫ܯ ൌ ͳ൅ ෍
௥ݐ(௥ܺ)ܧ

Ǩݎ

ஶ

௥ୀଵ

.

Bukti:

Untuk ܺ kontinu.

(ݐ)௫ܯ ൌ න ݁௧௫ ௑݂ሺݔሻ
ஶ

ିஶ

ݔ݀

Karena fungsi pembangkit momennya ada, hal ini dapat dilihat dari turunan keെݎ

ada, maka

௑ܯ
(௥)(ݐ) ൌ න ௥݁௧௫ݔ ௑݂ሺݔሻ

ஶ

ିஶ

ൌݎ������ǡݔ݀ ͳǡʹ ǡǥ

ሺܺܧ ௥ሻൌ න ௥ݔ ௑݂ሺݔሻ
ஶ

ିஶ

ݔ݀

ൌ න ௥݁଴௫ݔ ௑݂ሺݔሻ
ஶ

ିஶ

ݔ݀

ൌ ௑ܯ
(௥)(0).

(ݐ)௫ܯ ൌ ͳ൅ ෍
௑ܯ

(௥)(0)ݐ௥

Ǩݎ

ஶ

௥ୀଵ

ൌ ͳ൅ ෍
ሺܺܧ ௥ሻݐ௥

Ǩݎ

ஶ

௥ୀଵ

.

Secara analog pembuktian berlaku untuk ܺ diskret.
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J. Deret Taylor (Rinaldi, 2002)

Deret Taylor adalah tools (alat) yang utama untuk menurunkan suatu

metode numerik. Deret Taylor berguna untuk menghampiri fungsi ke dalam

bentuk polinom. Suatu fungsi yang rumit menjadi sederhana dengan deret Taylor.

Deret ini digunakan pada perhitungan mencari fungsi pembangkit momen.

Definisi Deret Taylor

Andaikan ݂ dan semua ݂ᇱǡ݂ ᇱᇱǡ݂ ᇱᇱᇱǡǥ ǡ݂ ሺ௠ ሻ adalah turunan fungsi ݂ di dalam

selang [ܽǡܾ ]. Misalkan ଴ݔ ∈ [ ǡܾܽ ], untuk nilai-nilai ݔ di sekitar ଴ݔ dan אݔ [ ǡܾܽ ]

maka ݂ሺݔሻdapat diperluas (diekspansi) ke dalam deret Taylor sebagai berikut:

(ݔ݂) ൌ (଴ݔ݂) +
െݔ) (଴ݔ

1!
݂ᇱ(ݔ଴) +

െݔ) ଴)ଶݔ

2!
݂ᇱᇱ(ݔ଴) +

െݔ) ଴)ଷݔ

3!
݂ᇱᇱᇱ(ݔ଴)

+ ⋯ +
െݔ) ଴)௠ݔ

݉ Ǩ
݂ሺ௠ ሻ(ݔ଴) + ⋯.

Misalkan െݔ ଴ݔ = ℎ, maka:

(ݔ݂) ൌ (଴ݔ݂) +
ℎ

1!
݂ᇱ(ݔ଴) +

ℎଶ

2!
݂ᇱᇱ(ݔ଴) +

ℎଷ

3!
݂ᇱᇱᇱ(ݔ଴) + ⋯ +

ℎ௠

݉ Ǩ
݂ሺ௠ ሻ(ݔ଴)

+ ⋯.

Berikut contoh penggunaan deret Taylor.

Contoh:

Hampiri fungsi (ݔ݂) = sin(ݔ) ke dalam deret Taylor di sekitar ଴ݔ = 1.

Penyelesaian:

(ݔ݂) = sin(ݔ) ǡ݂ ᇱሺݔሻൌ �)ݔ��( ǡ݂ ԢԢ(ݔ) = − sin(ݔ)

݂ᇱᇱᇱ(ݔ) = − cos(ݔ) ǡ݂ (ସ)(ݔ) = sin(ݔ).
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���ሺݔሻൌ ���ሺͳሻ൅
ሺݔെ ͳሻ

1!
cos(1) +

െݔ) ͳ)ଶ

2!
(− sin(1))

+
െݔ) ͳ)ଷ

3!
(− cos(1)) +

െݔ) ͳ)ସ

4!
sin(1) + ⋯.

Dimisalkan െݔ ͳൌ ǡ݄maka:

���ሺݔሻൌ ���ሺͳሻ൅
ℎ

1!
cos(1) +

ℎଶ

2!
(− sin(1)) +

ℎଷ

3!
(− cos(1))

+
ℎସ

4!
sin(1) + ⋯

= 0.8415 + 0.5403ℎ − 0.4208ℎଶ − 0.0901ℎଷ + 0.0315ℎସ + ⋯

Kasus khusus, jika ଴ݔ = 0, maka deretnya dinamakan deret Maclaurin yang

merupakan deret Taylor baku.

Berikut contoh penggunaan deret Maclaurin (deret Taylor baku).

�݁௫ masing-masing dalam deret Maclaurin

݁௫ ൌ ݁଴ +
ሺݔെ Ͳሻ

1!
݁଴ +

ሺݔെ Ͳሻଶ

2!
݁଴ +

ሺݔെ Ͳሻଷ

3!
݁଴ +

ሺݔെ Ͳሻସ

4!
݁଴ + ⋯

ൌ ͳ൅ ൅ݔ
ଶݔ

2!
+
ଷݔ

3!
+
ସݔ

4!
+ ⋯

Karena suku-suku deret Taylor tidak berhingga banyaknya, maka untuk alasan

praktis deret Taylor dipotong sampai suku orde tertentu.
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Deret Taylor dipotong sampai suku orde ke-n dinamakan deret Taylor

terpotong dan dinyatakan oleh:

(ݔ݂) ൌ (଴ݔ݂) +
െݔ) (଴ݔ

1!
݂ᇱ(ݔ଴) +

െݔ) ଴)ଶݔ

2!
݂ᇱᇱ(ݔ଴) +

െݔ) ଴)ଷݔ

3!
݂ᇱᇱᇱ(ݔ଴)

+ ⋯ +
െݔ) ଴)௡ݔ

݊Ǩ
݂ሺ௡ሻ(ݔ଴) ൅ ܴ௡(ݔ),

dengan

ܴ௡(ݔ) =
െݔ) ଴)௡ାଵݔ

(݊൅ ͳ)!
݂ሺ௡ାଵሻ( )ܿǡ ଴ݔ ൏ ܿ൏ ݔ

ܴ௡(ݔ) merupakan galat/residu/sisa.

K. Distribusi Poisson

Percobaan yang menghasilkan nilai-nilai bagi suatu peubah acak ܺ, yaitu

banyaknya percobaan yang terjadi selama suatu selang waktu tertentu atau di

suatu daerah tertentu disebut percobaan Poisson. Selang waktu tersebut, misalnya

semenit, sejam, sehari, seminggu, sebulan, atau bahkan setahun. Dalam hal ini,

peubah acak ܺ�menyatakan banyaknya dering telepon perjam di suatu kantor,

banyaknya pertandingan yang tetunda karena hujan selama suatu musim

kompetisi sepakbola. Daerah tertentu yang dimaksudkan di atas dapa beupa suatu

luasan, suatu volume. contohnya, ܺ menyatakan banyaknya salah ketik

perhalaman, banyaknya bakteri dalam suatu kultur biakan.

Distribusi dari sebuah peubah acak Poisson ܺǡyang menyatakan banyaknya

hasil percobaan yang terjadi selama suatu selang waktu atau daerah tertentu,

adalah
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(ݔ݂) =
݁ିఓߤ௫

Ǩݔ
ǡݔ������ൌ ͳǡʹ ǡ͵ ǡǥ

dimana ߤ adalah rata-rata banyaknya hasil percobaan yang terjadi selama

selang waktu atau dalam daerah yang dinyatakan, dan ݁ൌ ǡʹ͹ͳͅ ʹͅ ǥ .

Kejadian yang berdistribusi Poisson memiliki ciri-ciri sebagai berikut:

1. banyaknya hasil percobaan yang terjadi dalam suatu selang waktu atau suatu

daerah tertentu, tidak bergantung pada banyaknya hasil percobaan yang

terjadi pada selang waktu atau daerah lain yang terpisah,

2. peluang terjadinya satu hasil percobaan selama suatu selang waktu yang

singkat sekali atau dalam suatu daerah yang kecil, sebanding dengan panjang

selang waktu tersebut atau besarnya daerah tersebut, dan tidak bergantung

pada banyaknya hasil percobaan yang terjadi di luar selang waktu atau daerah

tersebut,

3. peluang bahwa lebih dari satu hasil percobaan akan terjadi dalam selang

waktu yang singkat tersebut atau dalam daerah yang kecil tersebut, dapat

diabaikan.

Poisson merupakan kejadian diskret yang muncul pada interval waktu

kontinu dengan parameter Ǥߣ Jika ܹ dinotasikan sebagai waktu kemunculan

kejadian pertama, maka ܹ suatu peubah acak kontinu dan berdistribusi

eksponensial dengan ߚ ൌ ͳȀߣ. Fungsi kumulatif dari ܹ adalah ܹ)ܨ ).

ܹ)ܨ ) ൌ ܲ[ܹ ൑ ݓ ] ൌ ͳെ ܲ[ܹ ൐ ݓ ].

Misalkan ܺ��banyaknya kemunculan kejadian pada interval [Ͳǡݓ ] dan ܺ

berdistribusi Poisson dengan parameter ǡmakaݓߣ diperoleh
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ܲ[ܹ ൐ ݓ ] ൌ ܲ[ܺ ൌ Ͳ] =
݁ିఒ௪ሺݓߣሻ଴

0!
ൌ ݁ିఒ௪ ǡݓ��� ൒ ͲǤ

Akibatnya,

ܹ)ܨ ) ൌ ܲ[ܹ ൑ ݓ ] ൌ ͳെ ܲ[ܹ ൐ ݓ ] ൌ ͳെ ݁ିఒ௪ ǡݓ��� ൒ ͲǤ

Diberikan, (ݓ݂) merupakan fungsi densitas peluang atas interval waktu ݓ , maka

∫ ݓ݀(ݓ݂) ൌ ܲ[ܹ ൑ ݓ ].
௪

଴

Jadi, (ݓ݂) =
ௗ

ௗ௪
൫ͳെ ݁ିఒ௪൯ൌ ߣ݁ ିఒ௪ ǡ ݓ ൒ Ͳ.

Dari sini diperoleh (ݓ݂) ൌ ߣ݁ ିఒ௪ ǡ ݓ ൒ Ͳ yang merupakan distribusi

eksponensial dengan mean ሿൌݓሾܧ
ଵ

ఒ
.

L. Distribusi Compound Poisson (Ross,1996:87-88)

Proses acak ൒ݐǡ(ݐ)ܺ} Ͳ} dikatakan proses Compound Poisson jika proses

tersebut dapat dipresentasikan sebagai berikut, dengan ൒ݐ Ͳ,

(ݐ)ܺ ൌ ෍ ܺ௜

ேሺ௧ሻ

௜ୀଵ

dimana ൒ݐǡ(ݐ)ܰ} Ͳ} merupakan proses Poisson, dan {ܺ௜ǡ݅ ൌ ͳǡʹ ǡ͵ ǡǥ } variabel

acak yang saling bebas dan identik, serta saling bebas dengan ൒ݐǡ(ݐ)ܰ} Ͳ}. Jika

൒ݐǡ(ݐ)ܺ} Ͳ} merupakan proses Compound Poisson maka (ݐ)ܺ merupakan

variabel acak Compound Poisson.

Sebagai contoh dari proses Compound Poisson adalah pelanggan yang

datang di sebuah toko dengan laju kedatangan Poisson . Banyaknya jumlah uang

yang dihabiskan setiap pelanggan di toko membentuk suatu himpunan variabel
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acak yang saling bebas dan identik, serta saling bebas dengan proses

kedatangannya. Jika (ݐ)ܺ dinotasikan sebagai jumlah total uang yang dihabiskan

di toko oleh seluruh pelanggan yang datang saat waktu ǡmakaݐ ൒ݐǡ(ݐ)ܺ} Ͳ}

merupakan proses Compound Poisson.
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BAB III

PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas mengenai model waktu tunggu kendaraan di

persimpangan lampu lalu lintas Condong Catur serta aplikasi dari model yang

diperoleh dengan menggunakan data riil.

A. Model Waktu Tunggu Kendaraan

Lampu lalu lintas memainkan peran penting dalam infrastruktur kota dan

seluruh kota di dunia. Dalam pengaturan lalu lintas, hal yang berpengaruh pada

kelancaran arus lalu lintas adalah jumlah kedatangan kendaraan, jumlah

kendaraan yang mengantri serta lamanya kendaraan pada persimpangan.

Menunggu pada persimpangan merupakan gangguan yang tidak terelakkan

disetiap hari. Menurut Mc Neil (1968), di dalam matematika, masalah yang

mendasar dari teori lalu lintas adalah memperoleh ekspektasi lama waktu tunggu

dari setiap kendaraan yang ada di persimpangan lampu lalu lintas.

Dalam satu siklus yaitu periode dimana lampu merah menyala sampai

lampu hijau mati, diharapkan dapat meminimalisir waktu tunggu kendaraan dalam

antrian di persimpangan lampu lalu lintas sehingga dapat menyelesaikan antrian

dan tidak meninggalkan sisa kendaraan dalam antrian untuk siklus selanjutnya.

Ketika antrian kendaraan tidak terselesaikan dalam satu siklus lampu lalu lintas,

maka hal ini dapat menimbulkan antrian yang lebih panjang pada siklus

selanjutnya.
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Pada skripsi ini, akan dibahas konsep dasar dalam pemodelan waktu

tunggu kendaraan dalam antrian di persimpangan lampu lalu lintas pada durasi

waktu tertentu yang bersifat deterministik. Dalam konsep tersebut ada beberapa

hal yang harus diperhatikan yaitu (Rouphail, Tarko & Li, 2001:9-2):

1. pada awal fase lampu hijau, seluruh kendaraan dalam antrian mulai bergerak

meninggalkan antrian,

2. adanya keseragaman dari pola rata-rata kedatangan kendaraan selama satu

siklus. Pola kedatangan tidak bergantung terhadap waktu (stasionary arrival

pattern),

3. adanya keseragaman dari pola keberangkatan kendaraan ketika meninggalkan

antrian,

4. kedatangan kendaraan tidak melebihi dari kapasitasnya yang ditentukan oleh

batas maksimum jumlah kendaraan dalam antrian.

Berikut komponen model waktu tunggu yang bersifat deterministik.

Gambar 3.1 Komponen model waktu tunggu yang bersifat

deterministik
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Gambar 3.1 menggambarkan proses waktu tunggu seluruh kendaraan yang

berada dalam persimpangan lampu lalu lintas. Untuk menghitung waktu tunggu

setiap kendaraan di persimpangan lalu lintas adalah total waktu tunggu seluruh

kendaraan dibagi dengan total kedatangan per satu siklus.

Untuk memodelkan waktu kendaraan di persimpangan lalu lintas,

diasumsikan:

1. pola kedatangan yang bersifat deterministik sehingga dapat ditentukan waktu

antar kedatangan dua pelanggan yang berurutan (interarrival time) atau

jumlah kedatangan pelanggan dalam suatu waktu (arrival time),

2. hanya memperhatikan dari satu arah saja yaitu dari arah timur,

3. pada persimpangan tidak ada jalur putar balik, karena dapat menimbulkan

perbedaan distribusi keberangkatan kendaraan,

4. jika kendaraan sudah masuk ke dalam antrian maka kendaraan tidak bisa

keluar dari antiran (renegeed),

5. tidak memperhatikan percepatan dan perlambatan kendaraan saat membelok

pada persimpangan atau terhenti karena lampu merah,

6. mengikuti disiplin antrian First Come First Serve (FCFS) yaitu setiap

kendaraan yang datang lebih awal akan keluar lebih awal pula.

Menurut Mc Neil (1968), terdapat beberapa faktor yang mempengaruhi

waktu tunggu kendaraan dalam antrian, antara lain:

1. lama waktu lampu merah menyala dinotasikan ܴǡ

2. lama durasi satu siklus dinotasikan ܶǡ
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3. banyaknya kendaraan yang masuk ke dalam antrian pada waktu dinotasikanݐ

,(ݐ)ܰ

4. banyaknya kendaraan yang berada dalam antrian pada saat panjang)ݐ antrian)

dinotasikan .(ݐ)ܳ

Kondisi banyaknya kendaraan dalam antrian lalu lintas diharapkan dapat

memenuhi kondisi seperti Gambar 3.2 dengan notasi-notasi yang digunakan

sesuai dengan definisi diatas.

Gambar 3.2 Proses antrian dalam satu siklus menurut Mc Neil

(1968).

Berdasarkan Gambar 3.2, menunjukkan grafik banyaknya kendaraan

dalam interval Ͳ൑ ൑ݐ ܶ pada antrian di suatu persimpangan lampu lalu lintas

yang dipengaruhi oleh waktu ǤIntervalݐ waktu Ͳ൑ ൑ݐ ܶ dibagi menjadi dua fase,

yaitu fase lampu merah pada interval Ͳ൑ ൑ݐ ܴ dan fase lampu hijau pada

interval ܴ ൑ ൑ݐ .ܶ
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Pada fase lampu merah yaitu pada interval Ͳ൑ ൑ݐ ܴǡ saat ൌݐ Ͳ,

banyaknya kendaraan dalam antrian merupakan sisa antrian dari siklus

sebelumnya yaitu ܳ(0). Selanjutnya, banyaknya kendaraan yang berada dalam

antrian lalu lintas dinotasikan dengan .(ݐ)ܳ Fungsi (ݐ)ܳ akan bertambah secara

bertahap berdasarkan penambahan dari kendaraan yang datang memasuki antrian,

ܰሺݐሻ. Banyaknya kendaraan akan mencapai maksimum pada akhir fase

menyalanya lampu merah yang dinotasikan dengan ܳ(ܴ).

Kendaraan yang datang memasuki persimpangan akan mengantri untuk

melewati garis henti (pelayanan). Kendaraan dikatakan memasuki antrian apabila

kendaraan tersebut sudah memasuki pendekat. Pendekat merupakan daerah dari

lengan persimpangan jalan untuk kendaraan mengantri sebelum keluar melewati

garis henti.

Pada fase lampu hijau yaitu pada interval ܴ ൑ ൑ݐ ,ܶ saat ൌݐ ܴ, seluruh

kendaraan yang berada dalam antrian mulai bergerak meninggalkan antrian di

persimpangan lampu lalu lintas. Berdasarkan asumsi, model yang akan dibahas

menggunakan disiplin antrian FCFS ( First Come First Serve). Artinya, kendaraan

yang terdepan akan keluar antrian terlebih dahulu disusul kendaraan yang berada

di belakangnya. Pada fase lampu hijau, jumlah kendaraan yang meninggalkan

antrian harus lebih banyak dibandingkan jumlah kendaraan yang masuk ke dalam

antrian sehingga jumlah kendaraan dalam antrian sebanyak ܳ(ܴ) akan terus

berkurang hingga akhir fase lampu hijau. Pada akhir fase lampu hijau yaitu saat

ൌݐ ,ܶ diharapkan jumlah kendaraan yang tersisa di dalam antrian lampu lalu
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lintas tidak lebih banyak dari jumlah kendaraan sebelumnya, atau dengan kata lain

ܳ(ܶ) ൑ ܳ(0).

Misalkan ߣ adalah laju kedatangan kendaraan yang masuk dalam antrian

di persimpangan lampu lalu lintas dinyatakan dengan kendaraan per detik

(kend/detik). Sementara itu, ߤ adalah laju keberangkatan kendaraan meninggalkan

antrian dinyatakan dengan kendaraan per detik (kend/detik).

Berdasarkan grafik pada Gambar 3.2, pada satu siklus menyalanya lampu

lalu lintas, total waktu tunggu yang dibutuhkan oleh kendaraan dipengaruhi oleh

banyaknya kendaraan yang berada dalam antrian di perismpangan lampu lalu

lintas. ܹ �menyatakan total waktu tunggu seluruh kendaraan di persimpangan

lampu lalu lintas yang diperoleh dengan cara mengintegralkan kurva (ݐ)ܳ pada

interval Ͳ൑ ൑ݐ ܶ dengan menggunakan integral Riemann sebagai berikut:

ܹ ൌ ∫ ݐ݀�(ݐ)ܳ
்

଴
. (3.1)

Berdasarkan sifat integral mengenai sifat penjumlahan pada interval,

interval Ͳ൑ ൑ݐ ܶ dapat dibagi menjadi dua interval yaitu Ͳ൑ ൑ݐ ܴ dan

ܴ ൑ ൑ݐ ܶǤPersamaan (3.1) dapat ditulis sebagai berikut:

ܹ ൌ ∫ ൅ݐ݀�(ݐ)ܳ ∫ ݐ݀�(ݐ)ܳ
்

ோ
.

ோ

଴
(3.2)

Jika pada fase lampu merah total waktu tunggu yang dibutuhkan seluruh

kendaraan saat berada dalam antrian dinyatakan dengan ܹ ଵ = ∫ �ݐ݀�(ݐ)ܳ
ோ

଴
dan

pada fase lampu hijau dinyatakan dengan ܹ ଶ = ∫ ݐ݀�(ݐ)ܳ
்

ோ
, maka total waktu

tunggu kendaraan pada Persamaan (3.2) dapat dinyatakan sebagai berikut:
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ܹ ൌ න ൅ݐ݀�(ݐ)ܳ න ݐ݀�(ݐ)ܳ
்

ோ

ோ

଴

ൌ ܹ ଵ ൅ ܹ ଶ. (3.3)

Selanjutnya, akan dijelaskan masing-masing fase lampu lalu lintas sebagai

berikut.

1. Fase Lampu Merah, ܅ ૚ = ∫ ܜ܌(ܜ)ۿ
܀

૙

Pada fase lampu merah yaitu pada interval Ͳ൑ ൑ݐ ܴǡbanyaknya kendaraan

pada waktu dinotasikanݐ dengan .(ݐ)ܳ Di dalam antrian, ܳሺݐሻdipengaruhi oleh:

a. ܳሺͲሻyaitu saat ൌݐ Ͳ, banyaknya kendaraan dalam antrian di persimpangan

lampu lalu lintas yang merupakan sisa antrian dari siklus sebelumnya,

b. (ݐ)ܰ yaitu banyaknya kedatangan kendaraan yang memasuki antrian di

persimpangan lampu lalu lintas pada waktu .ݐ

Berdasarkan pengaruh di atas, (ݐ)ܳ pada fase lampu merah dapat

didefinisikan sebagai berikut:

(ݐ)ܳ ൌ ܳ(0) ൅ .(ݐ)ܰ

Dengan demikian, saat fase lampu merah total waktu tunggu yang dibutuhkan

seluruh kendaraan saat berada dalam antrian di persimpangan lampu lalu lintas

adalah:

ܹ ଵ = ∫ ݐ݀(ݐ)ܳ
ோ

଴

= ∫ [ܳ(0) ൅ Ǥݐ݀[(ݐ)ܰ
ோ

଴
(3.4)
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Karena (ݐ)ܰ merupakan banyaknya kedatangan kendaraan yang memasuki

antrian pada waktu yangݐ tidak diketahui nilainya dan menghasilkan bilangan riil

maka (ݐ)ܰ merupakan variabel acak.

Misalkan

(ݐ)ܰ = banyaknya kendaraan yang masuk kedalam antrian pada waktu .ݐ

(ݐ)ܲ = jumlah gelombang yang masuk kedalam antrian pada waktu Ǥݐ

ܺ௜���������= banyaknya kendaraan yang masuk pada gelombang ke-i.

Jika (ݐ)ܰ berdistribusi Compound Poisson, maka

ܺ ൌ ܰሺݐሻൌ ෍ ܺ௜

௉ሺ௧ሻ

௜ୀଵ

.

Berdasarkan ciri dari distribusi Compound Poisson, (ݐ)ܲ berdistribusi Poisson

dan ܺ௜ berdistribusi sebarang yang saling bebas dan identik. Fungsi

(ݐ)ܰ mempunyai fungsi pembangkit momen yaitu ݁ൣܧ ௧ே(௧)൧ൌ .[௧௑݁]ܧ Fungsi

pembangkit moment dari (ݐ)ܰ yang nilainya bergantung pada (ݐ)ܲ diberikan

sebagai berikut:

[௧௑݁]ܧ���� ൌ ෍ (ݐ)ܲ|௧௑݁]ܧ ൌ ]݊ܲ{ܲሺݐሻൌ }݊

ஶ

௡ୀ଴

ൌ ෍ ݁ൣܧ ௧ሺ௑భାڮା௑೙)หܲ (ݐ) ൌ ݊൧݁ ିఈ௧
ሺݐߙሻ௡

݊Ǩ

ஶ

௡ୀ଴

= ∑ ݁ൣܧ ௧(௑భାڮ ା௑೙)൧݁ ିఈ௧(ఈ௧)೙

௡Ǩ
ஶ
௡ୀ଴ (3.5)

= ∑ ௡݁ିఈ௧[௧௑೔݁]ܧ
ሺఈ௧ሻ೙

௡Ǩ
ஶ
௡ୀ଴ . (3.6)
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Pada Persamaan (3.5), ܺଵǡܺ ଶǡǥ ǡܺ ௡ saling bebas dan saling bebas juga terhadap

ܲሺݐሻǤ�Pada Persamaan (3.6), ܺ௜saling bebas kemudian dimisalkan

[௧௑೔݁]ܧ ൌ .(ݔ)߶

Fungsi [௧௑೔݁]ܧ dinotasikan sebagai fungsi pembangkit momen dari ܺ௜.

Selanjutnya, pada Persamaan (3.6) dapat ditulis menjadi

[௧௑݁]ܧ = ∑ [߶ሺݔሻ]௡݁ିఈ௧
ሺఈ௧ሻ೙

௡Ǩ
ஶ
௡ୀ଴

ൌ ݁ିఈ௧൅ ݁ିఈ௧
൯(ݔ)߶൫ݐߙ

1
൅ ݁ିఈ௧

൯(ݔ)߶ଶ൫(ݐߙ)
ଶ

2!
+

݁ିఈ௧
൯(ݔ)߶ଷ൫(ݐߙ)

ଷ

3!
+ ⋯

ൌ ݁ିఈ௧൬ͳ൅
ఈ௧൫థ (௫)൯

ଵ
+

(ఈ௧)మ൫థ(௫)൯
మ

ଶǨ
+

(ఈ௧)య൫థ (௫)൯
య

ଷǨ
൅ ڮ ൰Ǥ

Dengan mengunakan deret Taylor diperoleh:

[௧௑݁]ܧ ൌ ݁ିఈ௧݁ఈ௧థ (௫)

ൌ ݁ఈ௧(థ (௫)ିଵ).

Jadi, fungsi pembangkit moment dari (ݐ)ܰ yang nilainya bergantung pada ܲሺݐሻ

adalah

[௧௑݁]ܧ ൌ ݁ఈ௧(థ (௫)ିଵ). (3.7)

Kemudian Persamaan (3.7) diturunkan terhadap ݔ dan misalkan ൌݔ ͳ.

��������ൌ[ܺ]ܧ ߶ᇱ(ݔ)ݐ݁ߙ ఈ௧(థ (௫)ିଵ).

Diketahui ܺ ൌ ,(ݐ)ܰ substitusikan ൌݔ ͳ ke persamaan di atas, sehingga

diperoleh

[(ݐ)ܰ]ܧ ൌ ߶ᇱ(1)ݐ݁ߙ ఈ௧(థ (ଵ)ିଵ).
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Karena ߶(1) = 1 maka

[(ݐ)ܰ]ܧ ൌ ߶ᇱ(1)ݐ݁ߙ ఈ௧(ଵିଵ)

ൌ ߶ᇱ(1)ݐ݁ߙ ఈ௧(଴)

ൌ ߶ᇱ(1)ݐߙǤ

Diperoleh ekspektasi banyaknya kendaraan yang masuk dalam antrian pada waktu

adalahݐ

ሾܰܧ ሿൌ(ݐ) Ƚݐ߶ᇱ(1) (3.8)

Karena laju kedatangan kendaraan di persimpangan adalah

ൌߣ Ƚ߶ᇱ(1)

maka Persamaan (3.8) menjadi

[(ݐ)ܰ]ܧ ൌ Ǥݐߣ (3.9)

Karena (ݐ)ܰ merupakan variabel acak dan ܹ ǡܹ ଵǡܹ ଶ merupakan fungsi dari

variabel acak, maka ܹ ǡܹ ଵǡܹ ଶ juga merupakan variabel acak. Dengan

menggunakan Persamaan (3.9), diperoleh ekspektasi dari ܹ ଵ yaitu

ܹ]ܧ ଵ] ൌ ቈනܧ [ܳ(0) ൅ ݐ݀[(ݐ)ܰ
ோ

଴

቉

ൌ න (0)ܳ]ܧ ൅ ܰሺܶ ሻ]݀ݐ
ோ

଴

ൌ න [ሺͲሻܳ]ܧ} ൅ {[(ܶ)ܰ]ܧ
ோ

଴

ݐ݀

ൌ න [ሺͲሻܳ]ܧ} ൅ {ݐߣ
ோ

଴

ݐ݀

ൌ ൧[ሺͲሻܳ]ܧ
଴

ோ
+

1

2
ଶ൨ݐߣ

଴

ோ
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ൌ ܴ�[(0)ܳ]ܧ ൅
1

2
ܴଶߣെ ሺ[(0)ܳ]ܧ�. 0 +

1

2
. 0ଶǤߣሻ

ൌ ܴ[(0)ܳ]ܧ ൅
ଵ

ଶ
ܴଶߣǤ (3.10)

Jadi, total waktu tunggu seluruh kendaraan pada fase lampu merah adalah

ܹ]ܧ ଵ] ൌ ܴ[(0)ܳ]ܧ ൅
ଵ

ଶ
ܴଶߣǤ

Setelah melewati fase lampu merah, kendaraan yang sedang mengantri di

persimpangan mulai bergerak memasuki fase lampu hijau yang merupakan fase

akhir dalam satu siklus.

2. Fase Lampu Hijau, ܅ ૛ = ∫ ܜ܌(ܜ)ۿ
܂

܀

Fase menyalanya lampu hijau merupakan fase pelayanan terhadap

kendaraan yang sudah masuk ke dalam antrian di persimpangan lampu lalu lintas.

Kendaraan yang berada pada antrian terdepan akan keluar meninggalkan antrian

terlebih dahulu disusul kendaraan yang berada di belakangnya.

Selain kendaraan-kendaraan yang meninggalkan antrian di persimpangan

lampu lalu lintas, di sisi lain terdapat kendaraan yang memasuki antrian. Oleh

karena itu pada interval ܴ ൑ ൑ݐ ,ܶ banyaknya kendaraan yang berada dalam

antrian dipengaruhi oleh tiga faktor yaitu banyaknya kendaraan maksimum pada

fase lampu merah, banyaknya kendaraan yang datang memasuki antrian dan

banyaknya kendaraan yang meninggalkan antrian.

Banyaknya kendaraan yang meninggalkan antrian atau dilayani oleh sistem

berjumlah tetap pada persimpangan lampu lalu lintas tersebut serta tidak

memperahatikan sedikit atau banyaknya kendaraan yang ada dalam antrian.
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Dengan demikian sesuai definisi di subbab B.2.b, bentuk pelayanan dalam

persimpangan lampu lalu lintas ini bersifat stasionary.

Untuk fase lampu hijau, total waktu tunggu seluruh kendaraan saat berada

dalam antrian, dipengaruhi oleh beberapa hal, yaitu:

a. banyaknya kendaraan pada antrian dalam waktu dinotasikanݐ dengan ܳଵ(ݐ).

Pada fase awal lampu hijau, banyaknya kendaraan adalah ܳ(ܴ) yaitu

banyaknya kendaraan pada fase akhir fase lampu merah,

b. rata-rata lamanya pelayanan kendaraan dalam antrian atau waktu yang

dibutuhkan setiap kendaraan keluar dari dalam antrian, dinotasikan dengan
ଵ

ఓ
,

c. banyaknya kendaraan yang datang pada fase lampu hijau dinotasikan .௡ܣ

Dengan menggunakan teori pada subbab H, selanjutnya akan dicari model

waktu tunggu kendaraan saat berada dalam antrian di persimpangan lampu lalu

lintas selama satu siklus.

ܹ]ܧ ] ൌ ܹ]ܧ ଵ] ൅ ܹ]ܧ ଶ]

ൌ ൬[(0)ܳ]ܧܴ ൅
1

2
ܴଶߣ൰൅ ܹ]ܧ ଶ]

Total waktu tunggu yang dibutuhkan seluruh kendaraan saat berada dalan

antrian pada fase lampu hijau ሺܹ ଶ), dipengaruhi oleh kedatangan dan

keberangkatan kendaraan. Hal ini menghasilkan model yang berbeda pula. Untuk

mencari ܹ ଶ akan dihitung ܳሺݐሻ pada interval ܴ ൑ ൑ݐ .ܶ Karena banyaknya

kendaraan yang ada dalam antrian pada fase lampu hijau dipengaruhi oleh

kendaraan yang masuk dan juga kendaraan yang keluar, maka akan dibagi interval

waktu berdasarkan waktu yang dibutuhkan untuk melayani kendaraan yang ada
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dalam antrian. Selanjutnya didefinisikan ܳଵሺݐሻidentik dengan (ݐ)ܳ pada interval

ܶ ൏ ൏ݐ λ . Karena ܳଵሺݐሻ pada interval ܶ ൏ ൏ݐ λ identik dengan (ݐ)ܳ pada

interval ܴ ൏ ൏ݐ ,ܶ maka ܳଵሺݐሻpada interval ܴ ൏ ൏ݐ λ .

Dengan demikian

ܹ ଶ = ∫ ݐ݀(ݐ)ܳ
்

ோ
. (3.11)

Berdasarkan sifat dari integral, maka Persamaan (3.11) dapat ditulis menjadi

persamaan berikut:

ܹ ଶ ൌ න ݐ݀(ݐ)ܳ
்

ோ

= ∫ ܳଵ
ஶ

ோ
െݐ݀(ݐ) ∫ ܳଵ(ݐ)݀ݐǤ

ஶ

்
(3.12)

Misalkan

ܹ ଷ = ∫ ܳଵ
ஶ

ோ
ݐ݀(ݐ) (3.13)

dan ܹସ = ∫ ܳଵ
ஶ

்
,ݐ݀(ݐ) (3.14)

Persamaan (3.12) dapat ditulis sebagai berikut:

ܹ ଶ ൌ න ܳଵ

ஶ

ோ

െݐ݀(ݐ) න ܳଵ(ݐ)݀ݐ
ஶ

்

ൌ ܹ ଷെ�ܹ ସǤ (3.15)

Jika pada fase lampu merah, banyaknya kedatangan kendaraan dinotasikan

dengan ,(ݐ)ܰ maka pada fase lampu hijau banyaknya kedatangan kendaraan

dinotasikan dengan ,௡ܣ ݊ ൌ ͳǡʹ ǡ͵ ǡǥ , dimana ݊merupakan banyaknya pelayanan

kendaraan yang dilakukan dalam fase lampu hijau. Seperti halnya ܰሺݐሻ, notasi ௡ܣ

juga belum diketahui nilainya.
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Fungsi ܳଵ(ݐ) pada interval ܴ ൏ ൏ݐ λ ǡ notasi ଵܣ didefinisikan sebagai

banyaknya kedatangan kendaraan dalam antrian pada interval waktu ܴ ൏ ൏ݐ ܴ ൅

ଵ

ఓ
ܳሺܴ ሻǡnotasi ଶܣ didefinisikan sebagai banyaknya kedatangan kendaraan dalam

antrian pada interval waktu ܴ ൅
ଵ

ఓ
ܳ(ܴ) ൏ ൏ݐ ܴ ൅ �

ଵ

ఓ
{ܳ(ܴ) ൅ ,{ଵܣ notasi

ଷܣ didefinisikan sebagai banyaknya kedatangan kendaraan dalam antrian pada

interval waktu ܴ ൅
ଵ

ఓ
{ܳ(ܴ) ൅ {ଵܣ ൏ ൏ݐ ܴ ൅

ଵ

ఓ
{ܳ(ܴ) ൅ ଵܣ ൅ {ଶܣ dan

seterusnya. Secara umum ௡ܣ didefinisikan sebagai banyaknya kedatangan

kendaraan dalam antrian pada interval waktu ܴ ൅
ଵ

ఓ
{ܳ(ܴ) ൅ ଵܣ ൅ ڮ ൅ {௡ିଶܣ <

൏ݐ ܴ ൅
ଵ

ఓ
{ܳ(ܴ) ൅ ଵܣ ൅ ڮ ൅ ௡ିଵ}ǡ݊ܣ ൌ ǡ͵Ͷǡǥ .

Untuk penulisan notasi interval waktu di atas lebih sederhana, maka dimisalkan

଴ܼ ൌ ܴ ൅
1

ߤ
ܳ(ܴ),

ଵܼ ൌ ܴ ൅
1

ߤ
(ܳ(ܴ) ൅ (ଵܣ

ൌ ܴ ൅
1

ߤ
�ܳ (ܴ) +

1

ߤ
ଵܣ

ൌ ଴ܼ +
1

ߤ
,ଵܣ

ଶܼ ൌ ܴ ൅
1

ߤ
(ܳ(ܴ) ൅ ଵܣ ൅ (ଶܣ

ൌ ܴ ൅
1

ߤ
ܳ(ܴ) +

1

ߤ
ଵܣ +

1

ߤ
ଶܣ

ൌ ଴ܼ +
ଵ

ఓ
ଵܣ�) ൅ ,(ଶܣ dan seterusnya.
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Secara umum diperoleh

௡ܼ ൌ ଴ܼ +
ଵ

ఓ
ଵܣ�) ൅ ڮ ൅ ௡)ǡ݊ܣ ൌ ͳǡʹ ǡ͵ ǡǥ . (3.16)

Berdasarkan sifat penjumlahan pada interval, ܹ ଷ pada Persamaan (3.13)

dan ܹସ pada Persamaan (3.14) dapat ditulis sebagai berikut:

ܹ ଷ ൌ න ܳଵ(ݐ)݀ݐ
ஶ

ோ

ൌ න ܳଵ(ݐ)݀ݐ
ோା

ଵ
ఓ
ொ(ோ)

ோ

൅ ෍ න ܳଵ(ݐ)݀ݐ
௓೙శభ

௓೙

ஶ

௡ୀ଴

= ∫ ܳଵ(ݐ)݀ݐ
௓బ

ோ
+ ∑ ∫ ܳଵ(ݐ)݀ݐ

௓೙శభ

௓೙

ஶ
௡ୀ଴ (3.17)

dan

ܹସ ൌ න ܳଵ(ݐ)݀ݐ
ஶ

்

ൌ න ܳଵ(ݐ)݀ݐ
ோା

ଵ
ఓ
ொ(ோ)

ோ

൅ ෍ න ܳଵ(ݐ)݀ݐ
௓೙శభ

௓೙

ஶ

௡ୀ଴

= ∫ ܳଵ(ݐ)݀ݐ
௓బ

்
+ ∑ ∫ ܳଵ(ݐ)݀ݐǤ

௓೙శభ

௓೙

ஶ
௡ୀ଴ (3.18)

Untuk menghitung ∑ ∫ ܳଵ(ݐ)݀ݐ
௓೙శభ

௓೙

ஶ
௡ୀ଴ digunakan sifat ekspektasi yang dibahas

pada Definisi 2.18 yaitu ሺܺܧ ሻൌ ሺܺܧ)ܧ |ܻሻ). Hal ini dikarenakan banyaknya

kendaraan dipengaruhi oleh banyaknya kedatangan kendaraan yang masuk ke

dalam antrian, sehingga

ቆනܧ ܳଵ(ݐ)݀ݐ
௓೙శభ

௓೙

ቇൌ ቆනܧቌܧ ܳଵ(ݐ)݀ݐ
௓೙శభ

௓೙

ቤܣ௡ାଵቇቍǤ

Integral pada persamaan di atas dapat dibagi menjadi dua bagian yaitu bagian

pertama menggambarkan waktu tunggu hingga ௡ାଵܣ kendaraan dalam antrian
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pada waktu ௡ܼ, bagian kedua menggambarkan waktu tunggu kendaraan dalam

antrian yang datang pada interval waktu ( ௡ܼǡܼ ௡ାଵ), kemudian

ቆනܧ ܳଵ(ݐ)݀ݐ
௓೙శభ

௓೙

ቇ

ൌ ቌܧ
1

ߤʹ
௡ାଵ(ͳ൅ܣ (௡ାଵܣ ൅ ቆනܧ ݐ݀(ݐ)ܰ

௓೙శభ

௓೙

ቤܣ௡ାଵቇቍ

ൌ ൬ܧ
1

ߤʹ
൫ܣ௡ାଵ൅ ௡ାଵܣ

ଶ൯൅
ߣ

ଶߤʹ
௡ାଵܣ

ଶ൰

ൌ ൭ܧ
1

ߤʹ
൬ܣ௡ାଵ൅ ௡ାଵܣ

ଶ +
ߣ

ߤ
௡ାଵܣ

ଶ൰൱

ൌ ൬ܧ
1

ߤʹ
൤ܣ௡ାଵ ൅ ൬ͳ൅

ߣ

ߤ
൰ܣ௡ାଵ

ଶ൨൰

=
ଵ

ଶఓ
௡ାଵܣቀܧ ൅ ቀͳ൅

ఒ

ఓ
ቁܣ௡ାଵ

ଶቁǤ (3.19)

Akan dicari nilai dari ௡ାଵܣ dan ௡ାଵܣ
ଶ dengan menggunakan sifat ekspektasi

(ܻ|ܺ)ܧ ൌ .(ܺ)ܧ

Dengan menggunakan Persamaan (3.9) dan (3.16), dimisalkan ߩ ൌ
ఒ

ఓ
, dan

ൌܫ
variansi dari jumlah kedatangan kendaraan/ siklus

rata − rata jumlah kedatangan kendaraan/siklus

=
����ܰ ሺݐሻ

ݐߣ

����ܰ (ݐ) ൌ ,ݐߣܫ (3.20)

serta ௡ାଵܣ dan ௡ାଵܣ
ଶ saling bebas, maka

{௡ାଵܣ}ܧ ൌ {௡ܣ|௡ାଵܣ}ܧ

ൌ ൬ߣ
1

ߤ
௡൰ܣ
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=
ߣ

ߤ
௡ܣ

ൌ ௡Ǥܣߩ (3.21)

Diketahui ݒܽ {௡ܣ|௡ାଵܣ}ݎ ൌ ௡ାଵܣ൛ܧ
ଶหܣ௡ൟെ {௡ܣ|௡ାଵܣ}ଶܧ ekuivalen dengan

௡ାଵܣ൛ܧ
ଶหܣ௡ൟൌ {௡ܣ|௡ାଵܣ}ଶܧ ൅ ݒܽ .{௡ܣ|௡ାଵܣ}ݎ

௡ାଵܣ൛ܧ
ଶหܣ௡ൟൌ {௡ܣ|௡ାଵܣ}ଶܧ ൅ ݒܽ {௡ܣ|௡ାଵܣ}ݎ

= ଶ(௡ܣߩ) ൅ ߣܫ
௡ܣ
ߤ

ൌ ௡ܣଶߩ
ଶ ൅ ܫ

ߣ

ߤ
௡ܣ

ൌ ௡ܣଶߩ
ଶ ൅ .௡ܣߩܫ (3.22)

Dengan menggunakan Persamaan (3.19), (3,20), (3.21) dan (3.22) maka

ቆනܧ ܳଵ(ݐ)݀ݐ
௓೙శభ

௓೙

ቇൌ
1

ߤʹ
௡ାଵܣ൬ܧ ൅ ൬ͳ൅

ߣ

ߤ
൰ܣ௡ାଵ

ଶ൰

=
1

ߤʹ
௡ܣߩ൜ܧ ൅ ൬ͳ൅

ߣ

ߤ
൰൫ߩଶܣ௡

ଶ ൅ ௡൯�ൠǤܣߩܫ

Karena ൌߩ
ఒ

ఓ
, maka

ቆනܧ ܳଵ(ݐ)݀ݐ
௓೙శభ

௓೙

ቇൌ
1

ߤʹ
௡ܣߩ൛ܧ + (ͳ൅ ௡ܣଶߩ൫(ߩ

ଶ ൅ ௡൯ൟܣߩܫ

=
1

ߤʹ
௡ܣߩ൛ܧ ൅ ௡ܣଶߩ

ଶ ൅ ௡ܣߩܫ ൅ ௡ܣଷߩ
ଶ ൅ ௡�ൟܣଶߩܫ

=
1

ߤʹ
௡ܣߩ൛ܧ ൅ ௡ܣߩܫ ൅ ௡ܣଶߩܫ ൅ ௡ܣଶߩ

ଶ ൅ ௡ܣଷߩ
ଶ�ൟ

=
1

ߤʹ
௡(ͳ൅ܣߩቄܧ ൅ܫ (ߩܫ ൅ ௡ܣଶߩ

ଶ
(ͳ൅ �ቅ(ߩ

=
1

ߤʹ
௡൫ͳ൅ܣߩቄܧ ͳ൅)ܫ ൯൅(ߩ ௡ܣଶߩ

ଶ
(ͳ൅ �ቅ(ߩ
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=
1

ߤʹ
ቊߩ௡ାଵܧ[ܳ(ܴ)]ቈͳ൅

ͳ൅)ܫ ͳെ)(ߩ (௡ାଵߩ

ͳെ ߩ
቉�

൅ ଶሺܴܳ]ܧ௡ାଶߩ ሻ](ͳ൅ ቋǤ(ߩ

Subtitusikan persamaan di atas ke Persamaan (3.17) dan (3.18). Selanjutnya

hitung dengan menggunakan penjumlahan deret geometri, diperoleh

ܹ]ܧ ଷ] =
1

2
ଵ(ͳെିߤ ଶ{(ͳ൅ି(ߩ െߩܫ ሺܴܳ]ܧ(ߩ ሻ] + (ͳെ ଶሺܴܳ]ܧ(ߩ ሻ]}.

(3.23)

Dengan cara yang sama,

[ସܹ]ܧ =
ଵ

ଶ
ଵ(ͳെିߤ ଶ{(ͳ൅ି(ߩ െߩܫ ሺܶܳ]ܧ(ߩ ሻ] + (ͳെ ଶሺܶܳ]ܧ(ߩ ሻ]}.

(3.24)

Berdasarkan Persamaan (3.15), (3.23) dan (3.24) diperoleh

ܹ ଶ ൌ ܹ ଷെ�ܹ ସ

ൌ ൬
1

2
ଵ(ͳെିߤ ଶ{(ͳ൅ି(ߩ െߩܫ ሺܴܳ]ܧ(ߩ ሻ] + (ͳെ ଶሺܴܳ]ܧ(ߩ ሻ]}൰

െ ൬
1

2
ଵ(ͳെିߤ ଶ{(ͳ൅ି(ߩ െߩܫ [(ܶ)ܳ]ܧ(ߩ + (ͳെ ൰{[(ܶ)ଶܳ]ܧ(ߩ

=
1

2
ଵ(ͳെିߤ ଶ{(ͳ൅ି(ߩ െߩܫ ሺܴܳ]ܧ)(ߩ ሻ] െ ሺܶܳ]ܧ ሻ])

+(ͳെ ଶሺܴܳ]ܧ)(ߩ ሻ] െ ଶሺܶܳ]ܧ ሻ])}. (3.25)

Diasumsikan bahwa antrian di persimpangan lampu lalu lintas berada dalam

keseimbangan statis. Berdasarkan Gambar 3.2, kondisi yang harus dipenuhi

adalah rata-rata banyaknya kedatangan kendaraan per satu siklus harus kurang
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dari banyaknya kendaraan yang meninggalkan antrian selama fase lampu hijau,

yaitu

ߣܶ ൏ ሺܶ െ ܴሻߤ

ߣ

ߤ
<

(ܶെ ܴ)

ܶ
.

Karena ൌߩ
ఒ

ఓ
dan misalkan ൌݎ

ோ

்
, maka

൏ߩ ͳെ Ǥݎ

Dalam kondisi keseimbangan, [ሺͲሻܳ]ܧ ൌ ሺܶܳ]ܧ ሻ], [ଶ(0)ܳ]ܧ ൌ ଶሺܶܳ]ܧ ሻ] dan

ሺܴܳ]ܧ ሻ] ൌ [ሺͲሻܳ]ܧ ൅ ሺܴܰ]ܧ ሻ]. Berdasarkan Persamaan (3.24), akan dicari nilai

dari ሺܴܳ]ܧ ሻ] െ ሺܶܳ]ܧ ሻሻ] dan ଶሺܴܳ]ܧ ሻ] െ ଶሺܶܳ]ܧ ሻ].

ሺܴܳ]ܧ ሻ] െ ሺܶܳ]ܧ ሻሻ] ൌ [ሺͲሻܳ]ܧ� ൅ ሺܴܰ]ܧ ሻ] െ ሺܶܳ]ܧ ሻ]

ൌ [ሺͲሻܳ]ܧ ൅ ሺܴܰ]ܧ ሻ] െ [ሺͲሻܳ]ܧ

ൌ ሺܴܰ]ܧ ሻ]

ൌ ߣܴ (3.26)

dan

ଶሺܴܳ]ܧ ሻ] െ ଶሺܶܳ]ܧ ሻ] ൌ ሺܴܰ]ܧʹ ሻ]ܧ�[ܳሺͲሻ] ൅ ଶሺܴܰ]ܧ ሻ]

ൌ ߣʹܴ [(0)ܳ]ܧ + ߣܴ) )ଶ൅ ߣܴ ܫ

ൌ ߣʹܴ [(0)ܳ]ܧ ൅ ଶܴଶ൅ߣ ߣܴ Ǥܫ (3.27)

Pada fase lampu hijau, total waktu tunggu seluruh kendaraan saat berada dalam

antrian diperoleh dengan menggunakan Persamaan (3.25), (3.26) dan (3.27).

ܹ]ܧ ଶ] =
1

2
ଵ(ͳെିߤ ଶ{(ͳ൅ି(ߩ െߩܫ ሺܴܳ]ܧ)(ߩ ሻ] െ ሺܶܳ]ܧ ሻ])

+(ͳെ ଶሺܴܳ]ܧ)(ߩ ሻ] െ ଶሺܶܳ]ܧ ሻ])}
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=
1

2
ଵ(ͳെିߤ ଶ{(ͳ൅ି(ߩ െߩܫ ߣܴ)(ߩ ) ൅ ሺͳെ ሻߩ

( ߣʹܴ [(0)ܳ]ܧ ൅ ଶܴଶ൅ߣ ߣܴ .{(ܫ (3.28)

Dengan demikian, diperoleh total waktu tunggu seluruh kendaraan saat berada

dalam antrian pada fase lampu hijau adalah

ܹ]ܧ ଶ] =
1

2
ଵ(ͳെିߤ ଶ{(ͳ൅ି(ߩ െߩܫ ߣܴ)(ߩ ) ൅ ሺͳെ ሻߩ

( ߣʹܴ [(0)ܳ]ܧ ൅ ଶܴଶߣ ൅ ߣܴ .{(ܫ

Selanjutnya, akan dicari total waktu tunggu seluruh kendaraan saat berada

dalam antrian di persimpangan lampu lalu lintas dalam satu siklus. Dari

Persamaan (3.3), (3.10) dan (3.28) menghasilkan

ܹ]ܧ ] ൌ ܹ]ܧ ଵ] ൅ ܹ]ܧ ଶ]

ൌ ൬[(0)ܳ]ܧܴ ൅
1

2
ߣܴ ଶ൰൅ ൬

1

2
ଵ(ͳെିߤ ଶ{(ͳ൅ି(ߩ െߩܫ ߣܴ(ߩ ൅

(ͳെ )(ߩ ߣʹܴ [(0)ܳ]ܧ ൅ ଶܴଶ൅ߣ ߣܴ ൯(ܫ

ൌ ൬[(0)ܳ]ܧܴ ൅
1

2
ߣܴ ଶ൰൅ ൬

1

ͳെ)ߤʹ ଶ(ߩ
{(ͳ൅ െߩܫ ߣܴ(ߩ ൅

(ͳെ )(ߩ ߣʹܴ [(0)ܳ]ܧ ൅ ଶܴଶ൅ߣ ߣܴ ({(ܫ

ൌ ൬[(0)ܳ]ܧܴ ൅
1

2
ߣܴ ଶ൰൅ ൬

1

ʹሺͳെ ሻଶߩ
൜(ͳ൅ െܫߩ (ߩ

ߣ

ߤ
ܴ ൅

(ͳെ ቆ(ߩ
ߣʹ

ߤ
[(0)ܳ]ܧܴ +

ߣ

ߤ

ଶ

ܴଶ +
ߣ

ߤ
ቇቋቇܫܴ

=
ʹሺͳെ ሻଶߩ

ʹሺͳെ ሻଶߩ
൬[(0)ܳ]ܧܴ ൅

1

2
ߣܴ ଶ൰൅

1

ʹሺͳെ ሻଶߩ
൜(ͳ൅ െܫߩ (ߩ

ߣ

ߤ
ܴ

+(ͳെ ቆ(ߩ
ߣʹ

ߤ
[(0)ܳ]ܧܴ +

ߣ

ߤ

ଶ

ܴଶ +
ߣ

ߤ
ቇቋܫܴ
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=
ʹሺͳെ ሻଶߩ

ʹሺͳെ ሻଶߩ
൬[(0)ܳ]ܧܴ ൅

1

2
ߣܴ ଶ൰൅

1

2
൞

(ͳ൅ െܫߩ (ߩ
ߣ
ܴߤ

ሺͳെ ሻଶߩ
+

+
(ͳെ (ߩ

ሺͳെ ሻଶߩ
ቆʹ

ߣ

ߤ
[(0)ܳ]ܧܴ +

ߣ

ߤ

ଶ

ܴଶ +
ߣ

ߤ
ቇቋܫܴ

=
ʹሺͳെ ሻଶߩ

ʹሺͳെ ሻଶߩ
�൬[(0)ܳ]ܧܴ ൅

1

2
ߣܴ ଶ൰൅

1

2
൜൬

ͳെ ߩ

(ͳെ ଶ(ߩ
+

ܫߩ

(ͳെ ଶ(ߩ
൰ܴߩ

+
(ͳെ (ߩ

ሺͳെ ሻଶߩ
( [(0)ܳ]ܧܴߩʹ ൅ ߣܴߩ ଶ ൅ (ܫܴߩ

=
ʹሺͳെ ሻଶߩ

ʹሺͳെ ሻଶߩ
൬[(0)ܳ]ܧܴ ൅

1

2
ߣܴ ଶ൰൅

1

2
൜൬

1

ሺͳെ ሻߩ
+

ܫߩ

ሺͳെ ሻଶߩ
൰ܴߩ

+
1

ሺͳെ ሻߩ
( [(0)ܳ]ܧܴߩʹ ൅ ߣܴߩ ଶ ൅ ൠ(ܫܴߩ

=
2(ͳെ ͳെ)(ߩ (ߩ

2(ͳെ ͳെ)(ߩ (ߩ
൬[(0)ܳ]ܧܴ ൅

1

2
ߣܴ ଶ൰൅

1

2(ͳെ (ߩ

൜൬ͳ൅
ܫߩ

ሺͳെ ሻߩ
൰ܴߩ ൅ ( [(0)ܳ]ܧܴߩʹ ൅ ߣܴߩ ଶ ൅ ൠ(ܫܴߩ

=
2(ͳെ (ߩ

2(ͳെ (ߩ
൬[(0)ܳ]ܧܴ ൅

1

2
ߣܴ ଶ൰൅

1

2(ͳെ (ߩ

൜൬ͳ൅
ܫߩ

ሺͳെ ሻߩ
൰ܴߩ ൅ ( [(0)ܳ]ܧܴߩʹ ൅ ߣܴߩ ଶ ൅ ൠ(ܫܴߩ

=
1

2(ͳെ (ߩ
൜ʹ (ͳെ ܴ[(0)ܳ]ܧ൬(ߩ ൅

1

2
ߣܴ ଶ൰൅ ൬ͳ൅

ܫߩ

ሺͳെ ሻߩ
൰ܴߩ

+( [(0)ܳ]ܧܴߩʹ ൅ ߣܴߩ ଶ ൅ {(ܫܴߩ

=
1

2(ͳെ (ߩ
{ ܴ[(0)ܳ]ܧʹ� ൅ ߣܴ ଶ െ ܴ[(0)ܳ]ܧߩʹ െ ߣܴߩ ଶ +

ܴߩ ൅
ܫଶܴߩ

ሺͳെ ሻߩ
൅ [(0)ܳ]ܧܴߩʹ ൅ ߣܴߩ ଶ ൅ ቋܫܴߩ
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=
1

2(ͳെ (ߩ
ቊʹ ܴ[(0)ܳ]ܧ� ൅ ߣܴ ଶ ൅ ܴߩ ൅ ൅ܫܴߩ

ܫଶܴߩ

ሺͳെ ሻߩ
ቋ

=
1

2(ͳെ (ߩ
ቊʹ ܴ[(0)ܳ]ܧ� ൅ ߣܴ ଶ ൅ ͳ൅)ܴߩ (ܫ +

ܫଶܴߩ

ሺͳെ ሻߩ
ቋ

=
ߣܴ

2(ͳെ (ߩ
ቊ

2

ߣ
[(0)ܳ]ܧ� ൅ ܴ ൅

ߩ

ߣ
(ͳ൅ (ܫ +

ܫଶߩ

ሺͳെߣ ሻߩ
ቋ

=
ߣܴ

2(ͳെ (ߩ
൜
2

ߣ
[(0)ܳ]ܧ� ൅ ܴ ൅

1

ߤ
(ͳ൅ (ܫ +

ܫߩ

ሺͳെߤ ሻߩ
ൠ

=
ߣܴ

2(ͳെ (ߩ
൜
2

ߣ
[(0)ܳ]ܧ� ൅ ܴ ൅

1

ሺͳെߤ ሻߩ
൫(ͳ൅ ሺͳെ(ܫ ሻ൅ߩ ൯ൠܫߩ

=
ߣܴ

2(ͳെ (ߩ
൜
2

ߣ
[(0)ܳ]ܧ� ൅ ܴ ൅

1

ሺͳെߤ ሻߩ
(ͳെ ൅ߩ െܫ ൅ܫߩ ൠ(ܫߩ

=
ߣܴ

2(ͳെ (ߩ
൜
2

ߣ
[(0)ܳ]ܧ� ൅ ܴ ൅

1

ሺͳെߤ ሻߩ
(ͳെ ൅ߩ ൠ(ܫ

=
ߣܴ

2(ͳെ (ߩ
൜
2

ߣ
[(0)ܳ]ܧ� ൅ ܴ ൅

1

ߤ
൬
ሺͳെ ሻߩ

ሺͳെ ሻߩ
+

ܫ

ሺͳെ ሻߩ
൰ൠ

=
ߣܴ

2(ͳെ (ߩ
൜
2

ߣ
[(0)ܳ]ܧ� ൅ ܴ ൅

1

ߤ
൬ͳ൅

ܫ

ሺͳെ ሻߩ
൰ൠ

=
ݎܶߣ

2(ͳെ (ߩ
൜
2

ߣ
[(0)ܳ]ܧ� ൅ ݎܶ ൅

1

ߤ
൬ͳ൅

ܫ

ሺͳെ ሻߩ
൰ൠ

Jadi, total waktu tunggu seluruh kendaraan saat berada dalam antrian di

persimpangan lampu lalu lintas dalam satu siklus adalah

ܹ]ܧ ] =
ݎܶߣ

2(ͳെ (ߩ
൜
2

ߣ
[(0)ܳ]ܧ� ൅ ݎܶ ൅

1

ߤ
൬ͳ൅

ܫ

ሺͳെ ሻߩ
൰ൠǤ

Akan dicari rata-rata total waktu tunggu kendaraan saat berada dalam antrian

selama satu siklus yang merupakan hasil pembagian antara total waktu tunggu

seluruh kendaraan saat berada dalam antrian selama satu siklus (detik) dengan
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rata-rata kendaraan yang masuk ke dalam antrian selama satu siklus (kendaraan)

adalah

݀ ൌ
ܹ]ܧ ]

ሺܶܰ]ܧ ሻ]

=

ݎܶߣ
2(ͳെ (ߩ

൜
2
ߣ
[(0)ܳ]ܧ� ൅ ݎܶ ൅

1
൬ͳ൅ߤ

ܫ
ሺͳെ ሻߩ

൰ൠ

ߣܶ

=
ݎܶߣ ൜

2
ߣ
[(0)ܳ]ܧ� ൅ ݎܶ ൅

1
൬ͳ൅ߤ

ܫ
ሺͳെ ሻߩ

൰ൠ

2(ͳെ ߣܶ(ߩ

=
൜ݎ

2
ߣ
[(0)ܳ]ܧ� ൅ ݎܶ ൅

1
൬ͳ൅ߤ

ܫ
ሺͳെ ሻߩ

൰ൠ

2(ͳെ (ߩ

=
1

2
ͳെ)ݎ }ଵି(ߩ [(0)ܳ]ܧଵିߣʹ ൅ ݎܶ ൅ ଵ(ͳ൅ିߤ ሺͳെܫ .{(ሻିଵߩ

Jadi, rata-rata waktu tunggu kendaraan saat berada dalam antrian di persimpangan

lampu lalu lintas selama satu siklus adalah

݀ ൌ
1

2
ͳെ)ݎ }ଵି(ߩ [(0)ܳ]ܧଵିߣʹ ൅ ݎܶ ൅ ଵ(ͳ൅ିߤ ሺͳെܫ .{(ሻିଵߩ

B. Aplikasi Model

Pada sub bab ini akan dibahas aplikasi dari model waktu tunggu kendaraan

di persimpangan yang sudah diperoleh di atas. Untuk memberikan aplikasi model

waktu tunggu tersebut digunakan data persimpangan Condong Catur tahun 2012

yang diperoleh dari Dinas Perhubungan dan Kominfo DIY. Dalam aplikasi model

ini digunakan data persimpangan Condong Catur yang dari arah timur. Dipilih
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dari arah timur karena kondisi jalan yang mempunyai derajat kejenuhan lebih dari

satu yaitu 1,0319.

Contoh permasalahan (data Persimpangan Condong Catur tahun 2012 dari

arah timur )

Diketahui:

Rata-rata laju kedatangan kendaraan ሻߣ) : 2339 kendaraan/jam

Lama satu siklus (T) : 98 detik

Lama lampu hijau ሻܩ) : 25 detik

Banyaknya kendaraan yang keluar saat lampu : 6774 smp/jam hijau

hijau menyala (m)

Sisa kendaraan pada siklus sebelumnya (Q(0)) : 30 kendaraan

Berdasarkan data di atas diketahui laju kedatangan kendaraan ሻߣ) adalah

2339 kendaraan/jam sehingga diperoleh ൌߣ Ͳǡ͸Ͷͻ͹ kend/detik. Dalam satu

siklus ሺܶ ሻ�dimana lampu merah menyala kemudian dilanjutkan lampu hijau

menyala yaitu 98 detik. Lama lampu hijau menyala (G) adalah 25 detik. Untuk

mencari lama lampu merah menyala (R) diperoleh dengan lama satu siklus

dikurangi lama menyala lampu hijau yaitu ܴ ൌ ܶെ ܩ ൌ ͻͺ െ ͷʹ ൌ ͹͵ detik.

Selanjutnya, ൌݎ
ோ

்
=

଻ଷ

ଽ଼
= 0,7448. Kendaraan yang keluar saat lampu hijau

menyala dinotasikan dengan ݉ , sebanyak 6774 smp/jam hijau. Diketahui lama

lampu hijau menyala adalah 25 detik sehingga banyaknya kendaraan yang

meninggalkan persimpangan selama 25 detik adalah 47,0417 kendaraan.

Diketahui bahwa ݉ ൌ (ͳെ Ǥߤܶ(ݎ Pada fase hijau merupakan fase dimana

kendaraan meninggalkan antrian atau fase pelayanan. Akan dicari laju pelayanan
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kendaraan saat meninggalkan antrian .(ߤ) Dari rumus sebelumnya, ߤ dapat ditulis

sebagai ൌߤ
௠

(ଵି௥)்
sehingga ൌߤ

ସ଻ǡ଴ସଵ଻�

(ଵି଴ǡ଻ସସ )଼ൈଽ଼
= 1,8817 kend/detik. ൌߩ

ఒ

ఓ
=

଴ǡ଺ସଽ଻�

ଵǡ଼ ଼ଵ଻
= 0,3453. Variansi kedatangan kendaraan pada sati siklus yaitu 11,2246.

Sehingga rasio antara variansi kedatangan kendaraan dengan rata-rata kedatangan

kendaraan pada satu siklus (I) adalah 0,1762.

Kemudian substitusikan nilai-nilai yang diketahui ke persamaan berikut:

݀ ൌ
ܹ

ܰሺܶ ሻ

=
ݎ

ሺʹͳെ ሻߩ
ቊܶݎ ൅

ʹܳ (0)

ߣ
+

1

ߤ
൤ͳ൅

ܫ

(ͳെ (ߩ
൨ቋ

=
0,7448

2(1 − 0,3453)
൜(0,7448 × 98) ൅ ൬

2 × 30

0,6497
൰൅

1

1,8817
൤ͳ൅

0,1762

(1 − 0,3453)
൨ൠ

ൌ Ͳǡͷ͸ͅ ͺ ൜͹͵ ൅ ͻ ǡʹ͵ Ͷ͹ͳ൅
1

1,8817
[1,2692]ൠ

= 0,5688{73 + 92,3471 + 0,6745}

= 94,4459 ≈ 94,4

Jadi, rata-rata waktu tunggu kendaraan di persimpangan lampu lalu lintas

Condong Catur dari arah timur adalah 94,4 detik. Artinya, selama satu siklus

yaitu menyalanya lampu merah dilanjutkan lampu hijau, waktu tunggu

kendaraan di persimpangan Condong Catur adalah 94,4 detik.
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BAB IV

SIMPULAN DAN SARAN

A. Simpulan

Dari pembahasan pada Bab 3, dapat disimpulkan bahwa:

1. permasalahan waktu tunggu kendaraan pada persimpangan lampu lalu lintas

pada umumnya dapat dimodelkan secara matematis. Dalam menentukan

model dari lama waktu tunggu kendaran di dalam antrian pada persimpangan

lampu lalu lintas, diperlukan pola kedatangan yang deterministik sehingga

dapat terbentuk pola panjang antrian kendaraan di lalu lintas tersebut. Model

yang diperoleh adalah model waktu tunggu kendaraan dengan pola

kedatangan berdistribusi Compound Poisson, sebagai berikut

݀ ൌ
ܹ]ܧ ]

ሺܶܰ]ܧ ሻ]

=
ଵ

ଶ
ͳെ)ݎ }ଵି(ߩ [(0)ܳ]ܧଵିߣʹ ൅ ݎܶ ൅ ଵ(ͳ൅ିߤ ሺͳെܫ ,{(ሻିଵߩ

2. dari aplikasi model diperoleh waktu tunggu kendaraan di persimpangan

lampu lalu lintas Condong Catur dari arah timur pada tahun 2012 adalah

94,4459 ≈ 94,4 detik.
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B. Saran

Topik skripsi tentang pemodelan lampu lalu lintas ini diharapkan dapat

mengatur waktu siklus lampu lalu lintas secara otomatis yang akan menjadi suatu

hal penting di masa depan. Dengan demikian, dapat meminimalkan waktu tunggu

kendaraan di persimpangan lampu lalu lintas.
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LAMPIRAN 1

HASIL PERHITUNGAN LALU LINTAS DI SIMPANG 4 CONDONG CATUR

Rabu, 7 Maret 2012

Kaki : Timur

Tanggal : 07-Mar-12

Periode
Waktu

Belok Kanan

MC Kendaraan Ringan ( LV ) Kendaraan Berat ( HV )

SPM MP AUP PU,TK BUSS BUSB T2AS T3AS

11.30-11.45 97 33 0 2 1 0 3 0

11.45-12.00 97 36 0 3 1 0 2 0

12.00-12.15 81 33 0 5 1 0 0 0

12.15-12.30 86 31 0 4 1 0 2 0

Periode
Waktu

Lurus

MC Kendaraan Ringan ( LV ) Kendaraan Berat ( HV )

SPM MP AUP PU BUSS BUSB T2AS T3AS

11.30-11.45 230 131 0 20 1 0 15 3

11.45-12.00 281 152 0 24 1 1 20 3

12.00-12.15 265 154 2 20 2 0 23 2

12.15-12.30 269 148 1 21 2 1 26 2
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Kaki : Utara

Tanggal : 07-Mar-12

Periode
Waktu

Belok Kanan

MC Kendaraan Ringan ( LV ) Kendaraan Berat ( HV )

SPM MP AUP PU,TK BUSS BUSB T2AS T3AS

11.30-11.45 100 29 0 2 1 0 0 1

11.45-12.00 85 24 0 3 2 0 0 0

12.00-12.15 93 26 0 1 1 0 0 0

12.15-12.30 86 25 0 2 1 0 0 2

Periode
Waktu

Lurus

MC Kendaraan Ringan ( LV ) Kendaraan Berat ( HV )

SPM MP AUP PU BUSS BUSB T2AS T3AS

11.30-11.45 327 37 3 2 1 0 0 0

11.45-12.00 330 45 2 4 2 1 2 0

12.00-12.15 346 50 1 7 2 0 4 0

12.15-12.30 329 48 2 5 1 0 2 0
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Kaki : Barat

Tanggal : 07-Mar-12

Periode
Waktu

Belok Kanan

MC Kendaraan Ringan ( LV ) Kendaraan Berat ( HV )

SPM MP AUP PU,TK BUSS BUSB T2AS T3AS

11.30-11.45 194 64 0 5 4 0 3 0

11.45-12.00 182 71 1 9 3 0 4 0

12.00-12.15 188 76 2 7 3 0 6 0

12.15-12.30 176 74 3 7 2 0 5 0

Periode
Waktu

Lurus

MC Kendaraan Ringan ( LV ) Kendaraan Berat ( HV )

SPM MP AUP PU BUSS BUSB T2AS T3AS

11.30-11.45 237 152 0 23 0 0 10 7

11.45-12.00 240 143 0 24 1 0 10 6

12.00-12.15 243 164 0 26 1 0 11 3

12.15-12.30 231 160 0 25 1 0 10 7
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Kaki : Selatan

Tanggal : 07-Mar-12

Periode
Waktu

Belok Kanan

MC Kendaraan Ringan ( LV ) Kendaraan Berat ( HV )

SPM MP AUP PU,TK BUSS BUSB T2AS T3AS

11.30-11.45 213 50 4 3 1 0 1 0

11.45-12.00 238 52 5 8 0 0 0 0

12.00-12.15 226 53 4 10 1 0 0 0

12.15-12.30 241 49 3 7 2 0 2 0

Periode
Waktu

Lurus

MC Kendaraan Ringan ( LV ) Kendaraan Berat ( HV )

SPM MP AUP PU BUSS BUSB T2AS T3AS

11.30-11.45 302 52 0 4 1 0 0 0

11.45-12.00 370 40 3 7 1 0 0 0

12.00-12.15 341 28 2 8 0 0 2 0

12.15-12.30 357 32 2 6 1 0 1 0
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LAMPIRAN 2

HASIL ANALISIS WAKTU SINYAL DAN KAPASITAS DI SIMPANG 4 CONDONG CATUR

Rabu, 7 Maret 2012

Kode pendekat
Nilai disesuaikan

smp/jam hijau
Arus lalu lintas

smp/jam
Waktu hijau

det
Kapasitas
smp/jam

Derajat
kejenuhan

Selatan 6.185 907 30 1325,25 0,6840

Barat 6.921 1.500 30 1483,0179 1,0117

Utara 7.208 687 35 1801,9719 0,3813

Timur 6.774 1.248 25 1209,5536 1,0319

Waktu siklus pra penyesuaian c us (det) 140

Waktu siklus disesuaikan c (det) 98,02
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LAMPIRAN 3

HASIL ANALISIS PANJANG ANTRIAN, JUMLAH KENDARAAN TERHENTI SIMPANG 4 CONDONG CATUR

Rabu, 7 Maret 2012

Kode
pendekat

Arus lalu lintas
smp/jam

Kapasitas
smp/jam

Derajat
kejenuhan

Rasio
hijau

Jumlah kendaraan antri ( smp)
Panjang
Antrian

(m)NQ1 NQ2 Total NQ max

Selatan 907 1.325 0,68 0,214 0,6 32 33 47 111

Barat 1.500 1.483 1,01 0,214 24,3 59 83 112 238

Utara 687 1.802 0,38 0,250 (0,2) 22 22 32 66

Timur 1.248 1.210 1,03 0,179 30,0 49 79 107 232
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