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ABSTRAK

Persamaan diferensial skalar otonomus merupakaamean diferensial
berdimensi satu yang variabel bebasnya tidak museecdra eksplisit. Gabungan
dua persamaan diferensial skalar otonomus menghasisistem persamaan
diferensial pada bidang. Penulisan tugas akhirbartujuan untuk mengetahui
karakteristik dan kestabilan titik ekuilibrium padéstem hasil kali persamaan
diferensial otonomus pada bidang.

Karakteristik sistem hasil kali dianalisis melakistem pada koordinat
kartesius dan perubahan sistem tersebut pada kaorgblar. Kestabilan titik
ekuilibrium pada sistem hasil kali dilihat dari pt fase masing-masing
persamaan penyusunnya, potret fase sistem hagildead secara analisis untuk
kasus titik ekuilibrium hiperbolik. Potret fase tsim hasil kali digambarkan
berbantuan program Maple.

Sistem hasil kali persamaan diferensial otonomua fmdang merupakan
gabungan dua persamaan diferensial skalar otongamgstidak bertautan. Sistem
hasil kali pada bidang dibagi menjadi dua jenistuyaistem hasil kali kartesius
dan sistem hasil kali polar. Karakteristik daritesis hasil kali yakni sistem hasil
kali selalu dapat dirubah ke bentuk persamaan edi@al yang dapat dipisah.
Titik ekuilibrium pada sistem hasil kali merupakpasangan terurut dari titik
ekuilibrium persamaan penyusunnya. Kestabilan ikiiliborium pada sistem
hasil kali kartesius terlihat dari kestabilan titikkuilibrium persamaan
penyusunnya.

Kata kunci: Sistem hasil kali, persamaan diferensial, otongrkastabilan titik
ekuilibrium
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BAB |

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Model matematika pada umumnya dikembangkan untuk memahami
fenomena pada persoalan fiskka. Model tersebut terkadang berbentuk persamaan
diferensial. Persamaan diferensial merupakan persamaan yang memuat satu atau
beberapa turunan dari suatu fungs yang tidak diketahui. Apabila variabel bebas
dalam persamaan diferensia tidak muncul secara eksplisit, maka disebut
persamaan diferensial otonomus, sedangkan apabila muncul secara eksplisit
disebut persamaan diferensial tak otonomus (Nagle et al, 2012).

Perilaku dari solusi persamaan diferensial (Blanchard et a, 2006) dapat
diketahui melalui tiga pendekatan, yaitu pendekatan secara analitik, numerik, dan
kualitatif. Pertama, pendekatan analitik merupakan pendekatan dengan mencari
solusi dari persamaan diferensia secara eksplisit. Kedua, pendekatan numerik
merupakan pendekatan dengan melakukan perhitungan secara aritmatik untuk
menentukan taksiran solusi dari persamaan diferensial. Ketiga, pendekatan
kualitatif merupakan suatu metode dengan menggunakan konsep geometri dalam
mengetahui perilaku dari solusi persamaan diferensial. Contoh konsep geometri
yang digunakan (Hale & Kocak, 1991) yaitu medan arah, trayektori, medan
vektor, orbit, dan potret fase. Pendekatan analitik tidak dapat diterapkan pada
persamaan diferensia pada umumnya, sebab terdapat persamaan diferensial yang

solusinya sulit ditentukan secara eksplisit. Jika pendekatan analitik sulit



dilakukan, maka perilaku dari solusi persamaan diferensial dapat dilihat dengan
pendekatan secara kualitatif.

Persamaan diferensial otonomus yang berdimens satu disebut persamaan
diferensial skalar otonomus (Hale & Kocak, 1991). Persamaan diferensial ini
dapat dicari solusinya secara eksplisit dengan menggunakan metode pemisah
variabel atau melihat sifat solusinya dengan pendekatan secara kualitatif. Sistem
persamaan diferensial merupakan sistem persamaan yang melibatkan lebih dari
satu variabel terikat (Hirsch & Smale, 1974). Sistem persamaan diferensial (Hale
& Kocak, 1991) dengan dua variabel terikat dapat dikatakan sebagai sistem
persamaan diferensial pada bidang. Sistem persamaan diferensial terbagi menjadi
dua, yaitu sistem linier dan sistem tak linier. Sistem linier telah dibahas oleh Nur
Faida (2005) dalam skripsi berjudul Potret Fase Sstem Linier. Nur Faida
menjelaskan tentang solusi, potret fase, dan tipe-tipe potret fase sistem linier.
Kasus sistem tak linier telah dibahas oleh Cici Setyowati (2004) dalam skripsi
berjudul Kestabilan dari Titik Kritis pada Sstem Otonomus Persamaan
Diferensial Tak Linier. Cici Setyowati menjelaskan kestabilan dari titik kritis
(titik ekuilibrium) pada sistem otonomus persamaan diferensial tak linier, serta
linierisasi dari sistem tak linier.

Pada skripsi ini dibahas mengenai sistem hasil kali persamaan diferensial
otonomus pada bidang. Gabungan dari dua persamaan diferensial skalar otonomus
yang tidak bertautan dan menginterpretasikan aliran dari dua variabel dalam
bidang disebut sistem hasil kali persamaan diferensial otonomus pada bidang

(Hale & Kocak, 1991: 185). Menurut (Hirsch & Smale, 1974) dua persamaan



diferensial dikatakan tidak bertautan (uncouple) jika kedua fungsi pada persamaan
diferensial tidak mempunyai relas secara spesifik. Titik ekuilibrium sistem hasil
kali merupakan pasangan terurut dari persamaan penyusunnya. Perilaku solusi
dari sistem hasil kali dapat diketahui melalui potret fase. Potret fase pada sistem
hasil kali merupakan hasil kali dari masing-masing potret fase persamaan

penyusunnya.

B. Batasan Masalah

Pada skripsi ini dibahas tentang sistem hasil kali yang persamaan-
persamaan penyusunnya merupakan persamaan diferensial skalar otonomus yang
tidak bertautan. Persamaan diferensial otonomus yang dibahas yaitu persamaan

yang ruas kanannya merupakan fungsi yang turunan pertamanya kontinu.

C. Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang masalah, maka dapat dirumuskan sebagai
berikut :
1. Apa karakteristik dari sistem has| kali persamaan diferensial otonomus
pada bidang?
2. Bagaimana kestabilan titik ekuilibrium dari sistem hasil kali persamaan

diferensial otonomus pada bidang?



D. Tujuan
Berdasarkan permasalahan di atas, tujuan dari penulisan skripsi ini adalah :
1. Mengetahui karakteristik dari sistem hasil kali persamaan diferensial
otonomus pada bidang.
2. Mengetahui kestabilan titik ekuilibrium dari sistem hasil kali persamaan

diferensial otonomus pada bidang.

E. Manfaat Penulisan

Penulisan skripsi ini diharapkan dapat memperkenalkan karakteristik dan
jenis-jenis sistem hasil kali persamaan diferensial otonomus pada bidang. Jenis-
jenis dari sistem hasil kali pada bidang yaitu sistem hasil kali kartesius dan sistem
hasil kali polar. Sistem hasil kali mempunyai kelebihan daripada sistem pada
umumnya, salah satunya yaitu kestabilan titik ekuilibrium pada sistem terlihat dari

kestabilan titik ekuilibrium persamaan penyusunnya.



BAB I

KAJIAN PUSTAKA

Persamaan diferensal merupakan persamaan yang memuat satu atau
beberapa turunan dari suatu fungsi yang tidak diketahui. Apabila variabel bebas
dalam persamaan diferensial tidak muncul secara eksplisit, maka disebut
persamaan diferensial otonomus, sedangkan apabila muncul secara eksplisit
disebut persamaan diferensial tak otonomus (Nagle et al, 2012). Menurut (Hale &
Kocak, 1991) persamaan diferensial otonomus yang berdimens satu disebut
persamaan diferensial skalar otonomus.

A. Persamaan Diferensial Skalar Otonomus
Misal | merupakan interval terbuka pada garis bilangan real R dan
x:I >R, tex(t)
adalah fungsi real yang terdiferensialkan untuk suatu variabel real t.
Misal
fiR->R; x o f(x)
adalah fungsi tertentu yang bernilai real.
Diberikan persamaan diferensial berbentuk
x=f(x) (2.1)
dimana x adalah fungsi tidak diketahui dari t dan f adalah fungsi dari x.

Dinotasikan x sebagai turunan % dan t sebagal waktu atau variabel bebas.

Persamaan diferensial (2.1) disebut persamaan diferensial skalar otonomus.



Persamaan (2.1) disebut skalar sebab x berdimensi satu dan otonomus sebab
fungsi f tidak bergantung padat secaraeksplisit (Hale & Kocak, 1991: 4).

Fungs x(t) dikatakan solus dari persamaan (2.1) pada interval | jika
x(t) = f(x(t)) untuk setiap t € I. Solus khusus dari persamaan (2.1) dengan
nilai awal t, € I yang mempunyai nilai x, dapat ditulis sebagai berikut:

x = f(x), x(ty) = xo. (2.2)
Persamaan (2.2) disebut dengan masalah nilai awal dan setiap solusinya disebut
solusi yang melalui x, saat t = t,.

Sifat dari persamaan otonomus pada persamaan (2.2) yaitu tidak akan
berpengaruh secara umum jika diasumsikan bahwa masalah nilai awal
dikhususkan untuk t, = 0. Misal x(t) merupakan solusi dari persamaan (2.2)
yang melalui x, saat t, dan didefinisikan y(t) = x(t + ty). Akan ditunjukkan
bahwa y (t) merupakan solusi persamaan (2.2) yang melaui x, saat 0.

y(6) = x(t +to) = f(x(t +t0)) = fF(y(©) dany(0) = x(ty) = x,. (2.3)

Persamaan (2.3) menunjukkan bahwa y(t) merupakan solus dari
persamaan (2.2) yang melalui x, saat t, = 0. Solusi dari persamaan (2.2) yang
melalui x, saat t, =0 dinotaskan ¢(t,x,), sehingga ¢(t,x,) = x(t) dan
©(0,x0) = xo.

Solusi dari persamaan (2.1) dapat dicari dengan menggunakan metode
pemisah variabel, sebab ruas kanan pada persamaan (2.1) hanya bergantung pada
x. Solusi umum dari persamaan (2.1) dapat dicari dengan menggunakan metode

pemisah variabel, diperoleh:



dx_
E—f(x)

1
S ——dx =dt

f)

& f}%dx =fdt. (2.4)

Solusi masalah nilai awal dari persamaan (2.2) diperoleh dengan
mengintegralkan persamaan (2.4) antara batas yang berkorespondensi pada waktu
to dan t (Robinson, 2004: 60). Pada ruas kiri persamaan (2.4) diintegralkan
dengan batas x(t,) dan x(t) sedangkan ruas kanan adalah t, dan t, sehingga

diperoleh

X

fxomds =t—t,. (2.5)

Contoh 2.1:Diberikan persamaan diferensial
x=-x, x(0)=x, (2.6)
Solusi dari persamaan (2.6) dapat diperoleh dengan menggunakan

persamaan (2.5) yakni
*1
—ds = —t

xOS

< In(x) — In(xy) = —t



Jadi x(t) = e 'x, adalah solusi persamaan (2.6) yang melalui x, saat

to = 0 dan terdefinisi untuk setiap t € R.

Contoh 2.2: Diberikan masa ah nilai awal

x = x? x(0) = x,. (2.7)

)

Solusi dari persamaan (2.7) dapat diperolen dengan menggunakan

persamaan (2.5) yakni

Jadi solusi persamaan (2.7) adalah x(t) = 1"; 2 Solusi persamaan (2.7)
—A0

terdefinis pada interval (—oo,xi) untuk xy > 0, (—oo,00) untuk x, = 0, dan

0

(xio,oo) untuk x, < 0.



Teorema 2.1: Eksistens dan Ketunggalan dari Solusi (Hale & Kocak, 1991: 4)

(i)

(ii)

Jka f € C°(R,R), maka untuk setiap x, € R terdapat interval
(mungkin dapat tak berhingga) I, = (ax,,Bx,) Yang memuat t, = 0
dan solusi ¢(t, x,) dari masalah nilai awal

x=f),  x(t) = xo,
terdefinisi untuk setiap t € I, , memenuhi kondisi awal ¢ (0, x,) = x,.
Jikaa,, terbatas, maka

llm |(P(t; xO)l = +OO’
t-af,

atau jika B, terbatas, maka

tggl_ | (¢, x0)| = +oo.

X0
Jika ditambah, f € C'(R,R), maka ¢(t,x,) tunggal pada I,, dan
o(t,xo) kontinu di (t,x,) sekaligus dengan turunan parsial

pertamanya, sehingga ¢(t, x,) adalah fungsi C?.

Pada Teorema 2.1, notasi C°(R,R) merupakan himpunan dari semua

fungsi kontinu f: R — R, sedangkan notasi C!(RR, R) merupakan himpunan dari

semua fungsi terdiferensial yang turunan pertamanya kontinu. Batas terbesar yang

mungkin pada interval I, pada bagian (i) dari Teorema 2.1 disebut interval

maksimal dari ekistensi solus ¢(t,x,) (Hae & Kocak, 1991: 6). Interval

maksimal dari solusi pada Contoh 2.2 dapat dilihat pada Gambar 1.



-4 -3 -2 -1 o 1 2

_2 -
Gambar 1. Interval maksimal dari eksistensi solusi x = x2 dengan
nilai awal x(0) = 1 adalah (—, 1).

Pada umumnya tidak semua persamaan diferensial dapat dicari solusi
eksplisitnya, sehingga dilakukan pendekatan kualitatif untuk melihat perilaku
solus dari persamaan diferensial. Pendekatan kualitatif menggunakan konsep
pada geometri seperti medan arah, trayektori, medan vektor, orbit, dan potret fase.
1. Medan Arah

Setigp titik pada bidang-(t,x) dimana f(x) terdefinis, ruas kanan
persamaan (2.1) memberikan nilai dari turunan % yang dapat dinyatakan sebagai
gradien ruas garis yang melalui titik tesebut. Kumpulan dari setiap ruas garis yang
sedemikian itu disebut medan arah (direction field) dari persamaan (2.1) (Hale &
Kocak, 1991: 8).

Medan arah (Blanchard, 2006: 40) pada persamaan (2.1) mempunyai
keistimewaan, yaitu untuk setiap titik berbeda pada bidang-(t,x) dengan
koordinat x yang sama mempunyai gradien ruas garis yang sama. Misal terdapat

titik (tq,x;) dan (ty,x1) maka f(ty, %) = f(tzx1) = f(x1), sebab ruas kanan

10



pada persamaan (2.1) hanya bergantung pada variabel x. llustrasi dari pernyataan

tersebut dapat dilihat pada Gambar 2.

X A

B
L

ty t, t
Gambar 2. Titik (t4, x,) dan (t,, x;) mempunyai gradien yang sama.

Gambar dari solusi persamaan (2.2) merupakan subset dari bidang-(t, x)
yang didefinisikan oleh {(t,¢(t,x0)):t € I,,} disebut trayektori melaui x,.
Trayektori menyinggung ruas-ruas garis pada medan arah di setiap titik pada
bidang yang dilaluinya (Hale & Kocak, 1991: 8). Medan arah dari Contoh 2.1 dan
Contoh 2.2 untuk beberapa trayektori berturut-turut ditunjukkan oleh Gambar 3(a)

dan Gambar 4(b). (Perintah Maple dapat dilihat pada Lampiran 2 dan 3).

(b) T

Gambar 3. (a) Medan arah dengan beberapatrayekton dari x =
(b) Medan vektor dari x =

11
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Gambar 4. (a) Medan arah dengan beberapatrayéi)torl dari x = x2.
(b) Medan vektor dari x = x?

2. Medan Vektor

Untuk setiap titik x pada sumbu x dapat dihubungkan dengan ruas garis
berarah dari x kex + f(x). Ruas garis berarah dapat dipandang sebagai sebuah
vektor atas x. Kumpulan dari semua vektor yang demikian itu disebut medan
vektor yang dihasilkan pada persamaan (2.1) atau dapat dikatakan sebagai medan
vektor f (Hale & Kocak, 1991: 9). Medan vektor pada Contoh 2.1 dan Contoh 2.2
berturut-turut ditunjukkan pada Gambar 3(b) dan Gambar 4(b).
3. Orbit
Definisi 2.1; (Hale & Kocak, 1991; 9)

Misa solusi dari persamaan (2.2) terdefinisi untuk setiap t € I,,, dengan
interval I, = (ay,, Bx,) Yang memuat t, = 0. Positif orbit ¥ * (x,), negatif orbit
¥~ (x,), dan orbit y(x,) dari x, didefinisikan berturut-turut sebagai subset dari

sumbu x berikut;

12



ren= | et
t€[0,8x)

Y~ (%) = U @(t, xo),

tE€(ax,,0]

y(xo) = U @ (t, xo).

te(aX()uBXO)

Orbit y(x,) merupakan proyeksi dari trayektori yang melaui x, pada
sumbu x. Orbit dari Contoh 2.1 dan Contoh 2.2 berturut-turut dapat dilihat pada
Gambar 5(a) dan Gambar 6(a). Pada Gambar 5(a), orbit y(x,) disisipkan panah
untuk menunjukkan arah ¢ (t, x,) berubah sesuai dengan kenaikan ¢.

Pada Contoh 2.1, jika x, > 0, maka orbit negatif y~(x,) = [xq, +0),
orbit positif y*(x,) = (0,x,], dan orbit y(x,) = (0, +). Jka x, = 0, maka
Y (x0) =y (xg) =v(x9) =0. Jka x, <0, maka orbit negatif y~(xq) =
(=0, x,], orbit positif y*(xg) = [xo,0), dan orbit y (xy) = (—0, 0).

4. Potret Fase

Aliran dari persamaan diferensial yang digambarkan sebagai kumpulan
semua orbit bersama dengan panah berarah dan gambar hasil disebut potret fase
dari persamaan diferensial. Potret fase untuk Contoh 2.1 dan Contoh 2.2 berturut-

turut ditunjukkan pada Gambar 5(b) dan Gambar 6(b).

13
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> }"(xg)
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=
=]

¥ (xo) <

@ (b)

Gambar 5. (a) Orbit positif, orbit negatif, dan orbit melalui x,, dan
(b) potret fase dari x = —x.

- 3
X x

¥ (xo) o
> Y(XO)

N

X

¥ (o) ¥

@ (b)

Gambar 6. (a) Orbit positif, orbit negatif, dan orbit melalui x,, dan
(b) potret fase dari x = x?2.

Definis 2.2: (Hale & Kocak, 1991: 11)

Titik ¥ € R disebut titik ekuilibrium dari x = f(x) jikaf(x) = 0.

Jika x adalah titik ekuilibrium, maka fungsi konstan x(t) = X merupakan
solusi untuk setiap t € R, dan orbit y(x) adalah x sendiri. Potret fase dari

persamaan (2.1) dapat digambarkan dengan memandang grafik dari f(x). Tanda
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f menyatakan arah dari pergerakkan pada sebuah orbit. Jika f (x,) < 0 dengan x,
adalah nilai awal, maka solusi menurun padat, dan ¢ (¢, x,) akan mendekati suatu
titik ekuilibrium atau menuju —o ketika t — B, . Serupa, jika f(x,) > 0 maka
solusi naik pada t, dan ¢@(t,x,) akan mendekati suatu titik ekuilibrium atau
menuju +oo ketikat — B, . Potret fase dari persamaan x = —x dan x = x* dapat
dilihat pada Gambar 7. Jika solusi masalah nilai awal persamaan (2.1) tunggal,
maka solusi yang melalui kondisi awal yang berbeda dengan x, < y, memenuhi

(t,x0) < @(t,y0).

flx)=-x

k4
S
=

@ (b)
Gambar 7. (a) Potret fase x = —x dari fungsi f(x) = —x, dan
(b) potret fase x = x? dari fungs f(x) = x2.
Contoh 2.3: Diberikan persamaan diferensia
x=x—x3. (2.8)
Titik ekuilibrium dari persamaan (2.8) adalah -1, 0, dan 1. Fungsi f(x) =
x — x3 positif pada interval (—«, —1), negatif pada (—1,0), positif pada (0,1),
dan negatif pada (1, +). Potret fase persamaan (2.8) digambarkan pada Gambar
8. Orbit dari persamaan (2.8) adalah interval (—«,—1), (—1,0), (0,1), (1, +x),

dan titik {—1}, {0}, dan {1}.
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Gambar 8. Potret fase x = x — x3 dari fungsi f(x) = x — x3.
Metode lain untuk menentukan aliran dari persamaan diferensial, yaitu
dengan menggunakan fungsi potensial. Persamaan (2.1) dapat ditulis dalam

bentuk
%= f) = = F (), (29)
dimana

X
F(x) = —f f(s)ds.
0
Persamaan (2.9) merupakan bentuk khusus dari sistem gradien. Jika x(t)
adalah solusi dari persamaan (2.9), maka

d d d
%F(x(t)) = EF(x(t)).ax(t) = —f(x(t)).f(x(t)) =—[f(x()]* < 0.

Fungss F seldu turun sepanjang kurva solusi sebab %F(x(t)) <0.

Fungsi F dapat dikatakan sebagai fungs potensial dari persamaan (2.1). Jelas
bahwa titik ekuilibrium dari persamaan (2.9) merupakan titik ekstrim dari fungsi

potensial F.
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Contoh 2.4: Persamaan (2.6) dapat dibentuk menjadi persamaan (2.9) yaitu
i=-x=-2L(X) (2.10)
dengan fungsi potensial F(x) = %

Orbit dari persamaan (2.10) dapat dipandang sebagai pergerakan partikel

pada kurva fungs potensial F(x). Dapat dilihat pada Gambar 9 suatu partikel di
sebarang titik pada fungsi F(x) = % akan turun menuju titik ekuilibrium 0. Orbit

dari persamaan (2.10) adalah interval (—oo, 0), (0, ), dan titik ekuilibrium O.

Flx)=x"2/2 y

Gambar 9. Potret fase x = —x dari fungsi potensial F(x) = x2_2

Contoh 2.5: Persamaan (2.8) dapat ditulis

R B B G S
X=x—x°= dx( 2+4), (2.11)

dengan fungsi potensial F(x) = —§+§. Orbit dari persamaan (2.11) adalah
interval (—o,—1), (—1,0), (0,1), (1, +x), dan titik —1, 0, dan 1. Potret fase
persamaan (2.11) dengan fungs potensial F(x) = —%2+x74 dapat dilihat pada

Gambar 10.

17



Qi L o o P
NG » Oy

Gambar 10. Potret fase x = x — x3 dari fungsi potensial
2 4
F(x) = — x? + le

Definis 2.3: (Hale & Kocak, 1991: 17)

Titik ekuilibrium x dari persamaan (2.1) dikatakan stabil jika untuk setiap
€ > 0 terdapat § > 0 yang bergantung pada e sedemikian hingga untuk setiap x,
yang memenuhi |x, — x| < &, solus ¢(t, x,) dari persamaan (2.1) yang melalui
X, Saat 0 memenuhi pertidaksamaan |¢(t, x,) — X| < € untuk semua t > 0. Titik

ekuilibrium x dikatakan tak stabil jikatidak stabil.

Definis 2.4: (Hale & Kocak, 1991: 17)
Titik ekuilibrium X dari persamaan (2.1) dikatakan stabil asmtotik jika
terdapat r > 0 sedemikian hingga |¢(t, x,) — x| — 0 saat t > +oo untuk setiap

X, yang memenuhi [x, — x| < r.

Pada kasus persamaan diferensial skalar otonomus (2.1), jika setiap solusi
dari persamaan (2.1) dengan nilai awal dekat dengan x menuju x untuk ¢t — +oo,
maka titik ekuilibrium x stabil. Hal tersebut tidak berlaku untuk dimens yang
lebih tinggi. Kestabilan dari titik ekuilibrium dari persamaan (2.1) dapat

ditentukan dengan melihat fungsi f(x), yakni menggunakan Lemma 2.1.
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Lemma 2.1: (Hale & Kocak, 1991: 17)

Titik ekuilibrium x dari x = f(x) stabil jika terdapat § > 0 sedemikian
hingga (x — %) f(x) < 0 untuk |x — x| < §. Titik ekuilibrium x stabil asimtotik
jika dan hanya jika terdapat § > 0 sedemikian hingga (x — X)f(x) < 0 untuk
0 < |x — x| < &. Titik ekuilibrium x dari x = f(x) tak stabil jika terdapat § > 0

sedemikian hingga (x —x)f(x) >0untuk 0 < x — ¥ < datau-6 <x —x < 0.

Contoh 2.6: Kestabilan titik ekuilibrium persamaan (2.6) dengan menggunakan
Lemma 2.1 menunjukkan bahwa titik ekuilibrium O stabil asimtotik, sebab

x.f(x) =x.(—x) = —x2<0
dan terdapat § = 1 sedemikian hingga 0 < |x| < 1 memenuhi —x? < 0, dapat
dilihat pada Gambar 5(b). Pada persamaan (2.7), kestabilan titik ekuilibrium 0 tak

stabil, sebab jikadiambil § = 1 untuk 0 < x < 1, makax3 > 0.

Kestabilan dari titik ekuilibrium dapat juga ditentukan dengan
menggunakan Teorema 2.2 sebagai berikut:
Teorema 2.2: (Hale & Kocak, 1991: 18)

Misal f adalah fungsi €' dan X adalah titik ekuilibrium dari % = f(x)
yang memenuhi f(x) = 0. Misalkan f'(x) # 0. Titik ekuilibrium X stabil
asimtotik jika £’ (%) < 0, dan tak stabil jika f' (%) > 0.

Bukti:
Dimisalkan variabel baru y = x —x, maka titik ekuilibrium X dari

x = f(x) bersesuaian dengan titik ekuilibrium dari persamaan diferensia
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y=f(x+y) d y=0. Jkafungs f(x + y) dijabarkan kedalam deret Taylor
dekat titik 0, maka diperoleh

y=fy+g90),
dimanafungsi g(y) memenuhi g(0) = 0 dan g'(0) = 0.

Karena g'(0) = 0, untuk sebarang € > 0, terdapat 6 > 0 sedemikian
hingga |g'(y)| < € jika |y| < 6. Menggunakan formula g(y) = foyg'(s)ds,
diperoleh bahwa |g(y)| < €ly| jika|y| < 6.

Misalkan f'(x) # 0 dane < |f'(x)|, maka|y| < § mengakibatkan tanda
dari fungs f(x + y) = f'(x)y + g(y) ditentukan oleh tanda f'(x)y.

Jka f'(x) <0, maka diperoleh (y—-0)f(x+y)=f(x+yy=
f'()y? < 0 untuk 0 < |y| < &. Sehingga menurut Lemma 2.1 titik ekuilibrium
y = 0 stabil asimtotik. Jadi titik ekuilibrium x stabil asimtotik.

Jka f'(x)>0, maka diperoleh (y—-0)f(x+y)=f(x+y)y=
f'(x)y? >0 untuk 0 < |y| < &. Sehingga menurut lemma dapat disimpulkan

bahwa titik ekuilibrium y = 0 tak stabil. Jadi titik ekuilibrium x tak stabil. m

Persamaan diferensial linier x = f'(x)x disebut linearisasi dari medan
vektor x = f(x) padatitik ekuilibrium X (Hale & Kocak, 1991: 19). Teorema 2.2
menunjukkan bahwa tipe kestabilan titik ekuilibrium X dari x = f(x) samadengan

tipe kestabilan titik ekuilibrium linierisasinya dititik asal.

20



Definis 2.5: (Hale & Kocak, 1991: 19)
Titik ekuilibrium X dari x = f(x) disebut titik ekuilibrium hiperbolik jika

f'(x) #0.

Jika f'(x) = 0, makax disebut titik ekuilibrium tak hiperbolik. Kestabilan
titik ekuilibrium tak hiperbolik tidak bisa ditentukan melalui linierisasi. Sifat
kestabilan titik ekuilibrium tak hiperbolik x bergantung bagian order yang lebih
tinggi pada ekspansi Taylor dari fungs f(x + y).

Contoh 2.7: Titik ekuilibrium dari persamaan diferensial (2.8), x = x — x3,
adalah -1, 0, dan 1. Tipe kestabilan titik ekuilibrium dari % = x — x3 dapat
ditentukan dengan menggunakan Teorema 2.2. Ruas kanan pada persamaan (2.8)
adalah f (x) = x — x3, sehingga

f'(x) =1-—3x2

Karena f'(x) = 1 — 3x2, makadiperoleh

f'(-1)=-2<0,f(0)=1>0,dan f'(1)=-2<0.

Titik ekuilibrium —1 dan 1 stabil asimtotik sebab f'(—1) = -2 < 0 dan

f'(=1) = =2 < 0, akan tetapi titik ekuilibrium O tak stabil sebab f'(0) =1 > 0.

B. Sistem Persamaan Diferensial Otonomus pada Bidang
Misal I adalah interval terbuka pada garis bilangan R dan
xi:l >R, t— x;(t) untuki=1,2
adalah duafungsi C! dari variabel real t. Misal
fiiRZ 5 R;  (x1,x3) — fi(x,x) untuki= 1,2

adalah dua fungsi bernilai real dengan dua variabel.
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Diberikan sistem persamaan diferensial otonomus pada bidang berbentuk
%1 = f1(xq, %)
Xy = f (%1, %2). (2.12)

Misal x = (x1,%,), X = (%1,%,), dan f=(f,,f,), maka sistem (2.12)
dapat ditulis sebagai berikut:

% = f(x). (2.13)

Masalah nilai awal untuk persamaan (2.13) dinyatakan dengan

x=f(x), x(t;,) =x° (2.14)
dengan x°® = (x?,x2).

Persamaan (2.12) merupakan sistem persamaan diferensial otonomus,
sehingga dapat diasumsikan bahwa masalah nilai awa (2.14) dikhususkan untuk
to = 0 seperti pada persamaan diferensial skalar otonomus. Misal (x;(t), x,(t))
merupakan solus dari sistem (2.12) yang melalui x° saat t, dan dimisalkan
y1(t) = x.(t + tg), y2(t) = x,(t + t,). Akan ditunjukkan bahwa (y, (t), y;(t))
merupakan solusi dari sistem (2.12) yang melalui x° saat 0.

71(0) = 3,(¢ + t9) = fi(o1 (t + o), 22t + £)) = fi(31 (D), y2 (D)),
Y2(8) = 2%,(t + to) = fo(xa(t + t0), x2(t + £0)) = fo(31 (D), ¥ (D)),
dan y1(0) = x7, y,(0) = x3.

Jadi dapat disimpulkan bahwa (y, (t), y,(t)) merupakan solusi dari sistem
(2.12) yang melalui x° saat 0.

Hubungan persamaan penyusun dari sistem persamaan diferensial
otonomus pada bidang dapat dibedakan menjadi dua macam, yaitu sistem

bertautan (coupled systems) dan sistem tidak bertautan (uncoupled systems).
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Menurut (Hirsch & Smale, 1974) dua persamaan diferensial dikatakan tidak
bertautan jika kedua fungsi pada persamaan diferensia tidak mempunyai relas
secara spesifik atau disebut sistem tidak bertautan. Apabila dua persamaan
diferensial mempunyai relasi secara spesifik, maka disebut sistem bertautan.
Contoh sistem bertautan dan tidak bertautan bertururt-turut dapat dilihat pada
Contoh 2.8 dan 2.9.

Ekistensi dan ketunggalan pada Teorema 2.1 dapat digunakan secara
umum untuk masalah nilai awal (2.14) (Hale & Kocak, 1991: 176). Jika f
merupakan fungsi C!, maka untuk setiap x° € R? terdapat interval I, =
(a0, By0) yang memuat t, = 0 dan solusi tunggal ¢(t,x°) dari masalah nilai
awal (2.14) terdefinis untuk setiap t € Io, serta memenuhi kondisi awal
¢(0,x%). Solusi ¢(t,x%) merupakan fungsi C*.

Dalam menganalisis persamaan diferensia pada bidang perlu untuk
mengetahui jarak antara dua vektor pada bidang.

Definis 2.6: (Hae & Kocak, 1991: 175)
Norm pada R adalah fungsi
Il RE->R x+e |lx||
yang memenuhi sifat berikut untuk setiap vektor x = (x;, x,), x! = (x},x2), dan
x? = (x,x2) padaR?:
||x]] = 0 dan||x|| = 0 jikadan hanyajikax = 0;
|x* + %2 < ||x*|| + ||x?|| (sifat ketaksamaan segitiga);

lax|| = lal||x*|| untuk setiap skalar a € R.
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Jarak antara dua vektor x! dan x? didefinisikan oleh ||x* — xZ||. Norm

Euclides (panjang) dari vektor x didefinisikan oleh

Ix|| = /xf + x2.

Perilaku solusi pada sistem (2.13) dapat diketahui melalui pendekatan
secara kualitatif seperti pada persamaan diferensial skalar (2.1).

1. Medan arah

Setigp titik pada ruang (t,x) dimana f(x) terdefinisi, ruas kanan
persamaan (2.13) memberikan nilai-nilai dari turunan dx/dt yang dianggap
sebagai gradien dari ruas garis pada titik tertentu. Kumpulan dari ruas garis yang
sedemikian itu disebut medan arah dari persamaan (2.13).

Grafik solusi persamaan (2.13) yang melalui x° merupakan kurva pada
ruang dimens tiga (t,x) yang didefinisikan oleh {(t,(p(t,xo)):t € Ixo} atau
disebut trayektori melalui x°. Setiap titik yang dilewati trayektori, trayektori
merupakan kurva yang menyinggung ke ruas garis dari medan arah.

Fungs f pada persamaan (2.13) tidak terikat terhadap t, sehingga untuk
setiap titik pada suatu garis yang segjgjar dengan sumbu t mempunyai ruas garis
yang bergradien sama. Proyeks dari medan arah dan trayektori persamaan (2.13)

dapat digambarkan pada bidang-(x,, x,).
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Contoh 2.8: Diberikan sistem persamaan diferensial bertautan
X1 =Xy
Xy = —X;. (2.15)
Trayektori dari sistem (2.15) dengan nilai awal padatitik (1, 2) berbentuk
spiral yang ditunjukkan pada Gambar 11. Pada Gambar 11 menunjukkan bahwa
untuk kenaikan t, trayektori akan berputar mengelilingi sumbu t menjauhi

bidang-(x,, x,). (Perintah Maple dapat dilihat pada Lampiran 4).

Gambar 11. Trayektori sistem (2.15) padaruang (t, x1, x2).
Contoh 2.9: Diberikan sistem persamaan diferensial tidak bertautan
X1 =X
Xy = X, (2.16)
Trayektori dari sistem (2.16) yang melalui titik (1,1) dapat dilihat pada

Gambar 12. (Perintah Maple dapat dilihat pada Lampiran 5).
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T

Gambar 12. Trayektori sistem (2.16) padaruang (t, x;, x5).

2. Medan Vektor

Setigp titik x pada bidang-(x;,x,) dimana f(x) terdefenisi dapat
dinyatakan sebagai vektor f(x) = (f, f,) aas x. Titik x dapat dihubungkan
dengan ruas garis berarah dari x ke x + f(x). Kumpulan vektor yang sedemikian
itu disebut medan vektor yang dihasilkan oleh persamaan (2.13) atau medan
vektor f.

Pada sistem (2.15), sebagai contoh pada titik (1,2) diperoleh vektor dari
titik (1,2) ke (1,2) + (2,—1) = (3,1). Medan vektor dari sistem (2.15) dapat
dilihat pada Gambar 13(a). Pada sistem (2.16), sebagai contoh pada titik (1,1)
diperoleh vektor dari titik (1,1) ke (1,1) + (1,1) = (2,2). Medan vektor sistem
(2.16) dapat dilihat pada Gambar 13(b). (Perintah Maple dapat dilihat pada
Lampiran 4 dan 5). Medan vektor berbantuan program Maple digambarkan

sebagai kumpulan vektor yang panjangnya dibuat hampir sama, namun tetap
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memiliki arah yang sama dengan vektor asinya, sehingga semakin banyak vektor

yang digambar akan semakin baik.

s B N N N N N R Y Y A e
77 ol —= NN NN S
AR T N VL W N N S B A S g
7 ] / , \ \ \ _— o " p - =
\3 \-2 '\-1 . i} ) 1 !Xl 2[ 7 —L (3;_ 2/ 1 ’71D_ . 1 ‘szl _13_\ ‘f
VNN S s /oy T sy N N
N N = N 2 N S =1 I T

@ . “~ ~ - - - ~ (b T a (A NN N

Gambar 13. Medan vektor dari: (a) sistem (2.15), dan (b) sistem (2.16).

3. Orbit
Definis 2.7: (Hae & Kocak, 1991: 178)

Misal solusi dari persamaan (2.14) terdefinisi untuk setiap t € I,0 dengan
interval 1,0 = (ay0, By0) yang memuat t, = 0. Positif orbit y*(x?), negatif orbit
¥y~ (x%), dan orbit y(x°) dari x° didefinisikan berturut-turut sebagai subset dari

R? (bidang-(x4, x5)):

re0= | eex,

te[0,6,0)

Y~ x%) = U o(t,x9),

te (axo,o]

e =] eex

tE((Zxo,ﬁxo)
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Pada orbit y(x%) diberi panah untuk mengindikasikan arah dimana
@ (t,x%) mengalami perubahan untuk t yang semakin naik. Orbit (Hale & Kocak,
1991: 178) merupakan proyeksi dari trayektori pada bidang-(x;, x,). Orbit dari

sistem (2.15) dan (2.16) dapat dilihat pada Gambar 14. (Perintah Maple dapat

dilihat pada Lampiran 4 dan 5).

e ;.’ ; :I\' ~.\‘ -
- I oo
AR RN
S LA VNN NN
Yy A0 T VY N NN
ravd //// /i'fw"llllrllr'r|\\4\|\\\\\
corrr0) 22207000V NNNNN
Gambar 14. Orbit dari: (a) sistem (2.15) yang meIaIU| titik (1,2), dan

(b) sistem (2.16) yang melalui titik (1,1).

Variabel t pada sistem (2.12) tidak muncul secara eksplisit, sehingga
dengan menggunakan aturan rantai diperoleh persamaan diferensial orde satu

dxz _ dxz dt fz(xpxz)

, d ) #0, t
dx, dt dx;  f(x1,%7) engan  f;(x;, x3) atau

dx; dxg dt fi(xg, %)
dx, dt dx, f,(x;,%,)’

dengan f,(xq,x,) # 0. (2.17)

Solusi dari persamaan (2.17) disebut orbit dari sistem (2.12) (Verhulst,
1990: 9).
Orbit dari sistem (2.15) dengan menggunakan persamaan (2.17), diperoleh

persamaan lingkaran x? + x2 = C dengan C merupakan konstanta. Orbit dari
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sistem (2.15) merupakan lingkaran dengan pusat (0,0), dapat dilihat pada Gambar

14(a). Sedangkan sistem (2.16) dengan menggunakan persamaan (2.17) diperoleh

x, = Cx; dengan C merupakan konstanta. Orbit sistem (2.17) merupakan garis

lurus yang melalui titik (0,0), dapat dilihat pada Gambar 14(b).

Orbit dari persamaan (2.14) dapat ditentukan dengan cara lain, yaitu

mengeleminasi variabel ¢t dari masing-masing solus persamaan penyusunnya.

Contoh 2.10: Persamaan diferensial (2.16) mempunyai solusi

x1(t) = etxy,

x,(t) = etxd.

Persamaan (2.18) ditulis menjadi bentuk

. 0 . .
Misalkan C=i—f1), maka persamaan (2.21) menjadi x, = Cx;.

persamaan diferensial (2.16) merupakan persamaan garisx, = Cx;.
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4. Potret Fase

Aliran dari persamaan diferensial yang digambarkan sebagai kumpulan
semua orbit beserta panah berarah dan gambar hasil disebut potret fase dari
persamaan diferensial (Hale & Kocak, 1991: 178). Potret fase dari sistem (2.15)
dan (2.16) dapat dilihat pada Gambar 15. (Perintah Maple dapat dilihat pada

Lampiran 4 dan 5).

ST
S 7S

e N NN N NN
mm e e e N N Y

wlo

L e
(a) NN NN e e e S S (b)

Gambar 15. Potret fase dari: (a) sistem (2.15), dan (b) sistem (2.16) pada
bidang fase (x4, x3).
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Definis 2.8: (Hae & Kocak, 1991: 178)
Titik X € R? disebut titik ekuilibrium dari x = f(x) jika f(x) = 0, yaitu

Jlka)_( = (fl,iz), maka.

fl(fll-YZ) =0, fz(fl,fz) =0.

Pada sistem (2.15) dan sistem (2.16) hanya mempunyai satu titik
ekuilibrium, yaitu titik (0,0).
Kestabilan titik ekuilibrium pada sistem otonomus pada bidang

didefinisikan pada Definisi 2.9 dan Definis 2.10.
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Definis 2.9: (Hae & Kocak, 1991: 266)

Titik ekuilibrium X pada sistem otonomus pada bidang x = f(x) dikatakan
stabil jika untuk setiap € > 0 terdapat 6 > 0 sedemikian hingga untuk setiap x°
dengan ||x° —x|| < &, solusi ¢(t,x%) dari % =f(x) melaui x° saat t=0
memenuhi  pertidaksamaan ¢ (t,x%) — X|| <€ untuk semua ¢ >0. Titik
ekuilibrium X dikatakan tak stabil jika terdapat n > 0 sedemikian hingga untuk
setigp § > 0 terdapat x° dengan ||x° — x|| < & dan t0 > 0 sedemikian hingga
o (0, x®) 5] = .

Definis 2.10: (Hale & Kocak, 1991: 266)

Titik ekuilibrium X dikatakan stabil asimtotik jika stabil dan terdapat

r >0 sedemikian hingga ||¢(t,x°) —x|| - 0 untuk ¢t - +oo untuk setiap x°

yang memenuhi ||x° — x|| < .

llustrasi kestabilan titik ekuilibrium X sistem otonomus dapat dilihat pada

Gambar 16 berikut:

@ (b)

Gambar 16. (a) Titik ekuilibrium x stabil, dan
(b) titik ekuilibrium X stabil asimtotik
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Diberikan sissem linier

X = Ax (2.22)
dengan x € R?, A matriks 2 x 2 dan
L
X
X:E: & .
dt

Solusi dari sistem (2.22) dengan nilai awal x(0) = x° untuk semuat € R
adalah
x(t) = eAtxO.
Solusi x(t) = eA'x? merupakan solusi tunggal dari sistem linier (2.22),

dapat dilihat pada Teorema5.1( Lampiran 1.c).

Definis 2.11: (Perko, 2001: 12)

Misal A adalah matriksn X n, makauntuk t € R,

0

kik
eAtzzAt
k! -

Definisi 2.12: (Anton, 1998; 277)

Misalkan A adalah matriks n x n, maka vektor tak nol v di dalam R"
dinamakan vektor eigen dari matriks A jika Av adalah kelipatan skalar dari v
yakni

Av = v (2.23)
untuk suatu skalar 4 € C. Skalar A dinamakan nilai eigen dari matriks A dan v

dikatakan vektor eigen yang bersesuaian dengan A.
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Untuk mencari nilai eigen matriks A, maka persamaan (2.23) dapat ditulis
(A= ADv=0 (2.24)
dengan I adalah matriks identitas.
Persamaan (2.24) akan mempunyai solusi non trivial (tak tunggal) jika
dan hanyajika
det(A — A1) = 0, (2.25)
persamaan (2.25) disebut polinomial karakteristik dari A.
Solusi dari sistem (2.22) dapat dinyatakan dalam bentuk kanonik yakni
x(t) = PeP 'APtp-1x0
Dalam hal ini terdapat tiga kasus, yakni:
1. Jika matriks A mempunyai nilai eigen rea berbeda misal A, dan 4,, maka

menurut Teorema 5.2 (Lampiran 1.d) dan Definisi 2.11:

A1 0) 1
-1 ( t 1t
eP APt _ e\0 )" = <e 0 )

O eﬂ.zt ’
sehingga
ellt 0 ~1.0
x(t) = P( 0 elzt>P x°. (2.26)

2. Jka matriks A mempunyai nilai eigen kembar misal A, maka menurut

Definisi 2.11, Lemma5.1(Lampiran 1.a) dan Teorema5.2 (Lampiran 1.d):

oP APt _ e(ﬁ e ot ((1) D'
sehingga
1 t\,-
x(t) = Pe’t (0 1)P 1x0, (2.27)
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3. Jika matriks A mempunyai nilai eigen kompleks misa 1 = a + i, maka
menurut Definis 2.11, Teorema 5.2 (Lampiran 1.d) dan polinomia Taylor

(Lampiran 1.f):

a f .
oPTIAPE _ e(—ﬁ’ a)t _ e‘“( cosft  sin Bt)'

—sin Bt cosft

sehingga

x(t) = Pe® (_czlsnﬁg . s:;gi) P-1xO. (2.28)

Kestabilan titik ekuilibrium pada sistem linier x = Ax dapat ditentukan
dengan melihat nilai-nilai eigen dari matriks A.

Teorema 2.3: (Hale & Kocak, 1991: 266)

Jika setiap nilai eigen dari matriks koefisien A pada sistem linier x = Ax
mempunyai bagian real negatif, maka titik ekuilibrium X = 0 stabil asimtotik.
Selain itu, terdapat konstanta posistif K dan a sedemikian hingga

|leAtx®|| < Ke~*||x°|| untuk semuat > 0, x° € R (2.29)

Jika terdapat nilai eigen dari matriks koefisien A mempunyai bagian real
positif, makatitik ekuilibrium X = 0 tak stabil.
Bukti:

Perhatikan bahwa persamaan (2.26), (2.27), atau (2.28) merupakan solusi
sistem (2.22) yang bergantung pada nilai eigen dari matriks A.

Jika semua Re(4;) < 0,i = 1,2 dari matriks A, maka x(t) - 0, untuk
t — co. Jadi dapat dismpulkan bahwa titik ekuilibrium X = 0 stabil asimtotik jika

semuanilai eigen A mempunyai bagian real negatif.
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Jika semua nilai eigen dari A mempunyai bagian real negatif, maka
menurut bentuk kanonik Jordan terdapat konstanta positif « dan K sedemikian
hingga untuk semuax® € R? memenuhi |leA*x°|| < Ke™*¢||x?||.

Jika terdapat nilai eigen dari A yang mempunyai bagian real positif, maka
x(t) » 0, untuk t — oo. Jadi dapat disimpulkan bahwa titik ekuilibrium X = 0 tak

stabil jikaterdapat nilai eigen A mempunyai bagian real positif. m

Contoh 2.11: Diberikan sistem linier

% = (‘21 _43)x, x(0) = x°. (2.30)

Kestabilan titik ekuilibrium X = 0 dapat ditentukan dengan menggunakan
Teorema 2.3. Nilai eigen sistem (2.30) dapat diperolen dengan menggunakan

persamaan (2.25) yakni

dee(L74 ) =0

& (F-1-DA-1)H+6=0
& A2-31+2=0
s 1-20A-1 =0 (2.31)
Dari persamaan (2.31) diperoleh nilai eigen dari matriks A adalah A, = 2
dan A, = 1, sehingga dengan menggunakan Teorema 2.3 dapat disimpukan bahwa
titik ekuilibrium X = 0 tak stabil. Solusi sistem (2.30) dapat ditentukan dengan

menggunakan persamaan (2.26).
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Untuk 4, = 2, maka
-3 =3\ /*1\ _ (0
( 2 2 )(xz) - (0)
sehingga dengan menggunakan operasi baris elementer diperoleh x; + x, = 0.

Misal x, =t, maka x; = —t. Vektor eigen yang bersesuaian dengan A, = 2

adalah v = (‘11) t.

Untuk 4, = 1, maka
—2 =3\ (*1\ _ (0
( 2 3 )(xz) - (0)'
sehingga dengan menggunakan operasi baris elementer diperoleh 2x; + 3x, = 0.

Misal x, =t, maka x; = —%t. Vektor eigen yang bersesuaian dengan 4, =1

3 3
adalah v2 = <‘ E> t. Vektor eigen sistem linier (2.30) adalah (‘11) dan (‘ E),
1 1

sehingga diperoleh matriks transformasi

P= (_11 _13) dengan P! = (_22 _32)

Solusi dari sistem (2.30) dengan menggunakan persamaan (2.26) diperoleh

3
o=(1 )6 DG

1 1

_((=2x) — 3x)e?t + (3x) + 3xD)et
(2x? + 3xDe? + (—2x — 2xNet )|
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C. Sistem pada Koordinat Polar

Sistem (2.12) merupakan sistem pada koordinat kartesius, maka sistem
(2.12) dapat dirubah menjadi bentuk koordinat polar (r,8) (Perko, 2001: 137).
Akan dibentuk sistem (2.12) menjadi bentuk koordinat polar. Misakan x; =

rcosf dan x, = rsinf, maka

T2 = x.% + x,° (2.32)
X

0 = tan™? (—2> (2.33)
X1

Persamaan (2.32) diturunkan terhadap t diperoleh

d d
2 a2 2
T r I (217 4+ x3°)
dr®)dr d(x*)dx;  d(x;?)dx,
dr dt  dx, dt  dx, dt

=4 ZT'T = 2x1561 + 2x25C2

. X1X1 Tt XX
F=—2="°

r

Persamaan (2.33) diturunkan terhadap t diperoleh

dG_dt _1(x2>
dr _de "\

. 1 d (%,
- o)

X1
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Jkar > 0, maka sistem (2.12) dapat ditulis dalam bentuk koordinat polar
sebagai berikut:

. XXy XX,
T' E  ————————————————————

)

r

. XXy — XpXq
0 =———5.

> (2.34)

Contoh 2.12: Akan dirubah sistem (2.15) menjadi bentuk koordinat polar. Sistem

(2.15) dapat ditulis pada koordinat polar dengan menggunakan persamaan (2.34)

untuk r > 0 yakni

;= x1%; + 228 2% (xg) + x5 (—=x1)

= = 0,
r r
c XXy — XXy x(—xp) —xp(xp)  —r?
r r T
Sehingga sistem (2.15) dalam koordinat polar adalah
r=0
6 =—1. (2.35)

Solusi dari sistem (2.35) adalah r(t) = r, dan 6(t) = —t + 6,, dengan
ro = 1(0),60, = 6(0) adalah nilai awal dari sistem (2.35). Potret fase dari sistem
(2.35) akan sama dengan potret fase sistem (2.15). Potret fase dari sistem (2.35)

dapat dilihat pada Gambar 17.
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Gambar 17. Potret fase sistem (2.35).

Orhit periodik atau cycle merupakan kurva tertutup pada bidang-(x,, x,).
Setiap orbit dari x = f(x) yang merupakan kurva tertutup pasti berkorespondensi
dengan solus periodik (Hale & Kocak, 1991: 179). Pada persamaan diferensial
terdapat kasus khusus orbit periodik yang disebut limit cycle. Secara umum, limit
cycle (Boyce & DiPrima, 2009: 557) merupakan orbit tertutup pada bidang fase
sedemikian hingga orbit tak tertutup lain berputar ke arah orbit tertutup tersebut,
bisa dari dalam atau luar daerah orbit tertutup, untuk t — +oco. Apabila semua
orbit yang bermula dekat dengan orbit tertutup baik dari dalam atau luar daerah
menuju ke arah orbit tertutup untuk t — 400, maka limit cycle adalah stabil.
Apabila orbit pada daerah satu berputar ke arah orbit tertutup, sementara pada
daerah lain berputar menjauh untuk t — +o0, maka limit cycle dikatakan semi-
stabil. Apabila orbit pada kedua daerah dari orbit tertutup berputar menjauh untuk

t — 400, makalimit cycle adalah tak stabil.

39



Contoh 2.13: Diberikan sistem persamaan diferensial
3‘C1 =x1—x2—x1(3 xlz +xZ2_X12 _.XZZ - 1)

5C2 - x1 + xz - xz (3 x12 + xzz - x12 - x22 - 1). (2.36)
Sistem (2.36) merupakan sistem bertautan. Sistem (2.36) dapat ditulis pada

koordinat polar dengan menggunakan persamaan (2.34) untuk » > 0 yakni

. XgXg XXy
f=—2="<

r

3 x1(x; =2 =, Br =12 = 1)) + %, (g + x, —x,(3r — 12 = 1))
r

=r(r—10@ -2),

. XXy — XX
g = X% _ 2X1
T
_xl(x1+x2—x2(3r—r2—1))—x2(x1—x2—x1(3r—r2—1))
= .

=1.
Jadi sistem (2.36) dalam koordinat polar adalah

r=r(r—-1)F-2)
6 =1. (2.37)
Titik ekuilibrium pertama pada persamaan radial dari sistem (2.37) di
r = 0 yang merupakan titik ekuilibrium (0,0) pada sistem (2.36), titik ekuilibrium
lain di r = 1 dan r = 2 yang berkorespondensi dengan orbit periodik dari sistem,
orbit periodik ini merupakan limit cycles.
Pada persamaan (2.37), ketika r = 1 maka orbit hanya berputar dengan
jari-jari r = 1. Ketikar = 2 maka orbit hanya berputar dengan jari-jari 2. Apabila

0 <r <1 makar > 0, sehingga orbit pada daerah spiral 0 <r <1 berputar
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menuju ke arah limit cycler = 1. Apabilal < r < 2 makar < 0, sehingga orbit
pada daerah spird 1 <r < 2 berputar menuju ke arah limit cycle r =1 dan
menjauhi limit cycle r = 2. Apabila r > 2 maka 7 > 0, sehingga orbit pada
daerah spiral 1 < r < 2 berputar menjauhi limit cycle r = 2. Karena 6 = 1,
maka orbit dengan nilai awal (ry, 8,) berputar berlawanan dengan arah jarum jam
pada bidang-(x,, x,). Potret fase dari sistem (2.36) dapat dilihat pada Gambar 18.
(Perintah Maple dapat dilihat pada Lampiran 6). Kestabilan limit cycle r = 1

adalah stabil, sedangkan limit cycle r = 2 adalah tak stabil.

S, e Ty Ty g, Ty, Ty,

NN T
NN

e T _1 T T T ‘“"_‘\ m T T
fase dari sistem (2.36) dengan dua limit cycle.

D. Linierisas Sistem Tak Linier
Dimisakan sistem (2.12) merupakan sistem tak linier. Linierisas
(Blanchard et al, 2006: 460) bertujuan untuk mengetahui perilaku solusi yang

dekat dengan titik ekuilibrium X dari sistem tak linier (2.12).
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Misa f = (f;, f>) adalah fungsi C* dan matriks

0f1 0fi
6_x1 (x) E x)
af; af

9% (x) o, (x)

Df(x) = (2.38)
adalah matriks Jacobian dari f padatitik x.
Definis 2.13: (Hale & Kocak, 1991: 267)

Jika X adalah titik ekuilibrium dari x = f(x), maka persamaan diferensial
linier

x = Df(X)x

disebut linierisasi dari medan vektor f di titik ekuilibrium x.

Kestabilan dari titik ekuilibrium pada sistem linierisas dapat ditentukan
dengan menggunakan Teorema 2.4 dan 2.5.
Teorema 2.4: (Hale & Kocak, 1991: 267)

Misal f adalah fungs C'. Jika semua nilai eigen dari matriks Jacobian
Df(X) mempunyai bagian rea negatif, maka titik ekuilibrium X dari persamaan
diferensial x = f(x) stabil asimtotik.
Bukti:

Misalkan variabel baru

y(©) =x() - X,

sehingga titik ekuilibrium X dari x = f(x) bersesuaian dengan titik ekuilibrium
y = 0 dari persamaan diferensial

y = f(y + X).
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Ekspans fungs f(y + X) pada X menggunakan polinomia Taylor untuk
beberapa variabel yakni
fiy + %) = f(X) + DE(X)y + g(y),
dengan fungsi g(y) merupakan sisa yang memenuhi
g (0) = 0 dan Dg(0) = 0. (2.39)

Karena f(X) = 0, persamaan diferensial y = f(y + X) dapat ditulis dalam

bentuk
y = Df(X)y + g(y). (2.40)

Pembuktian Teorema 2.4 dengan menunjukkan solusi y(t) = 0 dari
persamaan (2.40) stabil asimtotik.

Sifat (2.39) dari g(y) berakibat g(y) mempunyai pengaruh kecil dibanding
dengan y saat dekat dengan titik asal. Hal tersebut ditunjukkan dengan
menggunakan teorema nilai ratarata, untuk semua m > 0, terdapat € > 0
sedemikian hingga

gl < mllyll jikallyll < e. (2.41)

Misalkan y(t) merupakan solusi dari persamaan (2.40) yang memenuhi
kondis awal y(0) =y°. Jika g(y(t)) merupakan fungsi atas t, maka dengan
menggunakan rumus eksplisit solusi persamaan diferensial tak homogen pada

Lampiran 1.e diperoleh

t
y(t) = eAty® +J eAt=9) g(y(s))ds. (2.42)
0
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Misakan K dan a adalah konstanta yang sama dengan konstanta pada
Teorema 2.3, serta pilih m > 0 sedemikian hingga mK < a dan € > 0 memenuhi

pertidaksamaan (2.42), maka diperoleh

t

Iy(Ol < Ke=2t[|y°]| + f Ke=etm ly(s)llds,  (243)
0

untuk |ly(s)|| <& dan 0 <s <t. Kalikan kedua ruas pertidaksamaan (2.43)

dengan e** diperoleh

t
eyl < K|y + f Kmem |ly(s)llds. 2.44)
0

Jika digunakan pertidaksamaan Gronwall untuk fungsi e®t|ly(t)||, maka
pertidaksamaan (2.44) menjadi

e“lly(®)l < K||y°||e*™. (2.45)

Pertidaksamaan Gronwall dapat dilihat pada Teorema 5.3 (Lamiran 1.9).

Selanjutnya, kalikan pada kedua ruas pertidaksamaan (2.45) dengan e~ %t

diperoleh

ly(OIl < K|ly°|le=@ K™t untuk |ly(®)] < & (2.46)

Ambil § >0 sehingga K6 < e. Jika ||y°|| <8, maka pertidaksamaan

(2.46) menjamin bahwa |ly(t)|| < € karena « — Km > 0. Jadi solus y(t) ada

untuk semuat > 0 dan titik ekuilibrium y = 0 dari persamaan (2.40) stabil. Pada

pertidaksamaan (2.46) menunjukkan bahwa y(t) - 0 untuk t — +oco jika

ly°|| < &, sehinggay = 0 stabil asimtotik. m
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Teorema 2.5: (Hale & Kocak, 1991: 272)

Misa f adalah fungs C?'. Jika terdapat nilai eigen dari matriks Jacobian
Df(X) yang mempunyai bagian real positif, maka titik ekuilibrium X dari
persamaan diferensial x = f(x) tak stabil.

Bukti:

Pembuktian Teorema 2.5 menggunakan notasi dan transformasi yang sama
dengan Teorema 2.4. Akan ditunjukkan bahwa solusi y(t) = 0 dari persamaan
diferensial

y = Df(X)y + g(y) (2.47)
tak stabil. Pada bagian real nilai eigen matriks Jacobian terdapat dua kasus.
(i) Misal semua nilai eigen matriks Jacobian mempunyai bagian real positif. Jika
variabel tdiganti -t pada persamaan (2.47), maka diperoleh persamaan
diferensial
y = —Df(X)y — g(y). (2.48)

Pada persamaan (2.48) nilai eigen dari —Df(X)y mempunyai bagian real
negatif, sehingga dengan menggunakan Teorema 2.4 dapat disimpulkan bahwa
solusi y = 0 dari persamaan (2.48) stabil asimtotik. Persamaan (2.48) stabil
asimtotik, sehingga terdapat r > 0 sedemikian hingga jika ||y°|| = r, maka solusi
@(t,y®) dari persamaan (2.48) menuju 0 untuk t —» +oo.

Ambil & dan y° yang memenuhi 0 < & < r dan ||y°|| = r. Misal ¢ adalah
waktu yang bergantung pada & dan y° sedemikian hingga ||¢(Z,y®)|| = e. Perlu

diingat bahwa ¢(—t,y°) merupakan solusi dari persamaan (2.47) dan
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(-t y") = p(-i+£y°) = ¢(0,y°) =y°, sehingga solus dari
persamaan (2.47) dengan nilai awa ¢(£,y®) memenuhi ||@ (& y%)|| = ¢ akan
mencapai lingkaran |ly|| = r untuk waktu berhingga. Karena ¢ dan y° dapat
dipilih bilangan kecil dan sembarang, maka mengakibatkan kestabilan solusi
ekuilibriumy = 0 dari persamaan (2.47) adalah tak stabil.
(if) Misal nilai eigen matriks Jacobian adalah real dengan u; < 0 < u,. Matriks
Jacobian pada persamaan (2.47) dapat ditulis dalam bentuk kanonik yakni

Vi =ty + 911, y2)

Y2 = U2¥2 + 921, ¥2), (2.49)
fungsi g = (g1, g>) mempunyai sifat yang sama dengan persamaan (2.39).

Pembuktian titik ekuilibrium di titik asal tak stabil pada persamaan (2.49)

dengan menentukan fungsi VV dan daerah dekat titik asal sedemikian hingga fungsi
V nalk sepanjang solusi dari persamaan (2.49) pada daerah tersebut. Misalkan

fungsi
1 2 2
Vi y2) =507 —yi)-
Jika (v, (1), y,(t)) adalah solus dari persamaan (2.49) dan |ly(t)|| < e,
maka dengan menggunakan persamaan (2.41) diperoleh
. av
V(y®) = — (16, 7.(0)
=Y2Y2— V1)1
= 12Y5 + ¥29:(v1, ¥2) — t1yf — ¥19:(y1, ¥2)

>,y — mllyll(ysl + ly2]) — pay?

> (u, —m)ys — 2mly;lly,| — (uy + m)yZ.
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Misalkan himpunan
Q={(1y2):y2 > Iy}

yang berada diatas garis y, = +y;, dapat dilihat pada Gambar 19.

Ambil € > 0 dan m sedemikian hingga persamaan (2.41) terpenuhi dan
U, —4m > 0. Misal U = {(y,,y,): |lyll < €} adalah persekitaran dari titik asal.
Pada daerah Q n U, diperoleh V(y) > 0 dan V(y) = (u, — 4m)y3 > 0.

Misal y° € Q n U, maka solusi yang melalui y° berada di Q sepanjang
y(t) € U. Untuk menyelesaikan bukti, tampak bahwa solus yang melalui y°
mempunyai norm samadengan & untuk beberapa nilai t, sehingga solusi pasti
keluar melewati batas U. Hal ini disebabkan karena terdapat § > 0 sedemikian
hingga V(y) > & jika y € U dan V(y) > V(y®). Pembuktian kestabilan dari

persamaan (2.49) selesai. m

C2>C1>0
V(x)=C2

V(X)=C1
// V(x)=0

y21

y2= -y

yi

Gambar 19. Fungs V dan daerah Q dimanaV (y) > 0
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Contoh 2.14: Diberikan sistem tak linier

. (X1 T XX
X = ( Xy — 22 ) (2.50)

Titik ekuilibrium dari sistem (2.50) adalah (0,0), (1,1), dan (—1,1). Matriks

Jacobian dari sistem (2.50) dengan menggunakan persamaan (2.38) adalah

1—-x, —x
Df(x)=<_2x12 11).

Matriks Jacobian pada titik ekuilibrium (0,0), (1,1), dan (-1,1) yakni

1 0

D£(0,0) = (0 1),Df(1,1) =( 0 -1

o 1 ),dan Df(-1,1) = (0 1).

2 1

Pertama, nilai eigen matriks Jacobian di titik (0,0) dengan menggunakan
persamaan (2.25) diperoleh A; = 1 dan 1, = 1. Kestabilan titik ekuilibrium (0,0)
tak stabil, sebab semua nilai eigen mempunyai bagian real positif. Kedua, nilai
eigen matriks Jacobian pada titik (1,1) dengan menggunakan persamaan (2.25)
diperoleh 1; = 2 dan A, = —1. Kestabilan titik ekuilibrium (1,1) tak stabil, sebab
terdapat nilai eigen yang bagian realnya positif. Ketiga, nilai eigen matriks
Jacobian pada titik (—1,1) dengan menggunakan persamaan (2.25) diperoleh
Ay =2 dan 1, = —1. Kestabilan titik ekuilibrium (—1,1) tak stabil, sebab

terdapat nilai eigen yang bagian realnya positif.

Perilaku solusi (Blanchard et al, 2006: 465) dekat titik ekuilibrium pada
sistem tak linier dengan sistem linierisasinya dapat berbeda, yakni apabila sistem
linierisasinya mempunyai nilai eigen yang bagian realnya bernilai nol. Jadi
linierisasi tidak bisa diterapkan untuk menganalisis perilaku solusi yang dekat

dengan titik ekuilibrium pada sistem tak linier apabila sistem linierisasinya
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mempunyai nilai eigen yang bagian realnya bernilai nol, dapat dilihat pada
Contoh 2.15 dan Contoh 2.16.
Contoh 2.15: Diberikan sistem tak linier
Xy = x — (xf +x3)x
Xy = —x1 — (X2 + x2)x,. (2.51)
Titik ekuilibrium sistem (2.51) adalah (0,0). Matriks Jacobian dari sistem
(2.51) dengan menggunakan persamaan (2.38) adalah

3x2 —x2 1 —2xx,
—1—-2x;x, —x?—-3x2)

Df(x) = (
Matriks Jacobian dari sistem (2.51) padatitik ekuilibrium (0,0) yakni

Df(0,0) = (_01 (1))

Jadi sistem linierisasi dari sistem (2.51) di titik (0,0) adalah

X = (_01 (1)) X. (2.52)

Nilai eigen dari sistem (2.52) adalah 1, =i dan 4, = —i, sehingga sistem
(2.52) mempunyai nilai eigen yang bagian realnyanol.

Sistem (2.51) dapat ditulis pada koordinat polar dengan menggunakan
persamaan (2.34) untuk » > 0 yakni

x (0 — (6 +x3)x1) + 2x5(=xy — (6F +x)x5)

. XXy XX,
r= ’

r r

. XqXp — XXy xy (=2 = (6 + x5)x5) — x50z — (xf + x3)x1) _

6 =" > -1
Jadi sistem (2.51) dalam koordinat polar adalah
F=—-r3
6 =-1. (2.53)
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Solusi dari sistem (2.53) adalah r(t) = , 0(t) =—-t+ 6, yang

,1+2r0

terdefinisi untuk t e( 21 ) Tampak bahwa r(t) —» 0, 6(t) » —co untuk
0

t - 400 . Karena 6(t) = —oo untuk t = 400, maka orbit dengan nilai awal
(1o, 0,) berputar searah dengan arah jarum jam pada bidang- (x4, x,).

Potret fase dari sistem (2.52) akan sama dengan sistem (2.15). Potret fase
sistem (2.51) dapat dilihat pada Gambar 20(a). (Perintah Maple dapat dilihat pada
Lampiran 7). Pada Gambar 20 menunjukkan bahwa sistem (2.51) dan sistem
(2.52) mempunyai perbedaan secara kualitatif. Kestabilan titik ekuilibrium (0,0)
pada sistem (2.51) adalah stabil asimtotik, sedangkan pada sistem linierisasi
(2.52) adalah sabil. Jadi sistem linierisas (2.52) tidak dapat digunakan untuk

menganalisis perilaku solusi disekitar titik ekuilibrium pada sistem (2.51).

e e

| Gambar .2(I) Potret fase @ sstem -(2 51), dan (b) sistem linierisasi dar|
sistem (2.51) di titik (0,0).

Contoh 2.16: Diberikan sistem tak linier
X = —x, + (2 + x5)x,

Xy = x1 + (xF + x2)x,. (2.54)
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Titik ekuilibrium sistem (2.54) adalah (0,0). Matriks Jacobian dari sistem
(2.54) dengan menggunakan persamaan (2.38) diperoleh

2 2 _
Df(x) = (le + x5 1+ 2x1x2>

1+ 2xx,  x? + 3x2

Matriks Jacobian dari sistem (2.54) pada titik ekuilibrium (0,0) yakni

D£(0,0) = ((1’ ‘01).

Jadi sistem linierisasi dari sistem (2.54) di titik (0,0) adalah

X = ((1’ ‘01) X. (2.55)
Nilai eigen dari sistem (2.55) adalah 4; = i dan A, = —i, sehingga sistem

(2.55) mempunyai nilai eigen yang bagian realnya nol. Sistem (2.54) dapat ditulis

pada koordinat polar dengan menggunakan persamaan (2.34) untuk r > 0 yakni

i X% + X% xy(=xp + (0 +x3)x0) + 2, (00 + (f +x3)x5)

r r ’
o XXy — XXy X (g + (ef +x3)x5) — x(=xp + (xf + x3)x1)
Jadi sistem (2.54) dalam koordinat polar adalah
r=1r3
=1 (2.56)

Solusi dari sistem (2.56) adalah r(t) = —>—, 6(t) =t+6, yang

k)
/1—2r02t

terdefinisi untuk ¢ € (—o0,—). Tampak bahwa () - 0, 6(t) » —co untuk

1
218

t - —oco . Karena 6(t) - —oo untuk t - —co, maka orbit dengan nila awal
(19,0,) berputar berlawanan dengan arah dengan arah jarum jam pada bidang-

(xl' xZ)-
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Potret fase dari sistem (2.54) dapat dilihat pada Gambar 21, sedangkan
potret fase sistem linierisas (2.55) akan mirip dengan potret fase sistem (2.52)
hanya berbeda arah. (Perintah Maple dapat dilihat pada Lampiran 8). Pada
Gambar 21 menunjukkan bahwa sistem (2.54) dan sistem linierisasi (2.55)
mempunyai perbedaan secara kualitatif.

Kestabilan titik ekuilibrium (0,0) pada sistem (2.54) adalah tak stabil,
sedangkan pada sistem linierisasi (2.55) adalah stabil. Jadi sistem linierisasi (2.55)
tidak dapat digunakan untuk menganalisis perilaku solus disekitar titik

ekuilibrium pada sistem (2.54).

PP S,
VP
VP IPY it

I P A A

Gambar 21. Potret fase: (a) sistem (2.54), dan (b) sistem linierisasi dari
sistem (2.54) di titik (0,0).
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BAB 111

PEMBAHASAN

Persamaan diferensal merupakan persamaan yang memuat satu atau
beberapa turunan dari suatu fungsi yang tidak diketahui. Persamaan diferensial
dapat dikelompokkan menjadi dua, yakni persamaan diferensial otonomus dan tak
otonomus. Persamaan diferensial otonomus merupakan persamaan diferensial
yang variabel bebasnya tidak muncul secara eksplisit. Persamaan diferensial
otonomus yang berdimensi satu disebut persamaan diferensial skalar otonomus.

Sistem persamaan diferensial  pada bidang merupakan sistem yang
memuat dua persamaan diferensia  skalar dengan dua variabel terikat. Dua
persamaan diferensial dikatakan tidak bertautan jika kedua fungsi pada persamaan
diferensial tidak mempunyai relasi secara spesifik, sedangkan jika terdapat relas
dikatakan bertautan. Sistem persamaan diferensid pada bidang dapat dinyatakan
dalam bentuk koordinat kartesius dan koordinat polar. Gabungan dari dua
persamaan diferensial skalar otonomus yang tidak bertautan dan
menginterpretasikan aliran dari dua variabel dalam bidang disebut sistem hasil
kali persamaan diferensial otonomus pada bidang. Sistem hasil kali persamaan
diferensial otonomus pada bidang dibedakan menjadi duajenis, yakni sistem hasil

kali kartesius dan sistem hasil kali polar.

53



A. Sistem Hasil Kali Kartesius
Misal I; dan I, merupakan interval terbuka pada garis bilangan real R dan
x:L 2R, tex(t),
Xl > Ryt x,(0),
adalah nilai real dari duafungs yang terdiferensialkan untuk suatu variabel real t.
Misal
firR->R; xp - fi(xy),
f2rR= R xp o fo(x,),
adalah dua fungsi berbeda yang bernilai real.
Diberikan dua persamaan diferensial skalar
X = fi(x), (3.1
X, = f2(x2), (32
dimana x;, x, adalah dua fungsi tidak diketahui dari t, f; adalah fungsi dari x,,
dan f, adalah fungsi dari x,.
Sistem hasil kali antara persamaan (3.1) dan (3.2) yakni
X1 = f1(x1)
Xy = fo(x3). (3.3)
Solusi dari sistem hasil kai (3.3) yaitu (x;(¢),x,(t)). Solus
(x1(6), x,(t)) menggambarkan potret fase yang merupakan hasil kali dari
masing-masing potret fase persamaan (3.1) dan (3.2). Titik ekuilibrium sistem
hasil kali (3.3) merupakan pasangan terurut dari titik ekuilibrium masing-masing
persamaan penyusunnya. Jika x; merupakan titik ekuilibrium persamaan (3.1) dan

X, merupakan titik ekuilibrium persamaan (3.2), maka titik (x;, X,) merupakan
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titik ekuilibrium dari sistem hasil kali (3.3). Sistem hasil kali (3.3) disebut sistem
hasil kali kartesius.
Contoh 3.1: Diberikan dua persamaan diferensial
% =1, x,(0)=x?, (3.4)
X, =—1, x,(0) = x2. (3.5)
Persamaan (3.4) dan (3.5) tidak mempunyai titik ekuilibrium. Solusi dari
persamaan (3.4) dan (3.5) berturut-turut adalah x; (t) = ¢t + x? dan x,(¢t) = —t +
xJ yang terdefinisi untuk setiap t € R. Potret fase persamaan (3.4) dan (3.5)

ditunjukkan pada Gambar 22.

X1 X2

@ (b)
Gambar 22. Potret fase dari (a) persamaan (3.4), dan (b) persamaan (3.5)

Sistem hasil kali dari persamaan (3.4) dan (3.5) yaitu
%=1
X, = —1, (3.6)
dengan solusi (t + x?, —t + xJ) yang terdefinisi untuk setiap t € R. Sistem (3.6)

tidak mempunyai titik ekuilibrium.
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Akan dicari persamaan orbit dari sistem (3.6). Solusi persamaan penyusun
dari sistem (3.6) adalah
x:(t) =t +x), (3.7)
x,(t) = —t + x3. (3.8)
Persamaan (3.7) dapat ditulis menjadi bentuk
t=2x, —xb. (3.9)

Substitusi persamaan (3.9) ke (3.8) diperoleh

Xy = —(x; — %7 ) +x3
S x, = —x; +x) +x)
S xt+x, =x) + xd. (3.10)

Misalkan € = x? + x2, maka persamaan (3.10) menjadi x; + x, = C yang
merupakan orbit sistem (3.6).

Orbit sistem (3.6) dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan

de
dx1

(2.17), yakni mencari solus dari persamaan diferensial skalar = —1. Solus

dari persamaan diferensial skalar % = —1 merupakan persamaan garis x; +

1

x, = C dengan C merupakan konstanta yang merupakan orbit sistem (3.6).
Jadi orbit dari sistem (3.6) berbentuk x; + x, = C. Potret fase sistem (3.6)

ditunjukkan pada Gambar 23. (Perintah Maple dapat dilihat pada Lampiran 9)
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Gambar 23. Potret fase sistem (3.6)

Contoh 3.2: Diberikan dua persamaan diferensial

5C1 = _xl, xl(O) = x:(l), (3.11)

Xy, =—2, x,(0) =xJ. (3.12)

Titik ekuilibrium persamaan (3.11) adalah 0, sedangkan persamaan (3.12)
tidak mempunyai titik ekuilibrium. Potret fase persamaan (3.11) dan (3.12)
ditunjukkan pada Gambar 24. Solusi dari persamaan (3.11) dan (3.12) berturut-
turut adalah x,(t) = e~tx? dan x,(t) = —2t + x2 yang terdefinis untuk setiap
t € R. Persamaan (3.11) mempunyai kesamaan dengan persamaan (2.6), sehingga

kestabilan titik ekuilibrium O pada persamaan (3.11) sama dengan kestabilan titik

ekuilibrium 0 pada persamaan (2.6) yaitu stabil asmtotik.
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Xq X3

@ (b)
Gambar 24. Potret fase dari (a) persamaan (3.11), dan (b) persamaan (3.12)

Sistem hasil kali dari persamaan (3.11) dan (3.12) yaitu

i, =—2, (3.13)
dengan solusi (e~ tx{,—2t + x9) yang terdefinisi untuk setiap t € R. Sistem
(3.13) tidak mempunyai titik ekuilibrium.
Akan dicari persamaan orbit dari sistem (3.13). Solusi persamaan
penyusun dari sistem (3.13) adalah
x.(t) = e tx?, (3.14)
x,(t) = =2t + x2. (3.15)
Persamaan (3.15) dapat ditulis menjadi bentuk

xd — x,

t =
2

(3.16)
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Substitusi persamaan (3.16) ke (3.14) diperoleh

_<xg—x2>
x;=e \ 2 Jx?

xz—x(z) 0
S xy=e 2 xg

—-X
o oo F)

0
o x = Tlge(%). (3.17)

X2

Misalkan C :x—go, maka persamaan (3.17) menjadi x; = Ce(T) yang

%)
merupakan orbit sistem (3.13).

Orbit sistem (3.13) dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan

de_ 2

(2.17), yakni mencari solusi dari persamaan diferensial skalar Solusi

dx1 xll
dari persamaan diferensial skalar % = xi adalah x;, = Cexz_2 dengan C merupakan
1

X1

konstanta yang merupakan orbit sistem (3.13).

Jadi orbit dari sistem (3.13) berbentuk x; = Cexz_z. Potret fase sistem (3.13)

ditunjukkan pada Gambar 25. (Perintah Maple dapat dilihat pada Lampiran 10)
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Gambar 2

ol

. Potret fase dari sistem (3.13)

Contoh 3.3: Diberikan dua persamaan diferensial
X = —x;, %,(0) = x?, (3.18)
Xy = =X, %,(0) = x2. (3.19)
Titik ekuilibrium persamaan (3.18) dan (3.19) masing-masing adalah O.
Potret fase persamaan (3.18) dan (3.19) ditunjukkan pada Gambar 26. Solusi dari
persamaan (3.18) dan (3.19) berturut-turut adalah x,(t) = e tx¥ dan x,(t) =
e txd yang terdefinisi untuk setiap t € R. Persamaan (3.18) dan (3.19)
mempunyai kesamaan dengan persamaan (2.6), sehingga kestabilan titik
ekuilibrium 0 pada persamaan (3.18) dan (3.19) sama dengan kestabilan titik
ekuilibrium 0 pada persamaan (2.6) yaitu stabil asmtotik, dapat dilihat pada

Gambar 26.
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(@) (b)
Gambar 26. Potret fase dari (a) persamaan (3.18), dan (b) persamaan (3.19)
Sistem hasil kali dari persamaan (3.18) dan (3.19) yaitu
X, = —X;
Xy = —Xyp, (3.20)
dengan solusi (e~ tx?, e~tx?) yang terdefinisi untuk setiap t € R. Sistem (3.20)
mempunyai satu titik ekuilibrium, yaitu (0,0).
Akan dicari persamaan orbit dari sistem (3.20). Solusi persamaan
penyusun dari sistem (3.20) adalah
x(t) = e tx?, (3.21)
x,(t) = e7txd. (3.22)

Persamaan (3.21) dapat ditulis menjadi bentuk

et =% (3.23)
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Substitus persamaan (3.23) ke (3.21) diperoleh

_ (% 0
XZ - _0 xZ
X1

0

X2
(== xz - F xl. (3.24‘)

1

0
Misalkan C=i—f1), maka persamaan (3.24) menjadi x, = Cx; yang

merupakan orbit sistem (3.20).

Orbit sistem (3.20) dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan

(2.17), yakni mencari solusi dari persamaan diferensial skalar% = % Solus dari
1 1

persamaan diferensial skalar 3—2 = ;‘—i adalah x, = Cx; dengan C merupakan
konstanta yang merupakan orbit sistem (3.20). Jadi orbit dari sistem (3.20)
berbentuk x, = Cx;. Potret fase sistem (3.20) ditunjukkan pada Gambar 27.
Potret fase sistem (3.20) simetri terhadap garis x, = x;.

Sistem hasil kali (3.20) merupakan sistem linier. Nilai eigen dari sistem
(3.20) dengan menggunakan persamaan (2.25) diperoleh 4; = —1 dan 4, = —1.
Kestabilan titik ekuilibrium (0,0) dengan menggunakan Teorema 2.3 adalah stabil
asmtotik, dapat dilihat pada Gambar 27. (Perintah Maple dapat dilihat pada

Lampiran 11)
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Gambar 27. Potret fase dari sistem (3.20)

Contoh 3.4: Diberikan dua persamaan diferensial
X =xf, x(0) = x7, (3.25)
X, = x32, x,(0) = xJ. (3.26)
Titik ekuilibrium persamaan (3.25) dan (3.26) masing-masing adalah O.

Potret fase persamaan (3.25) dan (3.26) ditunjukkan pada Gambar 28. Solusi dari
1-x

persamaan (3.25) dan (3.26) berturut-turut adalah x,(t) = x—ggt dan x,(t) =

x3
1-x3¢t’

Kestabilan titik ekuilibrium O pada persamaan (3.25) dengan menggunakan

Lemma 2.1 adalah tak stabil, sebab terdapat § = 1 sedemikian hingga x3 > 0
untuk 0 < x; < 1. Kestabilan titik ekuilibrium O pada persamaan (3.26) akan

sama dengan kestabilan titik ekuilibrium persamaan (3.25).
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@) (b)
Gambar 28. Potret fase dari (a) persamaan (3.25), dan (b) persamaan (3.26)
Sistem hasil kali dari persamaan (3.25) dan (3.26) yaitu
X, = x?
i, = %2, (3.27)

X _x3
1-x9¢t’ 1-x9t

dengan solusi ( ) Sistem (3.27) mempunyai satu titik ekuilibrium,

yaitu (0,0).
Akan dicari persamaan orbit dari sistem (3.27). Solusi persamaan

penyusun dari sistem (3.27) adalah

xq

x1(t) = T=20r" (3.28)
X3
x,(t) = T (3.29)
Persamaan (3.28) dapat ditulis menjadi bentuk
t = io _L (3.30)
xX; X
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Substitus persamaan (3.30) ke (3.29) diperoleh

X3
xz_
71 1
I-x (=%
Xy *1
X3
S x, = 5 5
X2 L X2
1 5+
x; *1
X3
[—3 x2=
xPxy — x9xy + x)xd
0
x0x,
1
o 3 xxdx, x0x)
X e 0 4 x0x0 1
1% T XX XX,
X1%7
X1
S o= w "
00T
X2 X1
= ad 3.31
= .XZ— 0 0 . ( . )
X +1
1 0.0
X1 %X

0_.,.0
Misalkan C = ";?x’::, maka persamaan (3.31) menjadi x, = yang

X1C+1
merupakan orbit sistem (3.27).
Orbit sistem (3.27) dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan

(2.17), yakni mencari solusi dari persamaan diferensial skalar %=i—§. Solusi
1 1

dari persamaen diferensial skalar 22 =" adalah x, =
1 1

dengan C

x1C+1

merupakan konstanta yang merupakan orbit sistem (3.27) disekitar titik

X1
x,C+1°

ekuilibrium (0,0). Jadi orbit dari sistem (3.27) berbentuk x, = Potret fase

sistem (3.27) ditunjukkan pada Gambar 29. (Perintah Maple dapat dilihat pada
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Lampiran 12). Potret fase sistem (3.27) simetri terhadap garis x, = x;. Titik
ekuilibrium (0,0) pada sistem hasil kali (3.27) tidak stabil, dapat dilihat pada

Gambar 29.

N

B et

Gambar 29. Potret fase dari sistem (3.27)
Contoh 3.5: Diberikan dua persamaan diferensial
% = —x1, x,(0) =x?, (3.32)
%, = x,(1 — x3), x,(0) = x2. (3.33)
Titik ekuilibrium persamaan (3.32) adalah 0, sedangkan titik ekuilibrium
persamaan (3.33) adalah 0 dan 1. Potret fase persamaan (3.32) dan (3.33)

ditunjukkan pada Gambar 30. Solusi dari persamaan (3.32) dan (3.33) berturut-

turut adalah x; (t) = e x? dan x,(t) = ) 2
2

—etxJ+et’
Persamaan (3.32) mempunyai kesamaan dengan persamaan (2.6), sehingga
kestabilan titik ekuilibrium O pada persamaan (3.32) sama dengan kestabilan titik

ekuilibrium 0 pada persamaan (2.6) yaitu stabil asimtotik. Kestabilan titik
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ekuilibrium pada persamaan (3.33) dapat ditentukan dengan menggunakan
Teorema2.2. Misal f,(x;) = x,(1 — x,), maka
fr(x) =1-2x,, f,(0)=1-2(0)=1,danf(1)=1-2(1) =-1.
Menurut Teorema 2.2, maka dapat disimpulkan bahwa titik ekuilibrium 0

tak stabil sebab f,(0) =1 > 0 dan titik ekuilibrium 1 stabil asimtotik sebab

f1(1) =-1<0.

X1 X2

k 4
L
1e
0 ¢ A
» 0 1
v
@ (b)

Gambar 30. Potret fase dari (a) persamaan (3.32), dan (b) persamaan (3.33)
Sistem hasil kali dari persamaan (3.32) dan (3.33) yaitu

5C1 = —x1
.')'CZ = xz(l - xz), (334‘)
0
dengan solusi (e-fxf,xg_e_§;g+e_t). Sistem (3.34) mempunya dua titik

ekuilibrium, yaitu (0,0) dan (0,1).
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Akan dicari persamaan orbit dari sistem (3.34). Solusi persamaan
penyusun dari sistem (3.34) adalah

x,(t) = e tx?, (3.35)

t) = x3 (3.36)
x = ) )
2 xg - e‘txg +et

Persamaan (3.35) dapat ditulis menjadi bentuk

X
—t =% (3.37)

X3
x =
2 o_ (X1 o+ﬁ
X2 %0 X2 0
1 1
1
= x3 xg
X, = —
2 0 X1\ .0, % 1
X2 =\50)%2 T30 30
1 1 X2
1
S X & X
T x0T X0y
1 1%
1
[—t x2= 1 1
A S
X1 X1%
1
S xy, = 5 (3.38)
1—x,
1+x |\ —520
X1X3

Misalkan C =1 maka persamaan (3.38) menjadi x, = 1+2x yang

0,07
X1X2

merupakan orbit sistem (3.34).
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Orbit sistem (3.34) dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan

(2.17), yakni mencari solusi dari persamaan diferensial skalar 22 = — 2202
1 1

Solus dari persamaan diferensial skalar 22 = —207%) agaah x, = —2
dxq X1 1+Cx,q

dengan C merupakan konstanta yang merupakan orbit sistem (3.34). Jadi orbit

1
1+Cxq

dari sistem (3.34) berbentuk x, = Potret fase sistem (3.34) ditunjukkan

pada Gambar 31. (Perintah Maple dapat dilihat pada Lampiran 13)
Sistem hasi| kali (3.34) merupakan sistem tak linier. Matriks Jacobian dari

sistem (3.34) dapat diperoleh dengan menggunakan persamaan (2.38) yakni

1 o0
Df(x) = (o 1- 2x2>'
Matriks Jacobian dari sistem (3.34) di titik ekuilibrium (0,0) dan (0,1)
yakni

Df(0,0)=(_01 ‘1’) daan(0,1)=(_01 _01).

Nilai eigen untuk matriks Jacobian di titik (0,0) dengan menggunakan
persamaan (2.25) diperoleh 1, = —1 dan 4, = 1. Menurut Teorema 2.5 dapat
dismpulkan bahwa titik ekuilibrium (0,0) tak stabil. Selanjutnya, nilai eigen
untuk matriks Jacobian di titik (0,1) dengan menggunakan persamaan (2.25)
diperolen 4, = —1 dan 1, = —1. Menurut Teorema 2.4 dapat disimpulkan bahwa

titik ekuilibrium (0,1) stabil asimtotik.
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Gambar 31. Potret fase dari sistem (3.34)
Contoh 3.6: Diberikan dua persamaan diferensial
% =x,(1—2%), x(0)=x?, (3.39)
%, = x,(1 — x3), x,(0) = x2. (3.40)
Titik ekuilibrium persamaan (3.39) dan (3.40) masing-masing adalah O
dan 1. Solusi dari persamaan (3.39) dan (3.40) berturut-turut adalah x,(t) =

X x3

dan xz(t) = 0_

—ty 04—t
7—e tx;+e

Potret fase persamaan (3.39) dan (3.40)

ditunjukkan pada Gambar 32.
Persamaan (3.39) dan (3.40) mempunya kesamaan dengan persamaan

(3.33), sehingga kestabilan titik ekuilibrium O pada persamaan (3.39) dan (3.40)

adalah tak stabil, sedangkan titik ekuilibrium 1 stabil asimtotik.
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Gambar 32. Potret fase dari (a) persamaan (3.39), dan (b) persamaan (3.40)

Sistem hasil kali dari persamaan (3.39) dan (3.40) yaitu
X1 = x1(1—xq)

XZ = xz(l — xz), (34‘1)

0 0
dengan solusi ( l 2 )
x9-e~txd+et’ xQ—e~txl+e-t)"

Sistem (3.41) mempunyai empat titik ekuilibrium, yaitu (0,0), (0,1),
(1,0), dan (1,1).
Akan dicari persamaan orbit dari sistem (3.41). Solusi persamaan

penyusun dari sistem (3.41) adalah

x1(t) = =5 (3.42)

— e ty0 -t’
x;i—e‘tx; te

x(8) = —5— (3.43)
2
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Persamaan (3.42) dapat ditulis menjadi bentuk

-t _ x?(1—x,)

= — 3.44
(-0 G4
Substitusi persamaan (3.44) ke (3.43) diperoleh
_ X2
2 o (X2 =x)\ o, (¥2(1—x)
Xy — —0> X2 T\ 7 1 — 40y
x1(1—x7) x1(1—x7)
1
0 0
b Xy
= xZ = 0 e
0 M) 0y =
2t <x1(1 —x9) =) X3
1
Pt =
¥ 1 +xf(1 —x9)  xx7(1—x3)
x(1—x)  x(1—xD)
! 3.45
(=4 = . .
*2 1+xf(1—xg)_xf(1—xg) (3.45)
x(1—x) (A—xp)
_.,0
Misalkan C = 5,1 xl% , maka persamaan (3.45) menjadi x, = %yang
x7(1-x7) 1+m_?
merupakan orbit sistem (3.41).

Orbit sistem (3.41) dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan

(2.17), yakni mencari solusi dari persamaan diferensidl skalar 22 = X2(-%2)
dx;  x1(1-x1)

Solusi dari persamaan diferensial skalar 22 = 2U7%2) agaah x, = —1
dx;  x1(1-x1) 1+x—1c—z

dengan C merupakan konstanta yang merupakan orbit sistem (3.41). Jadi orbit

dari sistem (3.41) berbentuk x, = 1++ Potret fase sistem (3.41) ditunjukkan

1 1
xc ¢

pada Gambar 33. (Perintah Maple dapat dilihat pada Lampiran 14). Potret fase

sistem (3.41) simetri terhadap garis x, = x;.
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Sistem hasi| kali (3.41) merupakan sistem tak linier. Matriks Jacobian dari
sistem (3.41) dapat diperoleh dengan menggunakan persamaan (2.38) yakni

DF(x) = (1 —02x1 1 _02x2>_

Matriks Jacobian dari sistem (3.41) di titik ekuilibrium (0,0), (0,1), (1,0),

dan (1,1) yakni

o0 =(; J).oron=(; °).

DF(1,0) = (‘01 (1)),dan DF(1,1) = (‘01 _01).

Nilai eigen untuk matriks Jacobian di titik (0,0) dengan menggunakan
persamaan (2.25) diperoleh 4, =1 dan 4, = 1. Menurut Teorema 2.5 dapat
disimpulkan bahwa titik ekuilibrium (0,0) tak stabil. Selanjutnya, nilai eigen
untuk matriks Jacobian di titik (0,1) dengan menggunakan persamaan (2.25)
diperoleh 1, = 1 dan 1, = —1. Menurut Teorema 2.5 dapat disimpulkan bahwa
titik ekuilibrium (0,1) tak stabil. Selanjutnya, nilai eigen untuk matriks Jacobian
di titik (1,0) dengan menggunakan persamaan (2.25) diperoleh 1, = —1 dan
A, = 1. Menurut Teorema 2.5 dapat dissmpulkan bahwa titik ekuilibrium (1,0)
tak stabil. Selanjutnya, nilai eigen untuk matriks Jacobian di titik (1,1) dengan
menggunakan persamaan (2.25) diperoleh A; = -1 dan 1, = —1. Menurut

Teorema 2.4 dapat disimpulkan bahwa titik ekuilibrium (1,1) stabil asimtotik.
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Pada contoh-contoh yang diberikan dapat diketahui bahwa kestabilan titik
ekuilibrium sistem hasil kali kartesius terlihat dari potret fase persamaan
penyusunnya. Jadi kestabilan titik ekuilibrium sistem hasil kali kartesius
dipengaruhi kestabilan titik ekuilibrium persamaan penyusunnya. Kestabilan titik
ekuilibrium sistem hasil kali secara analisis ditunjukkan sebagai berikut:

Diberikan dua persamaan diferensial linier

X, = axy, x;(0) = x?, (3.46)
X, = bx,, x,(0) = x2, (3.47)
dengan a, b merupakan konstanta, a # 0, b # 0.

Titik ekuilibrium persamaan (3.46) dan (3.47) masing-masing adalah O.
Solusi dari persamaan (3.46) adalah x(t) = e*x?, sedangkan solusi dari
persamaan (3.47) adalah x,(t) = ePtx). Titik ekuilibrium O pada persamaan

(3.46) stabil asimtotik ketikaa < 0 sebab x;(t) = 0 untuk t — 400 dan tak stabil
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ketika a >0 sebab x,(t) » +oo untuk t - +oo. Titik ekuilibrium O pada
persamaan (3.47) stabil asimtotik ketika b < 0 sebab x,(t) - 0 untuk t - +o
dan tak stabil ketikab > 0 sebab x, (t) - +oo untuk t — +oo.
Sistem hasil kali antara persamaan (3.46) dan (3.47) yakni
(1) = () = 3G (3.48)
Titik ekuilibrium sistem (3.48) adalah (0,0). Nilai eigen dari sistem (3.48)

dapat diperoleh dengan menggunakan persamaan (2.25) yakni

|a8/1 bEA|:0

& (a-DBb-2)=0
& A, =a dan A, = b. (3.49)
Kemungkinan pasangan nilai a dan b ada empat, yakni

1. Jkaa <0danb <0, makad, <0 dan 4, < 0. Menurut Teorema 2.3 dapat
disimpulkan bahwa titik ekuilibrium (0,0) stabil asimtotik, sebab semua nilai
eigen mempunyai bagian real negatif.

2. Jkaa > 0danb > 0, makai; > 0 dan A, > 0. Menurut Teorema 2.3 dapat
disimpulkan bahwa titik ekuilibrium (0,0) tak stabil, sebab semua nilai eigen
mempunyai bagian real positif.

3. Jkaa < 0danb >0, makai; < 0 dan A, > 0. Menurut Teorema 2.3 dapat
dissmpulkan bahwa titik ekuilibrium (0,0) tak stabil, sebab terdapat nilai

eigen yang mempunyai bagian real positif.
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4. Jkaa > 0danb <0, makad, > 0 dan 1, < 0. Menurut Teorema 2.3 dapat
disimpulkan bahwa titik ekuilibrium (0,0) tak stabil, sebab terdapat nilai

eigen yang mempunyai bagian real positif.

Apabila terdapat persamaan penyusun dari sistem hasil kali merupakan
persamaan diferensial tak linier, maka analisis kestabilannya sebagai berikut:
Diberikan persamaan diferensial
%1 = f1(xq), (3.50)
X3 = f2(x2). (3.51)
Dimisalkan x; merupakan titik ekuilibrium persamaan (3.50) dan x,
merupakan titik ekuilibrium persamaan (3.51).

Sistem hasil kali antara persamaan (3.50) dan (3.51) yakni

Gﬁ) - @&D (352)

Matriks Jacobian dari sistem (3.52) dengan menggunakan persamaan

(2.38) yakni
d o d
Efl(xl) Efl(xl) Efl(xl) 0
Df(xy,x,) = d1 dz = ! p .(3.53)
d_xle(xZ) d_xsz(xZ) 0 d_xsz(xZ)

Matriks Jacobian dari persaman (3.53) dititik (x;, x,) yakni

d
Hfl(fﬂ 0 \

Df(%, %) =| " p | (3.54)
2 @) /
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Nilai eigen dari matriks Jacobian pada persamaan (3.54) dapat diperoleh

dengan menggunakan persamaan (2.25) yakni

v d
d_f1(951)—/1 0
Xy —0
0 d (X)) — A B
dxzfz X2

d d B
= (d_xlfl(xl) - /1) (d_xzfz(xz) - /1) =0
d _ d _
e L= d_lel(xl) dan 4, = d_xzfz(xz)- (3.55)
Pada persamaan (3.55) terdapat dua kasus untuk nilai % f1(x;) dan
1
o ().
(i) Kasus pertama: Misalkan %fl(fl) # 0 dan %fz(fz) # 0 pada
1 2
persamaan (3.55). Banyaknya kemungkinan pasangan nilai % f1(x;) dan
< f-(x,) adaempat, yakni:
de

1. Misa %fl(fl) <0 dan %fz(fz) < 0, maka menurut Teorema 2.2
1 2

kestabilan titik ekuilibrium x; pada persamaan (3.50) dan titik ekuilibrium x,
pada persamaan (3.51) adalah stabil asimtotik. Nilai eigen dari persamaan
(355) addah A, = dixlfl(fl) <0 dan A, = dixzfz(fz) <0. Menurut
Teorema 2.4 dapat disimpulkan bahwa titik ekuilibrium (x;, x,) pada sistem
(3.52) stabil asimtotik sebab semua nilai eigen mempunyai bagian real

negatif.
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2. Misa %fl(fl) >0 dan %fz(fz) >0, maka menurut Teorema 2.2
1 2

kestabilan titik ekuilibrium X, pada persamaan (3.50) dan titik ekuilibrium X,
pada persamaan (3.51) adalah tak stabil. Nilai eigen dari persamaan (3.55)
adalah 1, = dixlfl(fl) >0 dan 4, = dixzfz(fz) > (0. Menurut Teorema 2.5
dapat disimpulkan bahwa titik ekuilibrium (i, X,) pada sistem (3.52) tak
stabil sebab semua nilai eigen mempunyai bagian real positif.

3. Misd dixlfl(fl) <0 dan dixzfz(fz) >0, maka menurut Teorema 2.2
kestabilan titik ekuilibrium X, pada persamaan (3.50) adalah stabil asimtotik
dan titik ekuilibrium X, pada persamaan (3.51) adalah tak stabil. Nilai eigen
dari persamaan (3.55) adalah A, = % fi(%,) <0 dan A, = dixz £,(%,) > 0.
Menurut Teorema 2.5 dapat disimpulkan bahwa titik ekuilibrium (x;, )
pada sistem (3.52) tak stabil sebab terdapat nilai eigen yang mempunyai
bagian real positif.

4. Misal dixlfl(fl) >0 dan dixzfz(fz) < 0, maka menurut Teorema 2.2
kestabilan titik ekuilibrium x; pada persamaan (3.50) adalah tak stabil dan
titik ekuilibrium x, pada persamaan (3.51) adalah stabil asimtotik. Nilai eigen
dari persamaan (3.55) adalah A, = % fi(%) >0 dan A, = dixz £,(%,) < 0.
Menurut Teorema 2.5 dapat dismpulkan bahwa titik ekuilibrium (i, x,)
pada sistem (3.52) tak stabil sebab terdapat nilai eigen yang mempunyai

bagian real positif.
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(i) Kasus kedua: Jika %fl(fl) = 0 atau %fz(fz) = 0 pada persamaan
1 2

(3.55), maka kestabilan titik ekuilibrium sistem hasil kali tidak dapat disimpulkan

dari hasi| linierisasi.

Jadi pada sistem hasil kali kartesius menunjukkan bahwa kestabilan titik
ekuilibrium dari sistem hasil kali bergantung pada kestabilan titik ekuilibrium
persamaan penyusunnya.

Pada sistem hasil kali kartesius akan mempunyai potret fase yang simetris
terhadap garis x, = x; apabila fungs pada ruas kanan persamaan penyusunnya
sama. Hal ini ditunjukkan sebagai berikut:

Diberikan persamaan diferensia

%1 = f(xy), (3.56)
%y = f(x)). (3.57)

Pada persamaan (3.56) dan (3.57) mempunyai fungsi pada ruas kanan

yang sama, sehingga dengan menggunakan aturan rantai diperoleh

dx, dx, dt

dx, dt dx;

dx, f(x2)

dxq B f(x1)

dx,  dx 359
o) G (3-58)

Persamaan (3.58) akan dipenuhi jika x, = x;. Hal ini mengakibatkan
untuk setiap nilai awal (x?,x?) dengan x? = xJ, maka orbit yang melalui nilai

awal (x?,x9) akan selalu berada pada garis x, = x;. Contoh sistem hasil kali
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yang mempunyai fungs pada ruas kanan yang sama dapat dilihat pada Contoh
3.3,3.4, dan 3.6.

Banyaknya titik ekuilibrium pada sistem hasil kali antara persamaan (3.1)
dan (3.2) bergantung pada banyaknya titik ekuilibrium pada persamaan (3.1) dan
(3.2). Jika persamaan (3.1) mempunyai titik ekuilibrium sebanyak m dan
persamaan (3.2) mempunyai titik ekuilibrium sebanyak n, maka banyaknya titik
ekuilibrium pada sistem hasil kai antara persamaan (3.1) dan (3.2) adalah m x n,

dengann, m € N.

B. Sistem Hasil Kali Polar
Sistem pada koordinat kartesius dapat ditulis dalam bentuk koordinat
polar. Terdapat sistem bertautan pada koordinat kartesius apabila ditulis dalam
bentuk koordinat polar menjadi sistem tidak bertautan, dapat dilihat pada Contoh
3.7, 3.8dan 3.9.
Contoh 3.7: Diberikan sistem persamaan diferensial bertautan
X1 = —X
Xy = Xy (3.59)
Sistem (3.59) merupakan sistem bertautan. Sistem (3.59) dapat ditulis

dalam koordinat polar dengan menggunakan persamaan (2.34) untuk r > 0 yakni

. XXy XX,
F=

x1(=x3) + x5 (1) —0
r r

6 = X1Xp — XpXp x1(x1) — x2(—2x3) _ 2 -1
B r2 B r2 T2
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Jadi sistem (3.59) dalam koordinat polar adalah

6 =1. (3.60)

Solusi dari sistem (3.60) adalah r(t) =, dan 6(t) =t + 6,. Tampak
bahwa r(t) =1, dan 6(t) » +o untuk t - +o. Karena 6(t) - +co untuk
t - +o0, maka orbit dengan nilai awal (r,, 8,) berputar berlawanan dengan arah
jarum jam pada bidang-(x;, x, ). Sistem (3.60) memuat dua persamaan diferensial
skalar yang tidak bertautan, sehingga dapat dianggap bahwa sistem (3.60)
merupakan sistem hasil kali polar. Potret fase dari sistem (3.60) dapat dilihat pada

Gambar 34. (Perintah Maple dapat dilihat pada Lampiran 15)
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'R

I\'1 \1
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‘-.\.i ‘-_\.i Y
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N\ —=

NN . m ST

NNNNNN S s s S S S
Gambar 34. Potret fase dari sistem (3 60)

Contoh 3.8: Diberikan sistem persamaan diferensial bertautan
X1 = —X1 — X

JZZ = x1 - xZ. (361)
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Sistem (3.61) merupakan sistem bertautan. Sistem (3.61) dapat ditulis

dalam koordinat polar dengan menggunakan persamaan (2.34) untuk r > 0 yakni

L XXyt xody X (=X —x) Fap(x — X))  —x{ —xF
"= r B T B r -7
c XX — XXy X (X = Xp) = X (=X — %) xf +x3
6 = > = > = > =1.
r T r
Jadi sistem (3.61) dalam koordinat polar adalah
r=-r
6 = 1. (3.62)

Solusi dari sistem (3.62) adadlah r(t) = e 'ry dan 0(t) =t + 6, yang
terdefinis untuk t € R. Tampak bahwar(t) — 0 dan 6(t) — +oo untuk t — +oo.
Karena 6(t) - +oo untuk t —» +oco, maka orbit dengan nilai awal (ry,6,)
berputar berlawanan dengan arah jarum jam pada bidang-(x;, x,). Sistem (3.62)
memuat dua persamaan diferensial skalar yang tidak bertautan, sehingga dapat
dianggap bahwa sistem (3.62) merupakan sistem hasil kali polar. Potret fase dari
sistem (3.62) dapat dilihat pada Gambar 35. (Perintah Maple dapat dilihat pada

Lampiran 16).

82



RNy
)
VYL
_I'r .I’ Ilr |L L [
\ A 1 |L }
IR \ ¥ L
R
NN Yod
MM NN
SO N NN
NN NN \\\
e N AN

T

-

S
— - =~
il

- T S
Ty, Ty, T, —, — ..—1-__v-—.__.'—_;/

e —————n = = T

i
=

e

- ST
Gambar 35. Potret fase dari sistem (3.62)

= | S

Contoh 3.9: Diberikan sistem persamaan diferensial
Xy =2 +2x,(1 = xf —x5)
Xy = —x1 + x,(1 — x% — x2). (3.63)
Sistem (3.63) merupakan sistem bertautan. Sistem (3.63) dapat ditulis
dalam koordinat polar dengan menggunakan persamaan (2.34) untuk r > 0 yakni

. X1%1 + XXy x1 (g +2x,(1 = x2 = x2)) + x5 (=21 + %, (1 — x¥ —x2))

T T
=r(1-1?%
b= X1X; — XXy X1 (=21 + 2,1 = xf —x3)) — 2, (x5 + 2, (1 — x} — x3))
B r? a r2
=-1.

Jadi sistem (3.63) dalam koordinat polar adalah
F=r(1-13?)

6 = —1. (3.64)
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Sistem (3.64) memuat dua persamaan diferensia skalar yang tidak
bertautan, sehingga dapat dianggap bahwa sistem (3.64) merupakan sistem hasil
kali polar. Titik ekuilibrium pertama pada persamaan radial dari sistem (3.64) di
r =0, titik ekuilibrium lain di r =1 yang berkorespondensi dengan orbit

periodik dari sistem, orbit periodik ini merupakan limit cycle.
To

J 8 +(1-18)e=2t)

6, yang terdefinisi untuk t € R. Tampak bahwa r(t) — 1 dan 6(t) - —oo untuk

Solusi dari sistem (3.64) adaah r(t) = dan0(t) = -t +

t - +oo. Ketika r = 1, orbit berputar melingkar dengan jari-jari 1, sehingga
r = 1 merupakan limit cycle.

Pada persamaan (3.64), jika0 < r < 1, 7 > 0, maka orbit pada daerah ini
berputar keluar menuju limit cycler = 1. Jkar > 1, 7 < 0, orbit pada daerah ini
berputar masuk menuju limit cycle r = 1. Karena 8(t) - —oo untuk t — +oo,
maka orbit dengan nilai awal (ry, 8,) berputar searah dengan arah jarum jam pada
bidang-(x;, x,). Potret fase dari sistem (3.64) dapat dilihat pada Gambar 36.

(Perintah Maple dapat dilihat pada Lampiran 17).

NEN NN AN
dari sistem (3.64)

[ S |
' )

Potret fase
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Sistem tidak bertautan pada koordinat polar dapat dipandang sebagai
sistem hasil kali polar. Pada umumnya, tidak semua sistem pada koordinat
kartesius apabila ditulis dalam bentuk koordinat polar merupakan sistem tidak
bertautan. Pada Contoh 3.10 dan Contoh 3.11 menunjukkan bahwa sistem
bertautan pada koordinat kartesius yang ditulis dalam koordinat polar
menghasilkan sistem bertautan.

Contoh 3.10: Diberikan sistem persamaan diferensial
X1 =X,
Xy = Xy (3.65)

Sistem (3.65) merupakan sistem bertautan dan bukan merupakan sistem
hasil kali kartesius. Sistem (3.65) dapat ditulis dalam koordinat polar dengan
menggunakan persamaan (2.34) untuk r > 0 yakni

XXy F XXy XqXy + XXy 2xyx,  2(rcosO)(rsind)

= 2rcos0.sind
r r T T

= rsin(26)

5 XXy — XpX1  X1Xp — XXy X2 —x2  12c0s?6 — r2sin?f

r2 r2 r2 r2
= c0s?6 — sin?8 = cos(26).

Jadi sistem (3.65) pada koordinat polar sebagai berikut

7 = rsin(26)

6 = cos(20). (3.66)
Sistem (3.66) merupakan sistem bertautan, sehingga sistem (3.66) bukan

merupakan sistem hasil kali polar.
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Contoh 3.11: Diberikan sistem persamaan diferensial
X1 = X1 + 2%,
Xy = 2x1 + X5, (3.67)
Sistem (3.67) merupakan sistem bertautan dan bukan merupakan sistem

hasi| kali kartesius. Sistem (3.67) dapat ditulis dalam koordinat polar dengan

menggunakan persamaan (2.34) untuk r > 0 yakni

XX Fxky x (g +2x0) +x,(2x; +x5) X2+ dxyx, + x5
T = =

r r r

r2c0s?0 + 4rcosf.rsinf + r?sin?6

r

= r(cos?8 + sin?8 + 4cosh.rsinf) = r(1 + 4cosh.rsinh)
= r(l + 25in(26))

S xle - xle _ xl(le + xz) - xz(xl + 2x2) _ 2x12 - 2x22
o= r? B r? R

2r%cos?0 — 2r?sin?0 5 -
= 2 = 2c0s“0 — 2sin“6 = 2cos(20).

Jadi sistem (3.67) pada koordinat polar sebagai berikut

i =1(1 + 2sin(26))

6 = 2cos(26). (3.68)
Sistem (3.68) merupakan sistem bertautan, sehingga sistem (3.68) bukan

merupakan sistem hasil kali polar.
Pada Contoh 3.12 menunjukkan bahwa sistem hasil kali kartesius yang

ditulis dalam koordinat polar menjadi sistem hasil kali polar, namun pada Contoh

3.13 tidak menjadi sistem hasil kali polar. Jadi suatu sistem yang merupakan
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sistem hasil kali kartesius apabila ditulis dallam koordinat polar tidak selalu

menjadi sistem hasil kali polar, begitu juga sebaliknya.

Contoh 3.12: Akan ditulis sistem (3.20) dalam koordinat polar, yakni

5('1 = —X1
5('2 = —X>. (369)
Sistem (3.69) merupakan sistem hasil kali kartesius. Sistem (3.69) dapat

ditulis dalam koordinat polar dengan menggunakan persamaan (2.34) untuk

r > 0 yakni
. _ Xk 4%, X1 (—x1) + x5 (—x3) _ —(x% +x2) _ —r? _
r r r r
G- xla'czr—zxzfcl _ xl(—xz)r—zxz(—xl) ol
Jadi sistem (3.69) pada koordinat polar sebagai berikut
T =-r
6 = 0. (3.70)
Sistem (3.70) dapat dianggap sebagai sistem hasil kali polar.
Contoh 3.13: Diberikan sistem persamaan diferensial
X, =3x;
Xy = —Xy. (3.71)
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Sistem (3.71) merupakan sistem hasil kali kartesius. Sistem (3.71) dapat
ditulis dalam koordinat polar dengan menggunakan persamaan (2.34) untuk
r > 0 yakni

. XXy XX,

x1(3x1) + x,(—x3)  3x%Z —x2  3rZcos?6 — r?sin?0

r r r r
= 3rcos?6 — rsin?0 = r(3cos?0 — sin?6)

6 = XXy — XpXp x1(—x2) — x,(3%) XX —3XX  —Ax1X

r2 r2 r2 r2

—4rcosOrsind ) ]
= > = —4cosfsinf = —2sin(26).
r

Jadi sistem (3.71) pada koordinat polar sebagai berikut

7 = r(3cos?6 — sin?0)

6 = —2sin(26). (3.72)
Sistem (3.72) merupakan sistem bertautan, sehingga bukan merupakan

sistem hasil kali polar.
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BAB IV

PENUTUP

A. Kesimpulan
Berdasarkan hasil analisis sistem hasil kali persamaan diferensial
otonomus pada bidang dapat diambil beberapa kesimpulan, yakni:

1. Sistem hasil kali persamaan diferensial otonomus pada bidang merupakan
gabungan dua persamaan diferensial skalar otonomus yang tidak bertautan.
Sistem hasil kali pada bidang dibagi menjadi dua jenis, yaitu sistem hasil
kali kartesius dan sistem hasil kali polar. Sistem hasil kali kartesius adalah
sistem pada koordinat kartesius yang persamaan penyusunnya tidak
bertautan. Sistem hasil kali kartesius berbentuk

% = f1(x1)

Xy = fo (). 4.1)
Banyaknya titik ekuilibrium pada sistem hasil kali kartesius (4.1)
bergantung pada banyaknya titik ekuilibrium pada persamaan
penyusunnya. Jika persamaan penyusunnya berturut-turut mempunyai titik
ekuilibrium sebanyak m dan n, maka banyaknya titik ekuilibrium pada
sistem hasil kali (4.1) adalah m x n, dengan n,m € N. Jika suatu sistem
pada koordinat kartesius apabila ditulis pada koordinat polar menghasilkan
sistem tidak bertautan, maka sistem tersebut dapat dianggap sebagai sistem

hasil kali polar. Sistem hasil kali kartesius dan polar tidak mempunyai
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hubungan, sebab sistem yang merupakan sistem hasil kali kartesius tidak
menjamin menjadi sistem hasil kali polar, begitu juga sebaliknya.
2. Karakteristik dari sistem hasil kali pada bidang yakni:
a Sistem hasil kali selalu dapat dirubah ke bentuk persamaan
diferensial yang dapat dipisah (separable equation). Pada

persamaan (4.1) dapat ditulis menjadi bentuk

dx; _ f2(xz)
ax - Fi(ry)’ dengan fi(x;) # 0

dx;  dx

R ACSIACS *2)
atau

dx;  fi(xq)
d_xz =) dengan f,(x;) # 0

dx, dx, (4.3)

= fi(x1) B f(x2)
Persamaan (4.2) dan (4.3) adalah persamaan yang dapat dipisah
(separable equation). Solusi dari persamaan (4.2) dan (4.3)
bergantung solusi masing-masing persamaan penyusun pada sistem
hasi| kali,

b. Titik ekuilibrium dari sistem hasil kali merupakan pasangan terurut

dari titik ekuilibrium masing-masing persamaan penyusunnya.
3. Kestabilan titik ekuilibrium sistem hasil kali kartesius terlihat dari potret
fase persamaan penyusunnya. Kestabilan titik ekuilibrium pada sistem
hasi| kali kartesius dipengaruhi oleh kestabilan titik ekuilibrium persamaan

penyusunnya. Misal titik (i, X,) merupakan titik ekuilibrium sistem hasil
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kali. Jika titik ekuilibrium x; dan x, pada persamaan penyusunnya stabil

asimtotik, maka titik ekuilibrium (x,x,) pada sistem hasil kali stabil

asimtotik. Jika terdapat titik ekuilibrium persamaan penyusunnyatak stabil

misal x;, maka titik ekuilibrium (x;, x,) pada sistem hasil kali tak stabil.
B. Saran

Pada penulisan skripsi ini membahas karakteristik dan kestabilan titik
ekuilibrium pada sistem hasil kali pada bidang. Kestabilan titik ekuilibrium sistem
hasi| kali dari potret fase dan secara analisis pada titik ekuilibrium hiperbolik.
Pembaca yang tertarik dapat mengembangkan analisis kestabilan untuk kasus titik
ekuilibrium tak hiperbolik. Selain hal tersebut juga dapat membahas tentang
bifurkas pada sistem hasil kali. Pada penulisan skripsi ini terdapat teorema dan
lemma yang belum dapat dibuktikan, untuk analisis berikutnya pembaca dapat

mencari pembuktian teorema dan lemma tersebut.
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Lampiran 1. Teorema, definisi, dan lemma yang mendukung kajian pustaka
a Lemmab.1(Hae& Kocak, 1991: 223)
Jika dua matriks A dan B komutatif, yakni AB = BA, maka e A+B)t =
eAteBt,
Bukti:

JikaAB = BA, maka dengan teorema binomial

A/B¥
(A+B)" = n! Z .

ikl
=N Jjlk!
Sehingga,
=1 = AJBFUTE O AJtBKtK
oo =Y Lip gy 2y Y AELE_y g AleBE
n! , Jjlk! , Jjlk!
n=0 n=0 j+k=n n=0 j+k=n
=2A1t12B t _ oALBE g
Al k! '

j=0 k=0

b. Lemmab5.2 (Perko, 2001: 17)

Misal A merupakan matriks kuadrat, maka

d
Ee‘“’ = Aeht,
Bukti:
Karena A komutatif dengan dirinya, maka menurut lemma 5.1 dan definis
2.10:
d pA(t+h) _ oAt
LAt _ 1
A T
eAr — 1
= lim eAt 7 -D
h—0 h
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A%h Akpk-1
=eAlim lim (A+——+ -+
h—0 k—co 2! k!

=AeAl. m
c. Teoremab5.1: Teorema Fundamental sistem linier (Perko, 2001: 17)

Misal A merupakan matriks n x n, maka untuk x° € R™, masalah nilai

X = Ax
x(0) =x° (5.1)
mempunyai solusi tunggal
x(t) = eAtxO.
Bukti:
Jkax(t) = eAtx?, makamenurut lemma5.2
X (t) = %e”xo = AeAtx? = Ax(p),
untuk semua t € R dan x(0) = Ix° = x°. Jadi x(t) = eAtx? adalah solusi. Akan
diselidiki bahwa x(t) merupakan solusi tunggal dari (5.1). Misal x(t) merupakan
sebarang solusi dari masalah nilai awal (5.1) dan misal
y(t) = e Atx(t).
Menurut lemma 5.2 dan fakta bahwa x(t) adalah solusi (5.1),
y'(t) = —Ae~Ax(t) + e A%/ (1)
= —Ae Ax(t) + e AtAx(t)
=0

untuk semuat € R sebab e At dan A komutatif.
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Jadi y(t) merupakan konstanta. Misal t = 0 menunjukkan bahwa y(t) =
x® dan sebarang solusi dari masalah nilai awa (1) addah x(t) = eAly(t) =
eAtx0 m
d. Teoremab.2: (Hale & Kocak, 1991: 231)

Misal A merupakan matriks 2 X 2 yang entrinya bilangan real, maka
terdapat matriks invertible P berukuran 2 x 2 sedemikian hingga

P 1AP =]

dimana] adalah salah satu dari tiga matriks dalam bentuk normal Jordan:

oy 2 @@ D w(’ Y
dengan 4, 4, 4,, a, dan § # 0 adalah bilangan real.
Bukti:
(i) Nilai eigen real berbeda:
Misal A mempunyai dua nilai eigen real 1, dan 4, yang berkorespondens
dengan vektor eigen v! dan v?, yakni
Av' = A;vi untuk i = 1,2. (5.2)

Matriks transformasi P dengan kolomnya berisi dua vektor eigen v dan

vZ yakni:
P=(v|v?),
sehingga
AP = (Av!| Av?) = (A,v1| A,v%) = PJ, (5.3)
dimana
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_ (11 0)
I={o 1)
Karena P invertible, jika kedua ruas pada persamaan (5.3) dikalikan

dengan P, maka diperoleh

A4 0
-1 _ _ 1
P AP—]—(O Az>'

(i) Nilai eigen kembar:

Terdapat dua kasus pada nilai eigen kembar. Pertama, misalkan bahwa A
merupakan nilai eigen kembar yang berkorespondensi dengan vektor eigen v! dan
v2 bebas linear. Matriks transformasi P = (v!| v?) menghasilkan kemiripan
dengan kasus nilai eigen berbeda, yakni

P-IAP = | = (’1 0).

0 2

Kedua, misalkan bahwa A merupakan nilai eigen kembar namun hanya
mempunyai satu vektor eigen bebas. Misal v merupakan vektor eigen, maka
vektor eigen kedua v? yang bebas linear dengan v memenuhi persamaan

(A — ADv? = v, (5.4)

Jika diambil matriks transformasi P dengan P = (v1| v2), maka

AP = (Avl| Av?) = (Avl|v! + Av?) = P], (5.5)
dimana
1= 2
Karena P invertible, jika kedua ruas pada persamaan (5.5) dikalikan

dengan P~1, maka diperoleh

Piap=J=(7 )
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(iii) Nilai eigen kompleks:

Misal A = a + if3, dengan § # 0 merupakan nilai eigen kompleks dari A

yang berkorespondensi vektor eigen kompleks v + ivZ, yakni
AWV + iv?) = (a + i) (vl + iv?),

dimanav! dan v? merupakan vektor real taknol.

(5.6)

Matriks transformasi P merupakan matriks yang kolomnya berisi bagian

real dan imaginer dari vektor eigen kompleks:
P = (vl v?).
Persamaan kompleks (5.6) dapat ditulis
Av! + iAv? = av! — BvZ +i(Bvl + av?).
Pada persamaan (5.7) diperoleh sepasang persamaan real, yakni
Av! = avl —pv?,  AvZ = —pvl + av?
sehingga
AP = (Avl| Av?) = (av! — Bv?| — vl + av?) = PJ,

dimana

1= (5 o)

(5.7)

(5.8)

Karena P invertible, jika kedua ruas pada persamaan (5.8) dikalikan

dengan P~1, maka diperoleh

PIAP =] = (_“ﬁ i)
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e. Rumusekspisit sistem linear tak homogen
Diberikan persamaan diferensial tak otonomus
X = Ax + g(0), (5.9)
dengan g(t) merupakan vektor fungsi C?.
Persamaan (5.9) disebut sistem linier tak homogen. Dimisalkan variabel
baru y(t) dengan
y(t) = e Atx(t). (5.10)
Turunan persamaan (5.10) terhadap t yakni
y = —Ae Alx + e A%, (5.11)
Substitusi persamaan (5.9) ke (5.11), diperoleh
y = —Ae Alx + e A (Ax + g(t))
& y=eAg(t). (5.12)
Misa x(t,) = x® merupakan nilai awal persamaan (5.9), maka nilai awal
untuk persamaan (5.12) adalah y(t,) = e “Atox?,
Solusi y(t) dengan nilai awal y(t,) = e Atox® dapat dicari dengan

mengintegralkan kedua ruas persamaan (5.12) dari t, ke t, yakni

t t
fdy=f e Asg(s)ds

t

¢>ﬂw—ﬂm=fe*%®m

to

t

o ﬂw=yaa+fe*w@Ms

to
t

& y(t) = e Abox? +f e Asg(s)ds. (5.13)

to
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Substitus persamaan (5.10) ke (5.13), diperoleh

t
e Alx(t) = e Atox? +f e Asg(s)ds
to

t
e x(t) = eAt [e““tox0 +f e‘ASg(s)dS]
t

0

t
& x(t) = eAlt-to)x0 +f eAlt=9g(s)ds. (5.14)

to
Persamaan (5.14) merupakan rumus eksplisit sistem linier tak homogen

(5.9).

f. Deret Taylor: (Campbell, 2008: 318)
Polinomial Taylor fungsi f(x) di sekitar titik x = a yakni

f"(a)
2!

fIII (a)

(x—a)2+T

fG)=f@+f(@kx-a)+ (x—a)®+ -+ (5.15)

Bagian linear f(a) + f'(a)(x — a) disebut linearisasi dari fungs f(x)

didekat titik ekuilibrium x = a.

g. Teorema5.3: Pertidaksamaan Gronwall (Bainov & Simeonov, 1992: 1)
Misal f(t) dan g(t) adalah fungs kontinu tak negatif untuk t > a, dan
misal
t
f(t) <K +f f(s)g(s)ds, t=a, (5.16)
a
dengan K > 0 adalah konstanta, maka

F(t) < Kela9®3s > (5.17)
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Bukti:

Misal K > 0, maka (5.16) dapat ditulis menjadi pertidaksamaan

f(r)SK+frf(s)g(s)ds, r=a

f(r) e
K+[ fgds
f)g(r)
K+ farf(s)g(s)ds =g, r=za (5.18)

Integralkan pertidaksamaan (5.18) dari a ke t diperoleh

f L fg)

t
K+ﬂf@mmwﬁngg“Ms

t a t
S ln<K+f f(s)g(s)ds)—ln <K+f f(s)g(s)ds) ng(s)ds
& In (K + ftf(s)g(s)ds) —In(K) < ftg(s)ds

t t
s |n <K+f f(s)g(s)ds) < In(K) +f g(s)ds

t
= K +f f(s)g(s)ds < Kela9(9)ds
a

o f(t) <Kehd®s  >q (5.19)

Misa K = 0, maka
f@) <e+ [ f(s)g(s)ds untuk Ve > 0.
Sehingga
ft)<e elag(s)ds

misal € - 0, maka f(t) < 0. m
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Lampiran 2. Perintah Maple untuk menggambarkan medan arah dan trayektori
persamaan diferensial (2.6)

> restart : with(plots) : with(DEtools) :
M enentukan medan arah per samaan (2.6)

dipl = dﬁeldplot( ix(t) =-x(¢t), x(t), t=-3.3,x=-3.3, arrows

dt
=line) :
M enentukan trayektori per samaan (2.6) pada nilai awal tertentu
awalla = dsolve( {x(O) =1, %x(t) =-x(1) },x(t), type = numeric,

method = classical ) :

> awallb = a’solve[ {x(O) =-1, % x(t) =-x(1) }, x(t), type = numeric,
method = classical] :
> d .
awallc = dsolve( x(0) =0.5, Ex(t) =—x(z)},x(t), type = numeric,
method = classicalj :
> d
awalld = dsolve[ x(0) =-0.5, Ex(t) =-x(1) },x(t), type
= numeric, method = classical) :
> d .
awalle = dsolve( {x(()) =0, o x(t) =-x(z) },x(t), type = numeric,

method = classicalj :

M enggambar kan trayektori per samaan (2.6) pada nilai awal tertentu

> gbrawalla = odeplot(awalla, [ t,x(t)],-1.2..3.1, color = blue,

thickness=13) :

> gbrawallb = odeplot(awallb, [1,x(t)],-1.2.3.1, color = blue,
thickness=3) :

> gbrawallc = odeplot(awallc, [t,x(t)],-2 .3.1, color = blue, thickness
=3):

> gbrawalld = odeplot(awalld, [t,x(¢)],-2 ..3.1, color = blue, thicknes:
=3):

>

gbrawalle = odeplot(awalle, [t,x(t)],-3.3.1, color = blue, thickness
=3):

Gambar medan arah dengan beberapa trayektori

> display(gbrawalla, gbrawallb, gbrawallc, gbrawalld, gbrawalle,
dfpl);
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Lampiran 3. Perintah Maple untuk menggambarkan medan arah dan trayektori
persamaan diferensial (2.7)

> restart : with(plots) : with(DEtools) :
M enentukan medan arah persamaan (2.7)

dfp2 = dﬁeldplot( % x(t) = x(t)z, x(t),t=-3.3,x=-3.3, arrows

=line) :
Menentukan trayektori persamaan (2.7) pada nilai awal tertentu

awal2a = dsolve( {x(O) =1.5, % x(¢) =x(t)2},x(t), type = numeric,

method = classical ) :

> awal2b = a’solve[ {x(O) =0, % x(t) =x(t)2}, x(1), type = numeric,
method = classical] :

> awal2c = dsolve( x(0) =-1.5, %x(t) =x(z)2 ,x(1), type
= numeric, method = classical ) :

> awal2d = dsolve[ x(0) =-0.5, %x(r) =x(t)2 ,X(1), type
= numeric, method = classical) :

>

awalZe = dsolve( {x(()) =0.5, % x(t) = x(t)z}, x(t), type = numeric,
method = classicalj :

M enggambar kan trayektori per samaan (2.7) pada nilai awal tertentu

> gbrawal2a = odeplot(awal2a, [ t,x(t)],-3 ..2, color = blue, thickness

=3):

> gbrawal2b := odeplot(awal2b, [1,x(t)],-3 .3, color = blue, thickness
=3):

\%

gbrawal2c = odeplot(awallc, [t,x(t)],-0.9 .3, color = blue, thickness
=3):

> gbrawal2d = odeplot(awal2d, [t,x(¢)],-2 ..3.1, color = blue, thicknes:
=3):

\%

gbrawal2e = odeplot(awalle, [t,x(t)],-3 .2, color = blue, thickness
=3):

Gambar medan arah dengan beberapa trayektori

> display(gbrawal2a, gbrawal2b, gbrawal2c, gbrawal2d, gbrawal2e,
dfp2);
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Lampiran 4. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem persamaan
diferensial (2.15)

> with(plots) : with(DEtools) : with(Student| VectorCalculus]) :

M enggambar kan trayektori sistem (2.15) pada nilai awal tertentu
>
DEplot3d( {%xl(l) —x2(1), %xZ(t) =—x1(z)}, 1 (1), x2(0) £ = €

15, [[x1(0) =1,x2(0) =2]],x] =-2.5.2.5,x2=-2.5.2.5, scene
=[t,xI(t),x2(¢t)], labels = [t, Xy xz], axes = normal, tickmarks
=[0,0, 0], orientation=[49, 78, 0], linecolor = blue]

M enggambar kan medan vektor sistem (2.15)
> VectorField( (x2,-x1), output = plot, view = [ -3 ..3,-3 ..3], fieldoptions
= [grid = [6, 6]],cartesian’ , .., labels = [xl,xz])

M enentukan medan arah sistem (2.15)

Z dp3 = dﬁeldplotu%xl(t) —x2(1), % x2(0) =-xl(t } (x1(2)

dt
x2(6)},t=0.6,x1 =-2.5.2.5,x2=-2.5.2.5, arrows = small) :

M enentukan or bit sistem (2.15) pada nilai awal tertentu

> 4 o

dr dt

=-xI(1) }, {x1(2),x2(¢)}, type= numeric) :

awal3a = dsolve[ x1(0) =1,x2(0) =2, ix](lf) =x2(t),

awal3b = dsolve[ x1(0)=1,x2(0) = 1.5, %xl(r) =x2(t),
d

ExZ( ) ——x](t)}, {x1(1),x2(¢t)}, type=numeric) :

4 o

awal3c = dsolve({xl(O) =1,x2(0) =1, %xl(t) =x2(t), m

=—x1(l)}, {x1(2),x2(¢)}, type=numeric) :
awal3d = dsolve[ x1(0)=1,x2(0) =0.5, %xl(t) =x2(t),
—x2( )= x](t)} {x1(¢t),x2(¢t)}, type= numerlc) :

M enggambar kan or bit sistem (2.15) pada nilai awal tertentu

> gbrawal3a := odeplot(awal3a, [[x1(t),x2(t)]],0..10, color = blue,
thickness=13) :

> gbrawal3b = odeplot(awal3b, [[x1(t),x2(1)]],0..10, color = blue,
thickness=3) :
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> gbrawal3c = odeplot(awal3c, [ [xI( t),x2(¢)]],0..10, color = blue,
thickness=3) :

> gbrawal3d := odeplot(awal3d, [ [x1(t),x2(t)]],0..10, color = blue,
thickness=3) :

Gambar medan vektor sistem (2.15)

> display(dfpj’, labels = [xl,xz])

Gambar orbit sistem (2.15) yang melalui titik (1,2)
> display(gbrawaBa, dfp3, tickmarks = [0, 0], labels = [xl, xz])

Gambar potret fase sistem (2.15)

display( gbrawal3a, gbrawal3b, gbrawal3c, gbrawal3d, dfp3, tickmarks
=1[0,0], labels = [xl,xz])

105



Lampiran 5. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem persamaan
diferensial (2.16)

> with(plots) : with(DEtools) : with(Student| VectorCalculus]) :

M enggambar kan trayektori sistem (2.16) pada nilai awal tertentu
>

dr
.2, [[x1(0) =1,x2(0) =1]],xI =-10..10,x2 =-10 ..10, scene

DEplot3d( {% (1) =x1(2), L x2(r) = x2(1) } (el (1), x2(8) =0

=[t,xI(t),x2(¢t)], labels = [t, Xy xz], axes = normal, tickmarks
=[0,0, 0], orientation= (75,75, 5], linecolor = blue)

M enggambar kan medan vektor sistem (2.16)
> VectorField( (x1,x2), output = plot, view = [ -4 .4,-4 . 4], fieldoptions
= [grid = [8,8]],cartesian’; ., labels = [xl,xz])

M enentukan medan arah sistem (2.16)
7 dfpd = dﬁeldplot( 1% xI(1) =x1(1), % x2(1) =x2(t) } (x1(2),
x2(0)},t=-1.1,xI=-1.1,x2=-1.1, arrows = small) :

M enentukan or bit sistem (2.16) pada nilai awal tertentu

awalda = dsolve[ x1(0)=1,x2(0) =1, %xl(i) =xI(t), %xZ(t)

=x2(8) 1, {xI1(¢t),x2(t) }, type = numeric, method = classical) :

> awal4b = dsolve| {x1(0) =-1,x2(0) =1, %xl(t) =xI(t), %x2(r

=x2(1) 1, {x1(1),x2(t)}, type = numeric, method = classicalj :

awaldc = dsolve[{x](O) =-1,x2(0) =-1, %xl(t) =xI(t),

% x2(t) =x2(t) }, {x1(¢),x2(t)}, type = numeric, method

= classical ] :

> awaldd = dsolve[ x1(0)=1,x2(0) =-1, %x](t) =xI(t), %x2(f

=x2(8)1, {xI1(¢),x2(t) }, type = numeric, method = classical) :

dt
=x2() 1, {xI1(¢t),x2(t) }, type = numeric, method = classical) :

> awalde = dsolve( x1(0) =1,x2(0) =0, %xl(t) =xI(t), ixZ(t)
(
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awaldf == dsolve( {x](O) =-1,x2(0) =0, %xl(r) =xI(t), %xZ(l)

=x2(t) }, {x1(t),x2(t)}, type = numeric, method = classical) :

awaldg = dsolve[ x1(0)=0,x2(0) =1, %xl(t) =xI(t), %xZ(t)

=x2(t){, {x1(2),x2(t)}, type= numeric, method = classical) :

d oo d
d[xl(t)—xl(t), m x2(t

=x2(t){, {x1(2),x2(t)}, type= numeric, method = classical) :

awal4h = dsolve| {x1(0) =0,x2(0) =-1,

M enggambar kan or bit sistem (2.16) pada nilai awal tertentu
> gbrawalda = odeplot(awalda, [[x1(t),x2(t)]],-4 ..0, color = blue,
thickness=13) :

> gbrawal4b = odeplot(awal4b, [ [x1(t),x2(t)]],-4 ..0, color = blue,
thickness=3) :

> gbrawaldc = odeplot(awaldc, [[x1(t), x2(t)]],-4 ..0, color = blue,
thickness=3) :

> gbrawaldd = odeplot(awaldd, [ [x1(t),x2(t)]],-4 ..0, color = blue,
thickness=13) :

> gbrawalde = odeplot(awalde, [[x1(t), x2(¢)]],-4 ..0, color = blue,
thickness=3) :

> gbrawaldf = odeplot(awaldf, [ [x1(1),x2(t)]],-4..0, color = blue,
thickness=3) :

> gbrawaldg = odeplot(awaldg, [[x1(t),x2(t)]],-4..0, color = blue,
thickness=13) :

\

gbrawal4h := odeplot(awal4h, [ [x1(t),x2(t)]],-4..0, color = blue,
thickness=3) :

Gambar orbit sistem (2.16) yang melalui titik (1,1)
> display(gbrawaMa, dfp4, tickmarks = [0, 0], labels = [xl, x2])

Gambar potret fase sistem (2.16)

display( gbrawal4a, gbrawal4b, gbrawal4c, gbrawal4d, gbrawalde,
gbrawaldf, gbrawaldg, gbrawal4h, dfp4, tickmarks = [0, 0], labels

= [x5])
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Lampiran 6. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem persamaan
diferensial (2.36)
> with(DEtools) : with(plots) : with(linalg) :

dula = x1(t) —x2(1) —x1(1)- (351 ()7 + x2(0)7 — x1 (1)

—x2(t)2 — 1);
dx2a == x1(t) +x2(t) — x2(6)- (3 x1(0)% + x2(0)% — x1(1)?
—xZ(t)2 — 1);

Sistem persamaan diferensial (2.36)

> sistem = %xl(t) =dxla, %xZ(t) =dx2a:

M enentukan medan arah sistem (2.36)

> dfp5 = dfieldplot({sistem5}, {xI1(t),x2(t)}, t=-3.3,x1 =-2.5.2.5,
x2=-2.5.2.5, arrows = small) :

M enentukan or bit sistem (2.36) pada nilai awal tertentu

> awalSa = dsolve({x1(0) =0.5,x2(0) = 0.5, sistem5}, {xI(t), x2(t)},
type = numeric, method = classical) :

2 awal5b = dsolve({x1(0) =1.3,x2(0) = 1.3, sistem5}, {xI(¢), x2(¢) },
type = numeric, method = classical) :

> awalSc = dsolve({x1(0) =2.5,x2(0) = 2.5, sistem5}, {x1(¢t), x2(¢)},
type = numeric, method = classical) :

> awaldd = dsolve({x1(0) =-2.5,x2(0) =-2.5, sistem5}, {x1(1),
x2(t) }, type = numeric, method = classical) :

> awalSe = dsolve({x1(0) =2.5,x2(0) =-2.5, sistem5}, {xI(¢),
x2(t) }, type = numeric, method = classical) :

2 awaldf = dsolve({x1(0) =-2.5,x2(0) = 2.5, sistem5}, {xI(),x2()},
type = numeric, method = classical) :

M enggambar kan or bit sistem (2.36) pada nilai awal tertentu
> gbrawal5a = odeplot(awal5a, [ [x1(t),x2(t)]],-10 ..10, color = blue,
thickness=3) :

> gbrawal5b := odeplot(awal5b, [[x1(t), x2(¢)]],-10 .10, color = blue,
thickness=13) :

> gbrawal5c = odeplot(awal5c, [ [x1(t), x2(2)]],-3 ..0, color = blue,
thickness=13) :

> gbrawal5d = odeplot(awal5d, [ [x1(t),x2(t)]],-3 ..0, color = blue,
thickness=3) :

gbrawal5e = odeplot(awalSe, [ [x1(t),x2(t)]],-3..0, color = blue,
thickness=3) :

> gbrawal5f = odeplot(awal5f; [ [x1(t),x2(t)]],-3 ..0, color = blue,
thickness=13) :
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Gambar potret fase sistem (2.36)
display( gbrawal5a, gbrawal5b, gbrawal5c, gbrawalsd, gbrawalse,
ghbrawal5f, dfp5, tickmarks = [0, 0], labels = [xl, xz])
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Lampiran 7. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem persamaan
diferensial (2.51) dan sistem linierisasinya

> with(DEtools) : with(plots) : with(linalg) :

> dxlb = x2 — (x1? + x2%) x1; dx2b = -x1 — (x1* + x2%) -x2;

> sist6 = matrix([[subs(x] =x1(z),x2 =x2(t), eval(dx1b))], [ subs(x]
=xI(t),x2=x2(t), eval(dx2b))1]);

Sistem per samaan diferensial (2.51)

> sistem6 = %xl(t) =sist6[ 1, 1], %xZ(t) = sist6[2,1];

Titik ekuilibrium sistem (2.51)
> ekui6 = solve( {dx1b=0, dx2b=0},[x1,x2]);
a) Menentukan potr et fase sistem (2.51) melalui sistem linierisasinya
M atriks Jacobian sistem (2.51)
> J6 = jacobian([dx1b, dx2b)], [x1,x2]);
M atriks Jacobian sistem (2.51) pada titik (0,0)
> A6 = subs(ekui6[ 1], evalm(J6));
Nilai eigen dari matriks Jacobian sistem (2.51) pada titik (0,0)
> eigend6 = eigenvals(A6);
Sistem linierisasi dari sistem (2.51) di titik (0,0)
> dxllin = evalm(A6& matrix([[x1(¢)], [x2(1)]]))[1, 1];
dx2lin = evalm(A6& -matrix([[x1(¢)], [x2(2)]]))[2, 1];

M enentukan medan arah sistem linierisas
dfp6lin = dﬁeldplot[ {%xl(z) = dxllin, %xﬂt) = dx2lin}, {xI(1),

x2(4)},t=-3.3,x1 =-2.5.2.5,x2=-2.5 ..2.5) :

M enentukan orbit sistem linierisas pada nilai awal tertentu

> awal6lina = dsolve( {xl(O) =1,x2(0) =2, %xl(t) =dxllin,

%xZ(t) = delin}, {x1(1),x2(¢)}, typeInumericJ :
> . d ,
awal6linb = dsolve( {xl(()) =1,x2(0) =1.5, Ex](t) =dxllin,
%x2(t) =dx2liny, {x1(t),x2(t)}, typeInumeric] :
> . d .
awal6linc = dsolve( x1(0) =1,x2(0) =1, Ex](t) = dxllin,
%xZ(t) =dx2liny, {x1(t),x2(¢t)}, type=numeric] :
> . d )
awal6lind = dsolve( x1(0)=1,x2(0) =0.5, Ex](t) =dxllin,
%xZ(t) =dx2liny, {x1(t),x2(¢t)}, type=numeric] :
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M enggambar kan or bit sistem linierisasi pada nilai awal tertentu

> gbrawalblina == odeplot(awal6lina, [ [x1(t), x2(¢)]], 0..10, color
= blue, thickness =3

> gbrawal6linb := odeplot(awal6linb, [ [x1(1),x2(¢)]], 0..10, color

= blue, thickness=3) :

> gbrawalblinc = odeplot(awal6linc, [[xI( t),x2(£)]],0..10, color

= blue, thickness=3) :

—_ o ~—~ ~

> gbrawal6lind == odeplot(awal6lind, [ [x1(t), x2()]],0 .10, color
= blue, thickness=3) :

Gambar potret fase sistem linierisasi
display( gbrawal6lina, gbrawal6linb, gbrawalblinc, gbrawalblind,

dfp6lin, tickmarks = [0, 0], labels = [xl, x2])

b) M enentukan potret fase sistem (2.51) melalui sistem aslinya

M enentukan medan arah sistem (2.51)

> dfp6 = dfieldplot({sistem6}, {xI(t),x2(¢)},t=-3.3,x] =-1.1,x2=
-1.1):

M enentukan orbit sistem (2.51) pada nilai awal tertentu

> awalba = dsolve({x1(0) =1,x2(0) = 1, sistem6}, {xI(¢),x2(¢) }, type

= numeric) :

> awal6b = dsolve({xI1(0) = 1,x2(0) =-1, sistem6}, {x1(t), x2(¢)},
type = numeric) :

> awalbe = dsolve({x1(0) =-1,x2(0) = 1, sistem6}, {x1(t), x2(t) },
type = numeric) :

> awal6d = dsolve({x1(0) =-1,x2(0) =-1, sistem6}, {xI(t),x2(¢)},
type = numeric) :

M enggambar kan orbit sistem (2.51) pada nilai awal tertentu

> gbrawal6a = odeplot(awal6a, [[x1(t),x2(t)]],0.20, color = blue,
thickness=13) :

> gbrawal6b = odeplot(awal6b, [[x1(t), x2(t)]],0..20, color = blue,
thickness=3) :

> gbrawaléc = odeplot(awalée, [[x1(t), x2(2)]],0..20, color = blue,
thickness=13) :

> gbrawal6d = odeplot(awal6d, [ [x1(t),x2(¢)]],0..20, color= blue,
thickness=13) :

Gambar potret fase sistem (2.51)

display( gbrawal6a, gbrawal6b, gbrawal6c, gbrawal6d, dfp6, tickmarks
=1[0,0], labels = [xl,xz])
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Lampiran 8. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem persamaan
diferensial (2.54) dan sistem linierisasinya

> with(DEtools) : with(plots) : with(linalg) :
> dxlc i=-x2 + (x1* +x22) xI; dx2c == xI + (xI* + x2%) -x2;
sist7 = matrix([[subs(x! = x1(2),x2 =x2(t), eval(dxic))], [subs(x]
=x1(1),x2=x2(t), eval(dx2c))1]);
Sistem per samaan diferensial (2.54)
> sistem7 = %x](t) =sist7[1,1], %x2(t) =sist7[2,1];
Titik ekuilibrium sistem (2.54)
> ekui7 = solve( {dxlc =0, dx2c=0},[x1,x2]);
a) Menentukan potr et fase sistem (2.54) melalui sistem linierisasinya
M atriks Jacobian sistem (2.54)
> J7 == jacobian([dxIc,dx2c], [x1,x2]);
M atriks Jacobian sistem (2.54) pada titik (0,0)
> A7 == subs(ekui7[ 1], evalm(J7));
Nilai eigen dari matriks Jacobian sistem (2.54) pada titik (0,0)
> eigenA7 := eigenvals(A7);
Sistem linierisasi dari sistem (2.54) di titik (0,0)
> dxllinb = evalm(A78& matrix([[x1(¢)], [x2(:)1]))[1, 1];
dx2linb = evalm(A7& -matrix([[x1(2)], [x2(¢)]1]))[2,1];
M enentukan medan arah sistem linierisas

dfp7lin = dﬁeldplot( {%xl(r) = dx1linb, %x2(r) = deIinb},
{x1(#),x2(¢)},t=-3.3,x1 =-2.5.2.5,x2=-2.5 ..2.5) :

M enentukan orbit sistem linierisas pada nilai awal tertentu

> awal7lina == dsalve( {xl(O) =1,x2(0) =2, %xl(t) = dx1linb,

ix2(t) = dx2linb}, {x1(¢t),x2(¢t)}, type= numeric) :

dr
> . d ,
awal7linb = dsalve( {xl(O) =1,x2(0) = 1.5, Ex](t) = dx1linb,
%xZ(t) = deIinb}, {x1(1),x2(¢)}, type= numeric) :
> . d .
awal7linc = dsolve( x1(0) =1,x2(0) =1, Ex](t) = dx1linb,
%xZ(t) =dx2linb}, {x1(t),x2(t)}, type = numeric) :
> . d ,
awal7lind = dsolve( x1(0) =1,x2(0) =0.5, Ex](t) = dx1linb,

%xZ(t) =dx2linb}, {x1(t),x2(t)}, type= numeric) :
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M enggambar kan or bit sistem linierisasi pada nilai awal tertentu

> gbrawal7lina == odeplot(awal7lina, [ [x1(t), x2(¢)]], 0..10, color
= blue, thickness =3

> gbrawal7linb = odeplot(awal7linb, [ [x1(1),x2(¢)]], 0..10, color

= blue, thickness=3) :

> gbrawal7linc = odeplot(awal7linc, [[xI( t),x2(£)]],0..10, color

= blue, thickness=3) :

—_ o ~—~ ~

> gbrawal7lind == odeplot(awal7lind, [ [x1(t), x2()]],0..10, color
= blue, thickness=3) :

Gambar potret fase sistem linierisasi
display( gbrawal7lina, gbrawal7linb, gbrawal7linc, gbrawal7lind,

dfp7lin, tickmarks = [0, 0], labels = [xl, x2])

b) M enentukan potret fase sistem (2.54) melalui sistem aslinya

M enentukan medan arah sistem (2.54)

Z dfp7 = dfieldplot({sistem7}, {xI(t),x2(¢)},t=-3.3,x] =-1.1,x2 =
-1.1):

M enentukan or bit sistem (2.54) pada nilai awal tertentu

> awal7a = dsolve({xI1(0) =1,x2(0) = 1, sistem7}, {xI(¢),x2(¢) }, type

= numeric) :

> awal7b = dsolve({xI1(0) = 1,x2(0) =-1, sistem7}, {x1(t), x2(¢)},
type = numeric) :

> awal7c = dsolve({x1(0) =-1,x2(0) = 1, sistem7}, {x1(t), x2(t) },
type = numeric) :

> awal7d = dsolve({x1(0) =-1,x2(0) =-1, sistem7}, {xI(¢),x2(¢)},
type = numeric) :

M enggambar kan orbit sistem (2.54) pada nilai awal tertentu

> gbrawal7a = odeplot(awal7a, [[x1(t),x2(t)]],-10 .0, color = blue,
thickness=13) :

> gbrawal7b := odeplot(awal7b, [ [x1(t),x2(t)]],-10 .0, color = blue,
thickness=3) :

>

gbrawal7c = odeplot(awal7c, [ [x1(t),x2(t)]],-10 ..0, color = blue,
thickness=13) :

> gbrawal7d = odeplot(awal7d, [[x1(t),x2(¢)]],- 10 .0, color = blue,
thickness=13) :

Gambar potret fase sistem (2.54)

display( gbrawal7a, gbrawal7b, gbrawal7c, gbrawal7d, dfp7, tickmarks
=1[0,0], labels = [xl,xz])
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Lampiran 9. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem hasil kali
(3.5)

> with(DEtools) : with(plots) :
M enentukan medan arah sistem hasil kali (3.5)
dfp8 = dﬁeldplot( {%x](t) =1, %xZ(t) =—1}, (xI(£),x2(0)}, =
-3.3,x1=-2.5.2.5x2=-25.2.5, arrows = small] :

M enentukan or bit sistem hasil kali (3.5) pada nilai awal tertentu
d 4 _
Ex](t) =1, m x2(t)

-1 }, {x1(2),x2(t)}, type = numeric, method = classical) :

awal8a = dsolve[ {xl(O) =2,x2(0) =2,

> — _ 1L =1L o=
awal8b = dsolve[ {x] =1,x2(0) =1, & xI(t) =1, m x2(t)
—1}, {x1(2),x2(t)}, type = numeric, method = classical) :
> d d
awal8c¢ = dsolve| {x1(0) =0,x2(0) =0, Ex](t) =1, Ex2(t) =
=14, {xI(t),x2(t) }, type = numeric, method = classical) :
> d d
awal8d = dsolve| {x1(0) =-1,x2(0) =-1, Ex](t) =1, ExZ(t) =
=14, {xI(¢),x2(t) }, type = numeric, method = classical) :
> d d
awal8e = dsolve| {x1(0) =-2,x2(0) =-2, Ex](t) =1, ExZ(t) =

- 1}, {x1(¢),x2(¢)}, type = numeric, method = classical) :

M enggambar kan orbit sistem hasil kali (3.5) pada nilai awal tertentu
> gbrawal8a = odeplot(awal8a, [[x1(t), x2(t)]],-0.6..0.6, color
= blue, thickness=3) :

> gbrawal8b = odeplot(awal8h, [[x1(t), x2(t)]],-1.6..1.6, color
= blue, thickness=3) :

\%

gbrawal8c = odeplot(awal8c, [ [x1(t),x2(t)]],-2.6..2.6, color
= blue, thickness=13) :

> gbrawal8d = odeplot(awal8d, [ [x1(t),x2(t)]],-1.6..1.6, color
= blue, thickness=3) :

\%

gbrawal8e = odeplot(awal8e, [ [x1(t),x2(t)]],-0.6..0.6, color
= blue, thickness=3) :

Gambar potret fase sistem hasil kali (3.5)

display( gbrawal8a, gbrawal8bh, gbrawal8c, gbrawal8d, gbrawalSe,
dfp8, tickmarks = [0, 0], labels = [xl, xz])
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Lampiran 10. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem hasil kali
(3.12)

> with(DEtools) : with(plots) :
M enentukan medan arah sistem hasil kali (3.12)

dfp9 = dﬁeldplot( {%xl(l) _—— %xZ(t) =-2}, c1(1),

x2(1)},t=-3.3,x1=-2.5.2.5,x2=-2.5.2.5, arrows = small] :

M enentukan orbit sistem hasil kali (3.12) pada nilai awal tertentu

awal9a = dsolve( {xl(O) =2,x2(0) =2, %xl(t) =-xI(t), %x2(f

=—2}, {x1(t),x2(¢)}, type = numeric, method = classical) :
d
awal9b = dsolve| {x1(0) =1,x2(0) =-1, Exl(t) =-x1(1),
% x2(¢) =—2}, {x1(2),x2(t)}, type = numeric, method
= classical] :
d d :
awal9c¢ = dsolve| {x1(0) =0,x2(0) =0, Ex](t) =-x1(1), ExZ(t,
=—2}, {x1(¢t),x2(¢t)}, type = numeric, method = classica[) :

g awal9d = dsolve( x1(0) =-1,x2(0) =-1, % xI(t) =-xI(1),
% x2(z) =—2}, {x1(1),x2(¢)}, type = numeric, method
= classical] :

g awal9e = dsolve[{x](O) =-2,x2(0) =2, %xl(r) =-xI(1),
% x2(t) =—2}, {x1(¢),x2(¢)}, type = numeric, method

= classical ] :

M enggambar kan orbit sistem hasil kali (3.12) pada nilai awal tertentu

> gbrawal9a := odeplot(awal9a, [ [x1(t),x2(t)]],-0.25 .2.4, color
= blue, thickness=3) :

> gbrawal9b = odeplot(awal9b, [ [x1(t),x2(t)]],-1..0.9, color = blue,
thickness=13) :

> gbrawal9c = odeplot(awal9c, [ [x1(t), x2(t)]],-1.3..1.4, color
= blue, thickness=3) :

> gbrawal9d := odeplot(awal9d, [ [x1(t),x2(t)]],-1..0.9, color = blue,
thickness=3) :
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> gbrawal9e = odeplot(awal9e, [ [x1(t), x2(t)]],-0.25 ..2.4, color
= blue, thickness=3) :

Gambar potret fase sistem hasil kali (3.12)

display( gbrawal9a, gbrawal9b, gbrawal9c, gbrawal9d, gbrawale,
dfp9, tickmarks = [0, 0], labels = [xl, x2])
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Lampiran 11. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem hasil kali
(3.19)

> with(DEtools) : with(plots) : with(linalg) :

> dxld = -xI; dx2d = -x2;

> sist]0 == matrix([[subs(xI =x1(t),x2 =x2(t), eval(dxid))],
[subs(xI =x1(t),x2=x2(t), eval(dx2d))]]);

Sistem hasil kali (3.19)

> sisteml0 = %xl(t) =sistl0[1,1], %xZ(t) =sist10[2,1];

Titik ekuilibrium sistem hasil kali (3.19)

> ekuil0 = solve( {dxId =0, dx2d =0}, [xI,x2]);

M enentukan medan arah sistem hasil kali (3.19)

> dfpl0 = dfieldplot({sistem10}, {xI(¢),x2(¢)},t=-3.3,x] ==2.2,x2
=-2.2, arrows = small) :

M enentukan or bit sistem hasil kali (3.19) pada nilai awal tertentu

> awallOa = dsolve({x1(0) =2,x2(0) =2, sistem10}, {xI(t),x2(1)},

type = numeric, method = classical) :

> awallOb = dsolve({x1(0) =-2,x2(0) =-2, sistem10}, {x1(t), x2(t)},
type = numeric, method = classical) :

> awallOc = dsolve({x1(0) =-2,x2(0) =2, sistem10}, {xI1(t),x2(1)},
type = numeric, method = classical)

> awall0d = dsolve({x1(0) =2,x2(0) =-2, sistem10}, {x1(¢),x2(¢)},
type = numeric, method = classical) :

> awallOe == dsolve({x1(0) =2,x2(0) =0, sistem10}, {x1(t), x2(t)},
type = numeric, method = classical) :

> awallOf = dsolve({x1(0) =0,x2(0) =2, sistem10}, {x1(t),x2(t)},
type = numeric, method = classical) :

> awallOg = dsolve({x1(0) =-2,x2(0) =0, sistem10}, {x1(¢),x2(¢)},
type = numeric, method = classical) :

> awallOh = dsolve({x1(0) =0,x2(0) =-2, sistem10}, {x1(¢), x2(t)},
type = numeric, method = classical) :

M enggambar kan orbit sistem hasil kali (3.19) pada nilai awal tertentu

> gbrawallOa = odeplot(awallOa, [ [x1(1),x2(1)]], 0.7, color= blue,
thickness=13) :

> gbrawallOb = odeplot(awall0b, [ [x1(¢),x2(£)]], 0.7, color = blue,
thickness=13) :

> gbrawallOc = odeplot(awallOc, [[x1(t),x2(t)]],0..7, color= blue,
thickness=3) :

> gbrawall0d = odeplot(awall0d, [ [x1(1),x2(1)]],0..7, color= blue,
thickness=13) :
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> gbrawallOe := odeplot(awallOe, [[x1(t),x2(£)]],0..7, color = blue,

thickness=3) :

= gbrawall(f == odeplot(awal10f, [ [x1(t),x2(1)]],0..7, color = blue,
thickness=3) :

>

gbrawall0g = odeplot(awallOg, [ [x1(t),x2(t)]],0..7, color = blue,
thickness=13) :

> gbrawallOh = odeplot(awallOh, [ [x1(¢),x2(£)]], 0.7, color = blue,
thickness=13) :

Gambar potret fase sistem hasil kali (3.19)

display( gbrawallOa, gbrawall0b, gbrawallOc, gbrawall(d,
gbrawallOe, gbrawall 0f, gbrawall0g, gbrawallOh, dfp10,
tickmarks = [0, 0], labels = [xl, xz])
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Lampiran 12. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem hasil kali
(3.27)

> with(DEtools) : with(plots) : with(linalg) :

> drle = xI?; dx2e = x22;

> sistl] = matrix([[subs(xI =x1(t),x2 =x2(t), eval(dxle))], [subs(x.
=xI(t),x2=x2(t), eval(dx2e))]1]);

Sistem hasil kali (3.27)

> sisteml] = %xl(r) =gsistlI1,1], %xZ(t) =sistl1[2,1];

Titik ekuilibrium sistem hasil kali (3.27)

> ekuill == solve( {dxle=0,dx2e=0},[xI,x2]);

M enentukan medan arah sistem hasil kali (3.27)

> dfpll = dfieldplot({sistem11}, {xI(¢),x2(£)},t=-3.3,x] ==2.2,x2
=-2..2, arrows = small) :

M enentukan orbit sistem hasil kali (3.27) pada nilai awal tertentu

> awallla = dsolve({xI(0) =2,x2(0) =2, sistem11}, {xI(t),x2()},

type = numeric, method = classical) :

2 awalllb = dsolve({xI1(0) =-2,x2(0) =-2, sistem11}, {x1(z),x2(t)},
type = numeric, method = classical)

> awalllc = dsolve({x1(0) =-2,x2(0) = 0.3, sistem11}, {x1(¢),
x2(t)}, type = numeric, method = classical) :

> awallld = dsolve({x1(0)=0.3,x2(0) =-2, sistem11}, {xI(t),
x2(t) }, type = numeric, method = classical) :

> awallle == dsolve({x1(0) =-0.5,x2(0) =-2, sistem11}, {xI(t),
x2(t) }, type = numeric, method = classical) :

> awalllf = dsolve({x1(0) =-2,x2(0) =-0.5, sistem11}, {xI(t),
x2(t)}, type = numeric, method = classical) :

> awalllg = dsolve({x1(0)=2,x2(0) = 0.5, sisteml1}, {x1(1),x2(1)},
type = numeric, method = classical) :

\

awalllh = dsolve({x1(0) =0.5,x2(0) =2, sistemI1}, {x1(t),x2(¢)},
type = numeric, method = classical)
M enggambar kan or bit sistem hasil kali (3.27) pada nilai awal tertentu
> gbrawallla == odeplot(awallla, [[x1(t),x2(¢)]],-40 .0, color
= blue, thickness=3) :

> gbrawalllb = odeplot(awallIb, [ [x1(1),x2(1)]], 0..40, color= blue,
thickness=3) :

> gbrawalllc = odeplot(awalllc, [[x1(t),x2(t)]],0.2.85, color
= blue, thickness=3) :

> gbrawallld == odeplot(awallld, [[x1(¢),x2()]],0.2.85, color
= blue, thickness=3) :
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> gbrawallle = odeplot(awallle, [[x1(t),x2(£)]],0..15, color = blue,
thickness=3) :

> gbrawalllf = odeplot(awallIf; [ [xI(t), x2(t)]],0..15, color = blue,
thickness=3) :

> gbrawalllg = odeplot(awalllg, [[x1(t),x2(£)]],-15 ..0, color
= blue, thickness=3) :

> gbrawalllh = odeplot(awalllh, [[x1(t),x2(¢)]],-15 ..0, color
= blue, thickness=3) :
Gambar potret fase sistem hasil kali (3.27)
display( gbrawallla, gbrawall 1b, gbrawall Ic, gbrawall ld,
gbrawall le, gbrawall If, gbrawalllg, gbrawall 1h, dfpl1,
tickmarks = [0, 0], labels = [xl, xz])
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Lampiran 13. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem hasil kali
(3.34) dan mencari nilai eigen dari matriks Jacobian pada titik ekuilibriumnya

> with(DEtools) : with(plots) : with(linalg) :

> dxlf=-xI; dx2f = x2-(1 —x2);

> sist]2 == matrix([[subs(xI =x1(t),x2 =x2(t), eval(dxlf) ) ],
[subs(xI =x1(t),x2=x2(t), eval(dx2f)) 1])

Sistem hasil kali (3.34)

> sisteml2 = %xl(t) =sistI2[1,1], %xZ(z) =sist12[2,1];

Titik ekuilibrium sistem hasil kali (3.34)

> ekuil2 == solve( {dxIf=0,dx2f= 0}, [xI,x2]);

M atriks Jacobian sistem (3.34)

> JI12 := jacobian([dxIf, dx2f], [xI,x2]);

M atriks Jacobian sistem (3.34) pada titik (0,0)

> Al2a := subs(ekuil2[1], evalm(J12));

M atriks Jacobian sistem (3.34) pada titik (0,1)

> AI12b = subs(ekuil2[2], evalm(J12))

Nilai eigen dari matriks Jacobian sistem (3.34) pada titik (0,0)

> eigenAl2a = eigenvals(A12a);

Nilai eigen dari matriks Jacobian sistem (3.34) pada titik (0,1)

> eigend12b = eigenvals(A12b);

M enentukan medan arah sistem (3.34)

> dfpl2 = dfieldplot({sistem12}, {x1(t),x2(t)},t=-3.3,x] =-2.5
.2.5,x2=-2.5.2.5, arrows = small) :

M enentukan or bit sistem (3.34) pada nilai awal tertentu

> awall2a = dsolve({xI(0) =2,x2(0) =2, sistem12}, {xI(t),x2()},
type = numeric, method = classical) :

> awall2b = dsolve({x1(0) =2,x2(0) = 0.1, sistem2}, {x1(z), x2(¢) },
type = numeric, method = classical) :

> awall2c = dsolve({x1(0) =-2,x2(0) = 0.1, sistem12}, {x1(t),
x2(t) }, type = numeric, method = classical) :

> awall2d = dsolve({x1(0) =-2,x2(0) =2, sistem12}, {x1(1),x2(1)},
type = numeric, method = classical) :

2 awall2e == dsolve({x1(0) =2,x2(0) =-0.1, sistem12}, {x1(z),
x2(t) }, type = numeric, method = classical) :

awall2f = dsolve({x1(0) =-2,x2(0) =-0.1, sistemi2}, {xI(t),
x2(t)}, type = numeric, method = classical) :

M enggambar kan or bit sistem (3.34) pada nilai awal tertentu

> gbrawall2a = odeplot(awall2a, | [x1(1),x2(¢)]],-0.2..6, color

= blue, thickness=3) :

> gbrawall2b := odeplot(awall2b, [[x1(1),x2(¢)]],-0.25 ..6, color
= blue, thickness=3) :

B

\
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> gbrawall2c = odeplot(awall2c, [[x1(t),x2(£)]],-0.25 ..6, color
= blue, thickness=3) :

> gbrawall2d = odeplot(awall2d, [ [x1(1),x2(¢)]],-0.2 .6, color
= blue, thickness=3) :

\

gbrawall2e = odeplot(awall2e, [[x1(t),x2(t)]],-0.25..2.08, color
= blue, thickness=3) :

\

gbrawall2f = odeplot(awall2f, [ [x1(t),x2(¢)]],-0.25..2.08, color
= blue, thickness=3) :

Gambar potret fase sistem (3.34)

display( gbrawall2a, gbrawall2b, gbrawall2c, gbrawall2d,
gbrawall2e, gbrawall 2f, dfp12, tickmarks = [ 0, 0], labels = [xl,

5])
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Lampiran 14. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem hasil kali
(3.41) dan mencari nilai eigen dari matriks Jacobian pada titik ekuilibriumnya

> with(DEtools) : with(plots) : with(linalg) :

> dxlg == xI1-(1—xI); dx2g = x2-(1 — x2);

> sist]3 == matrix([[subs(xI =x1(t),x2 =x2(t), eval(dxlg))],
[subs(xI =x1(t),x2=x2(t), eval(dx2g))]1]);

Sistem hasil kali (3.41)

> sisteml3 = %xl(t) =sistI3[1,1], %xZ(t) =sist13[2,1];

Titik ekuilibrium sistem hasil kali (3.41)

> ekuil3 = solve( {dxIg=0,dx2g =0}, [xI,x2]);

Matriks Jacobian sistem (3.41)

> J13 := jacobian([dxlg, dx2¢g], [x1,x2]);

M atriks Jacobian sistem (3.41) pada titik (0,0)

> Al3a := subs(ekuil3[1], evalm(J13));

M atriks Jacobian sistem (3.41) pada titik (1,0)

> AI3b := subs(ekuil3[2], evalm(J13))

M atriks Jacobian sistem (3.41) pada titik (0,1)

> Al3c := subs(ekuil3[3], evalm(J13))

M atriks Jacobian sistem (3.41) pada titik (1,1)

> A13d = subs(ekuil3[4], evalm(J13))

Nilai eigen dari matriks Jacobian sistem (3.41) pada titik (0,0)

> eigendl3a = eigenvals(A13a);

Nilai eigen dari matriks Jacobian sistem (3.41) pada titik (1,0)

> eigend13b := eigenvals(A13Db);

Nilai eigen dari matriks Jacobian sistem (3.41) pada titik (0,1)

> eigendl3c = eigenvals(A13c);

Nilai eigen dari matriks Jacobian sistem (3.41) pada titik (1,1)

> eigenAl3d = eigenvals(A13d);

M enentukan medan arah sistem (3.41)

> dfpl3 = dfieldplot({sistemi3}, {xI(¢),x2(f)}, t=-3.3,x] =-0.5
.1.5,x2=-0.5..1.5, arrows = small) :

M enentukan or bit sistem (3.41) pada nilai awal tertentu

> awall3a = dsolve({x1(0) =0.5,x2(0) = 0.25, sistem13}, {x1(t),
x2(t) }, type = numeric, method = classical) :

> awall3b = dsolve({x1(0) =0.25,x2(0) = 0.5, sistem13}, {x1(1),
x2(t) }, type = numeric, method = classical) :

> awall3c == dsolve({x1(0) =0,x2(0) = 0.5, sistem13}, {xI(t),x2(¢)},
type = numeric, method = classical)

> awall3d = dsolve({x1(0)=0.5,x2(0
type = numeric, method = classical

> awall3e == dsolve({x1(0) =1,x2(0) = 0.5, sistem13}, {xI(t), x2()},
type = numeric, method = classical) :

=0, sisteml3}, {x1(t),x2(t)},

)
)
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>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

awall3f = dsolve({x1(0) =0.5,x2(0) = 1, sistem13}, {x1(¢t),x2(¢)},
type = numeric, method = classical) :

awall3g = dsolve({x1(0) =1.5,x2(0) = 0.1, sistem13}, {xI(t),
x2(t) }, type = numeric, method = classical) :

awall3h = dsolve({x1(0) =0.5,x2(0) = 0.5, sistem13}, {xI(t),
x2(t) }, type = numeric, method = classical) :

awall3i = dsolve({x1(0) =1.5,x2(0) = 1.5, sistem13}, {x1(t),
x2(t) }, type = numeric, method = classical) :

awall3j = dsolve({x1(0) =-0.5,x2(0) =-0.5, sistem13}, {x1(¢),
x2(t) }, type = numeric, method = classical) :

awall3k := dsolve({x1(0) =0.1,x2(0) = 1.5, sistem13}, {x1(t),
x2(t) }, type = numeric, method = classical) :

awall3l = dsolve({x1(0) =-0.1,x2(0) = 1.5, sistem13}, {x1(t),
x2(t)}, type = numeric, method = classical) :

awall3m = dsolve({x1(0) =-0.5,x2(0) =0.9, sistem13}, {xI(¢),
x2(t) }, type = numeric, method = classical) :

awall3n = dsolve({x1(0) =0.9,x2(0) =-0.5, sistem13}, {x1(t),
x2(t) }, type = numeric, method = classical) :

awall3o = dsolve({x1(0) =1.5,x2(0) =-0.1, sistem13}, {x1(t),
x2(t)}, type = numeric, method = classical) :

awall3p = dsolve({x1(0) =-0.5,x2(0) = 1, sistem13}, {x1(t),
x2(t) }, type = numeric, method = classical) :

awall3q = dsolve({x1(0) =0,x2(0) = 1.5, sistem13}, {xI(¢t),x2(1) },
type = numeric, method = classical) :

awall3r == dsolve({x1(0) = 1,x2(0) = 1.5, sistem13}, {x1(t),x2(t) },
type = numeric, method = classical) :

awall3s = dsolve({x1(0) = 1.5,x2(0) = 1, sistemi3}, {x1(¢t),x2(z)},
type = numeric, method = classical) :

awall 3t = dsolve({x1(0) =1.5,x2(0) =0, sistem13}, {x1(¢),x2(¢)},
type = numeric, method = classical) :

awall3u = dsolve({x1(0) =1,x2(0) =-0.5, sistem13}, {xI(t),
x2(t)}, type = numeric, method = classical) :

awall3v = dsolve({x1(0) = 0,x2(0) =-0.5, sistem13}, {x1(t),
x2(t)}, type = numeric, method = classical) :

awall3w = dsolve({x1(0) =-0.5,x2(0) =0, sistem13}, {xI(t),
x2(t)}, type = numeric, method = classical) :
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M enggambar kan or bit sistem (3.41) pada nilai awal tertentu

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

gbrawall3a = odeplot(awall3a, [[x1(t),x2(¢t)]],-6..6, color = blue,
thickness=3) :

gbrawall3b = odeplot(awall3b, [ [x1(t),x2(t)]],-6..6, color = blue,
thickness=3) :

gbrawall3c = odeplot(awall3c, [[x1(t),x2(t)]],-6..6, color = blue,
thickness=13) :

gbrawall3d = odeplot(awall3d, [[x1(t),x2(¢t)]],-6..6, color = blue,
thickness=3) :

gbrawall3e := odeplot(awall3e, [ [x1(t),x2(t)]],-5 ..6, color = blue,
thickness=3) :

gbrawall3f := odeplot(awall3f, [ [x1(t),x2(¢)]],-5..5, color = blue,
thickness=13) :

gbrawall3g := odeplot(awall3g, [[x1(t),x2(¢t)]],0..5, color = blue,
thickness=3) :

gbrawall3h = odeplot(awall3h, [ [x1(t),x2(¢)]],-5..5, color = blue,
thickness=3) :

gbrawall3i = odeplot(awall3i, [ [x1(t),x2(¢)]],0..5, color = blue,
thickness=13) :

gbrawall3j = odeplot(awall3j, [ [x1(t),x2(t)]],-5..0, color = blue,
thickness=3) :

gbrawall3k := odeplot(awall3k, [[xI(t),x2(t)]],0..5, color= blue,
thickness=3) :

gbrawall3l := odeplot(awall3l, [[x1(t),x2(¢)]],0..1.3, color = blue,
thickness=13) :

gbrawall3m = odeplot(awall3m, [[x1(t),x2(t)]],-5..0, color
= blue, thickness=3) :

gbrawall3n = odeplot(awall3n, [ [x1(t),x2(¢)]],-5..0, color = blue,
thickness=3) :

gbrawall3o = odeplot(awall3o, [[x1(t),x2(¢)]],0..1.3, color
= blue, thickness=3) :

gbrawall3p = odeplot(awall3p, [[x1(t),x2(t)]],-4..0, color = blue,
thickness=13) :

gbrawall3q = odeplot(awall3q, [ [x1(t),x2(t)]],0..4, color = blue,
thickness=13) :

gbrawall3r == odeplot(awall3r, [ [x1(t),x2(¢)]],0..4, color = blue,
thickness=3) :

gbrawall3s == odeplot(awall3s, [ [x1(t),x2(¢)]],0..4, color = blue,
thickness=13) :
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> gbrawall3t = odeplot(awall3t, [ [xI(t), x2(t)]], 0.4, color= blue,
thickness=13) :

> gbrawall3u == odeplot(awall3u, [[x1(1),x2(t)]],-4..0, color = blue,
thickness=13) :

> gbrawall3v = odeplot(awall3v, [[x1(t),x2(t)]],-4..0, color = blue,
thickness=3) :

> gbrawall3w = odeplot(awall3w, [[x1(t),x2(t)]],-4..0, color
= blue, thickness=3) :

Gambar potret fase sistem (3.41)

>

display( gbrawall3a, gbrawall3b, gbrawall 3c, gbrawall3d,
gbrawall3e, gbrawall 3f, gbrawall 3g, gbrawall 3h, gbrawall 31,
gbrawall3j, gbrawall 3k, gbrawall3l, gbrawall3m, gbrawall 3n,
gbrawall3o, gbrawall3p, gbrawall3q, gbrawall 3r, gbrawall 3s,
gbrawall 3t, gbrawall3u, gbrawall3v, gbrawall3w, dfp13,
tickmarks = [0, 0], labels = [xl, xz])
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Lampiran 15. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem hasil kali
(3.60)

> with(DEtools) : with(plots) :
M enentukan medan arah sistem (3.59) atau (3.60)

dfpl4 = dﬁeldplot( {%xl(l) ——x2(0), %xZ(l) —x1(1) } 1(0),

x2(1)},t=-3.3,x1=-2.5.2.5,x2=-2.5.2.5, arrows = small] :

M enentukan orbit sistem (3.59) atau (3.60) pada nilai awal tertentu
awall4a = dsolve[ {x](O) =1.5,x2(0) = 1.5, %xl(r) =-x2(1),

% x2(2) =x1(1) }, {x1(2),x2(¢)}, type = numeric, method

= c[assical] :
awall4b = dsolve( {x](O) =1,x2(0) =1, %xl(z) =-x2(1),
% x2(t) = x1(¢) }, {xI(t),x2(¢t)}, type = numeric, method

= classical] :

>
awall4c = dsolve( {xl(O) =0.5,x2(0) =0.5, %xl(t) =-x2(1),
% x2(t) =x1(1) }, {x1(2),x2(¢)}, type = numeric, method

= classical ] :

M enggambar kan orbit sistem (3.59) atau (3.60) pada nilai awal tertentu
> gbrawall4a == odeplot(awall4a, [ [x1(¢),x2(1)]],-3.2.3.2, color
= blue, thickness=13) :
> gbrawall4b = odeplot(awall4b, [[x1(t),x2(t)]],-3.2.3.2, color
= blue, thickness=3) :
> gbrawall4c = odeplot(awall4c, | [x1(1),x2(1)]],-3.2..3.2, color
= blue, thickness=3) :
Gambar potret fase sistem (3.59) atau (3.60)
display( gbrawall4a, gbrawall4b, gbrawall4c, dfp14, tickmarks = [0,
0], labels = [xl,xz])
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Lampiran 16. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem hasil kali
(3.62)

> with(DEtools) : with(plots) :
M enentukan medan arah sistem (3.61) atau (3.62)
dfpl5 = dﬁeldplot( {%xl(t) —xI (1) -x2(1), %xZ(t) —x1(1)

—x2(t) }, {x1(2),x2(t)},t=-3.3,x1 =-2.5.2.5,x2=-2.5.2.5,
arrows = small ) :

M enentukan orbit sistem (3.61) atau (3.62) pada nilai awal tertentu

> d
awallSa = dsolve({x](O) =2.5,x2(0) =-0.5, Ex](t) =-xI(t)
-x2(1), %xZ(t) =xI(1) —x2(t)}, {x1(2),x2(¢)}, type

= numeric, method = classical] :

g awall5b = dsolve( {x](O) =0.5,x2(0) =2.5, %xl(l) =-x1(t)
“x2(), %xZ(t) —x1(1) —x2(t)}, el (6), x2(0) }, tvpe
= numeric, method = classical ) :

g awall5c == dsolve( {x](O) =-2.5,x2(0)=0.5, %xl(t) =-x1I(t)
-x2(1), %xZ(t) =x1(1) —x2(t)}, {x1(¢),x2(2)}, type
= numeric, method = classicalj :

>

awall5d == dsolve({x](O) =-0.5,x2(0) =-2.5, %xl(t) =-xI(t)

-x2(1), %x2(t) =x1(1) —x2(t)}, {x1(t),x2(¢)}, type

= numeric, method = classical ] :

M enggambar kan orbit sistem (3.61) atau (3.62) pada nilai awal tertentu
> gbrawall5a == odeplot(awallsa, [ [x1(1),x2(1)]], 0.8, color= blue,
thickness=73) :

> gbrawall5b = odeplot(awall5b, [[x1(¢),x2(£)]], 0.8, color = blue,
thickness=13) :

> gbrawall5c = odeplot(awall5c, [ [x1(t),x2(1)]],0..8, color= blue,
thickness=3) :

gbrawall5d = odeplot(awall5d, [ [x1(t),x2(¢)]],0..8, color = blue,
thickness=13) :

\
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Gambar potret fase sistem (3.61) atau (3.62)
display( gbrawall5a, gbrawall5bh, gbrawall5c, gbrawall5d, dfpl5,
tickmarks = [0, 0], labels = [xl, xz])
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Lampiran 17. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem hasil kali
(3.64)

> with(DEtools) : with(plots) : with(linalg) :
> dxlh = x2 4 x1-(1 —x1* —x2%);
dx2h = -xI +x2-(1 —x1* —x2%);

> sist]6 = matrix([[subs(xI =x1(t),x2 =x2(t), eval(dx1h))],
[subs(xI =xI(t),x2=x2(t), eval(dx2h))]1]);

> sisteml6 = %xl(r) =sistl6[1,1], %xﬂt) =sist16[2,1];

M enentukan medan arah sistem (3.63) atau (3.64)
> dfpl6 = dfieldplot({sistem16}, {xI(¢),x2(t)},t=-3.3,x] ==2.2,x2
=-2.2, arrows = small) :
M enentukan or bit sistem (3.63) atau (3.64) pada nilai awal tertentu
> awall6a = dsolve({x1(0) =0.2,x2(0) = 0.2, sistem16}, {xI(t),
x2(t)}, type = numeric, method = classical) :

> awall6b = dsolve({xI(0) =2,x2(0) =2, sistem16}, {xI(t),x2()},
type = numeric, method = classical) :

> awall6c = dsolve({x1(0) =-2,x2(0) =2, sistem16}, {xI1(t),x2(1)},
type = numeric, method = classical)

> awall6d = dsolve({x1(0) =-0.2,x2(0) =-0.2, sistem16}, {xI(¢),
x2(t)}, type = numeric, method = classical) :

> awall6e = dsolve({x1(0) =-2,x2(0) =-2, sistem16}, {x1(1),x2(1)},
type = numeric, method = classical) :

\

awall 6f == dsolve({x1(0) =2,x2(0) =-2, sistem16}, {xI(¢t),x2(t)},
type = numeric, method = classical)
M enggambar kan or bit sistem (3.63) atau (3.64) pada nilai awal tertentu
> gbrawall6a = odeplot(awall6a, [[x1(t),x2(¢)]],-10 .5, color
= blue, thickness=3) :

> gbrawall6b = odeplot(awall6hb, | [x1(1),x2(1)]], 0.5, color= blue,
thickness=3) :

> gbrawall6c = odeplot(awallbe, [ [x1(t),x2(t)]],0..5, color= blue,
thickness=13) :

> gbrawall6d = odeplot(awall6d, [[x1(t),x2(t)]],-10 .5, color
= blue, thickness=3) :

> gbrawall6e = odeplot(awall6e, [[x1(t),x2(1)]],0..5, color= blue,
thickness=3) :

> gbrawall6f = odeplot(awall6f, [ [xI(t), x2(¢)]],0..5, color = blue,
thickness=13) :
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Gambar potret fase sistem (3.63) atau (3.64)

display( gbrawall 6a, gbrawall 6b, gbrawall 6¢, gbrawall6d,
gbrawallé6e, gbrawall 6f, dfp16, tickmarks = [0, 0], labels = [xl,

5])
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