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Sistem Hasil Kali Persamaan Diferensial Otonomus pada Bidang 

 

Oleh: 

Ericolion Maubrani 

10305141031 

 

ABSTRAK 

Persamaan diferensial skalar otonomus merupakan persamaan diferensial 
berdimensi satu yang variabel bebasnya tidak muncul secara eksplisit. Gabungan 
dua persamaan diferensial skalar otonomus menghasilkan sistem persamaan 
diferensial pada bidang. Penulisan tugas akhir ini bertujuan untuk mengetahui 
karakteristik dan kestabilan titik ekuilibrium pada sistem hasil kali persamaan 
diferensial otonomus pada bidang. 

Karakteristik sistem hasil kali dianalisis melalui sistem pada koordinat 
kartesius dan perubahan sistem tersebut pada koordinat polar. Kestabilan titik 
ekuilibrium pada sistem hasil kali dilihat dari potret fase masing-masing 
persamaan penyusunnya, potret fase sistem hasil kali, dan secara analisis untuk 
kasus titik ekuilibrium hiperbolik. Potret fase sistem hasil kali digambarkan 
berbantuan program Maple. 

Sistem hasil kali persamaan diferensial otonomus pada bidang merupakan 
gabungan dua persamaan diferensial skalar otonomus yang tidak bertautan. Sistem 
hasil kali pada bidang dibagi menjadi dua jenis, yaitu sistem hasil kali kartesius 
dan sistem hasil kali polar. Karakteristik dari sistem hasil kali yakni sistem hasil 
kali selalu dapat dirubah ke bentuk persamaan diferensial yang dapat dipisah. 
Titik ekuilibrium pada sistem hasil kali merupakan pasangan terurut dari titik 
ekuilibrium persamaan penyusunnya. Kestabilan titik ekuilibrium pada sistem 
hasil kali kartesius terlihat dari kestabilan titik ekuilibrium persamaan 
penyusunnya. 
 

Kata kunci: Sistem hasil kali, persamaan diferensial, otonomus, kestabilan titik 
ekuilibrium 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

A. Latar Belakang Masalah 

Model matematika pada umumnya dikembangkan untuk memahami 

fenomena pada persoalan fisika. Model tersebut terkadang berbentuk persamaan 

diferensial. Persamaan diferensial merupakan persamaan yang memuat satu atau 

beberapa turunan dari suatu fungsi yang tidak diketahui. Apabila variabel bebas 

dalam persamaan diferensial tidak muncul secara eksplisit, maka disebut 

persamaan diferensial otonomus, sedangkan apabila muncul secara eksplisit 

disebut persamaan diferensial tak otonomus (Nagle et al, 2012). 

Perilaku dari solusi persamaan diferensial (Blanchard et al, 2006) dapat 

diketahui melalui tiga pendekatan, yaitu pendekatan secara analitik, numerik, dan 

kualitatif. Pertama, pendekatan analitik merupakan pendekatan dengan mencari 

solusi dari persamaan diferensial secara eksplisit. Kedua, pendekatan numerik 

merupakan pendekatan dengan melakukan perhitungan secara aritmatik untuk 

menentukan taksiran solusi dari persamaan diferensial. Ketiga, pendekatan 

kualitatif merupakan suatu metode dengan menggunakan konsep geometri dalam 

mengetahui perilaku dari solusi persamaan diferensial. Contoh konsep geometri 

yang digunakan (Hale & Kocak, 1991) yaitu medan arah, trayektori, medan 

vektor, orbit, dan potret fase. Pendekatan analitik tidak dapat diterapkan pada 

persamaan diferensial pada umumnya, sebab terdapat persamaan diferensial yang 

solusinya sulit ditentukan secara eksplisit. Jika pendekatan analitik sulit 



2 

 

dilakukan, maka perilaku dari solusi persamaan diferensial dapat dilihat dengan 

pendekatan secara kualitatif. 

Persamaan diferensial otonomus yang berdimensi satu disebut persamaan 

diferensial skalar otonomus (Hale & Kocak, 1991). Persamaan diferensial ini 

dapat dicari solusinya secara eksplisit dengan menggunakan metode pemisah 

variabel atau melihat sifat solusinya dengan pendekatan secara kualitatif. Sistem 

persamaan diferensial merupakan sistem persamaan yang melibatkan lebih dari 

satu variabel terikat (Hirsch & Smale, 1974). Sistem persamaan diferensial (Hale 

& Kocak, 1991) dengan dua variabel terikat dapat dikatakan sebagai sistem 

persamaan diferensial pada bidang. Sistem persamaan diferensial terbagi menjadi 

dua, yaitu sistem linier dan sistem tak linier. Sistem linier telah dibahas oleh Nur 

Faida (2005) dalam skripsi berjudul Potret Fase Sistem Linier. Nur Faida 

menjelaskan tentang solusi, potret fase, dan tipe-tipe potret fase sistem linier. 

Kasus sistem tak linier telah dibahas oleh Cici Setyowati (2004) dalam skripsi 

berjudul Kestabilan dari Titik Kritis pada Sistem Otonomus Persamaan 

Diferensial Tak Linier. Cici Setyowati menjelaskan kestabilan dari titik kritis 

(titik ekuilibrium) pada sistem otonomus persamaan diferensial tak linier, serta 

linierisasi dari sistem tak linier. 

Pada skripsi ini dibahas mengenai sistem hasil kali persamaan diferensial 

otonomus pada bidang. Gabungan dari dua persamaan diferensial skalar otonomus 

yang tidak bertautan dan menginterpretasikan aliran dari dua variabel dalam 

bidang disebut sistem hasil kali persamaan diferensial otonomus pada bidang 

(Hale & Kocak, 1991: 185). Menurut (Hirsch & Smale, 1974) dua persamaan 



3 

 

diferensial dikatakan tidak bertautan (uncouple) jika kedua fungsi pada persamaan 

diferensial tidak mempunyai relasi secara spesifik. Titik ekuilibrium sistem hasil 

kali merupakan pasangan terurut dari persamaan penyusunnya. Perilaku solusi 

dari sistem hasil kali dapat diketahui melalui potret fase. Potret fase pada sistem 

hasil kali merupakan hasil kali dari masing-masing potret fase persamaan 

penyusunnya.  

 

B. Batasan Masalah 

Pada skripsi ini dibahas tentang sistem hasil kali yang persamaan-

persamaan penyusunnya merupakan persamaan diferensial skalar otonomus yang 

tidak bertautan. Persamaan diferensial otonomus yang dibahas yaitu persamaan 

yang ruas kanannya merupakan fungsi yang turunan pertamanya kontinu. 

 

C. Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang masalah, maka dapat dirumuskan sebagai 

berikut : 

1. Apa karakteristik dari sistem hasil kali persamaan diferensial otonomus 

pada bidang? 

2. Bagaimana kestabilan titik ekuilibrium dari sistem hasil kali persamaan 

diferensial otonomus pada bidang? 
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D. Tujuan 

Berdasarkan permasalahan di atas, tujuan dari penulisan skripsi ini adalah : 

1. Mengetahui karakteristik dari sistem hasil kali persamaan diferensial 

otonomus pada bidang. 

2. Mengetahui kestabilan titik ekuilibrium dari sistem hasil kali persamaan 

diferensial otonomus pada bidang. 

 

E. Manfaat Penulisan 

Penulisan skripsi ini diharapkan dapat memperkenalkan karakteristik dan  

jenis-jenis sistem hasil kali persamaan diferensial otonomus pada bidang. Jenis-

jenis dari sistem hasil kali pada bidang yaitu sistem hasil kali kartesius dan sistem 

hasil kali polar. Sistem hasil kali mempunyai kelebihan daripada sistem pada 

umumnya, salah satunya yaitu kestabilan titik ekuilibrium pada sistem terlihat dari 

kestabilan titik ekuilibrium persamaan penyusunnya. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

Persamaan diferensial merupakan persamaan yang memuat satu atau 

beberapa turunan dari suatu fungsi yang tidak diketahui. Apabila variabel bebas 

dalam persamaan diferensial tidak muncul secara eksplisit, maka disebut 

persamaan diferensial otonomus, sedangkan apabila muncul secara eksplisit 

disebut persamaan diferensial tak otonomus (Nagle et al, 2012). Menurut (Hale & 

Kocak, 1991) persamaan diferensial otonomus yang berdimensi satu disebut 

persamaan diferensial skalar otonomus. 

A. Persamaan Diferensial Skalar Otonomus 

Misal I merupakan interval terbuka pada garis bilangan real ℝ dan 

�: � → ℝ; 						� ↦ �(�) 
adalah fungsi real yang terdiferensialkan untuk suatu variabel real �. 

Misal 

�: ℝ → ℝ; 			� ↦ �(�) 
adalah fungsi tertentu yang bernilai real. 

Diberikan persamaan diferensial berbentuk 

�
 = �(�)          (2.1) 

dimana � adalah fungsi tidak diketahui dari � dan � adalah fungsi dari �. 

Dinotasikan �
  sebagai turunan 
���� dan � sebagai waktu atau variabel bebas. 

Persamaan diferensial (2.1) disebut persamaan diferensial skalar otonomus. 
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Persamaan (2.1) disebut skalar sebab � berdimensi satu dan otonomus sebab 

fungsi � tidak bergantung pada � secara eksplisit (Hale & Kocak, 1991: 4). 

Fungsi �(�) dikatakan solusi dari persamaan (2.1) pada interval I jika 

�
(�) = �(�(�)) untuk setiap � ∈ �. Solusi khusus dari persamaan (2.1) dengan 

nilai awal �� ∈ � yang mempunyai nilai �� dapat ditulis sebagai berikut: 

�
 = �(�),										�(��) = ��.         (2.2) 

Persamaan (2.2) disebut dengan masalah nilai awal dan setiap solusinya disebut 

solusi yang melalui �� saat � = ��. 

Sifat dari persamaan otonomus pada persamaan (2.2) yaitu tidak akan 

berpengaruh secara umum jika diasumsikan bahwa masalah nilai awal 

dikhususkan untuk �� = 0. Misal �(�) merupakan solusi dari persamaan (2.2) 

yang melalui �� saat �� dan didefinisikan �(�) ≡ �(� + ��). Akan ditunjukkan 

bahwa �(�) merupakan solusi persamaan (2.2) yang melalui �� saat 0. 

�
 (�) = �
(� + ��) = ���(� + ��)� = ���(�)�    dan �(0) = �(��) = ��.  (2.3) 

Persamaan (2.3) menunjukkan bahwa �(�) merupakan solusi dari 

persamaan (2.2) yang melalui �� saat �� = 0. Solusi dari persamaan (2.2) yang 

melalui �� saat �� = 0 dinotasikan �(�, ��), sehingga �(�, ��) = �(�) dan 

�(0, ��) = ��. 
Solusi dari persamaan (2.1) dapat dicari dengan menggunakan metode 

pemisah variabel, sebab ruas kanan pada persamaan (2.1) hanya bergantung pada 

�. Solusi umum dari persamaan (2.1) dapat dicari dengan menggunakan metode 

pemisah variabel, diperoleh: 
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���� = �(�) 
⇔		 1�(�) �� = �� 
⇔		 1�(�) �� =  ��.																																								 (2.4) 

Solusi masalah nilai awal dari persamaan (2.2) diperoleh dengan 

mengintegralkan persamaan (2.4) antara batas yang berkorespondensi pada waktu 

�� dan � (Robinson, 2004: 60). Pada ruas kiri persamaan (2.4) diintegralkan 

dengan batas �(��) dan �(�) sedangkan ruas kanan adalah �� dan �, sehingga 

diperoleh 

 1�(#) �# = � − ��.�
�% 																																												(2.5) 

Contoh 2.1:Diberikan persamaan diferensial 

�
 = −�,								�(0) = ��    (2.6) 

Solusi dari persamaan (2.6) dapat diperoleh dengan menggunakan 

persamaan (2.5) yakni 

 1# �# = −��
�%  

⟺ ln(�) − ln(��) = −� 
⟺ ln* ���+ = −� 
⟺ ��� = ,-� ⟺ � = ,-���. 
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Jadi �(�) = ,-��� adalah solusi persamaan (2.6) yang melalui �� saat 

�� = 0 dan terdefinisi untuk setiap � ∈ ℝ. 

 

Contoh 2.2: Diberikan masalah nilai awal 

�
 = �.,																			�(0) = ��.     (2.7) 

Solusi dari persamaan (2.7) dapat diperoleh dengan menggunakan 

persamaan (2.5) yakni 

 1�. �# = ��
�%  

⟺	−1� + 1�� = � 
⇔	1� = 1�� − � 
⇔	1� = 1 − �����  

⇔ 	� = ��1 − ���. 
Jadi solusi persamaan (2.7) adalah �(�) = �%/-�%�. Solusi persamaan (2.7) 

terdefinisi pada interval 0−∞, /�%2 untuk �� > 0, (−∞,∞) untuk �� = 0, dan 

0 /�% ,∞2 untuk �� < 0. 
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Teorema 2.1: Eksistensi dan Ketunggalan dari Solusi (Hale & Kocak, 1991: 4) 

(i) Jika � ∈ 5�(ℝ, ℝ), maka untuk setiap �� ∈ ℝ terdapat interval 

(mungkin dapat tak berhingga) ��% ≡ (6�% , 7�%) yang memuat �� = 0 

dan solusi �(�, ��) dari masalah nilai awal 

�
 = �(�),										�(��) = ��, 
terdefinisi untuk setiap � ∈ ��%, memenuhi kondisi awal �(0, ��) = ��. 
Jika 6�% terbatas, maka 

lim�→:;%< | �(�, ��)| = +∞, 
atau jika 7�% terbatas, maka 

lim�→>;%? | �(�, ��)| = +∞. 
(ii) Jika ditambah, � ∈ 5/(ℝ,ℝ), maka �(�, ��) tunggal pada ��% dan 

�(�, ��) kontinu di (�, ��) sekaligus dengan turunan parsial 

pertamanya, sehingga �(�, ��) adalah fungsi 5/. 
 

Pada Teorema 2.1, notasi 5�(ℝ,ℝ) merupakan himpunan dari semua 

fungsi kontinu �: ℝ → ℝ, sedangkan notasi 5/(ℝ,ℝ) merupakan himpunan dari 

semua fungsi terdiferensial yang turunan pertamanya kontinu. Batas terbesar yang 

mungkin pada interval ��% pada bagian (i) dari Teorema 2.1 disebut interval 

maksimal dari ekistensi solusi �(�, ��) (Hale & Kocak, 1991: 6). Interval 

maksimal dari solusi pada Contoh 2.2 dapat dilihat pada Gambar 1. 



10 

 

 
Gambar 1. Interval maksimal dari eksistensi solusi �
 = �. dengan 

nilai awal �(0) = 1 adalah (−∞, 1). 
Pada umumnya tidak semua persamaan diferensial dapat dicari solusi 

eksplisitnya, sehingga dilakukan pendekatan kualitatif untuk melihat perilaku 

solusi dari persamaan diferensial. Pendekatan kualitatif menggunakan konsep 

pada geometri seperti medan arah, trayektori, medan vektor, orbit, dan potret fase. 

1. Medan Arah 

Setiap titik pada bidang-(�, �) dimana �(�) terdefinisi, ruas kanan 

persamaan (2.1) memberikan nilai dari turunan 
���� yang dapat dinyatakan sebagai 

gradien ruas garis yang melalui titik tesebut. Kumpulan dari setiap ruas garis yang 

sedemikian itu disebut medan arah (direction field) dari persamaan (2.1) (Hale & 

Kocak, 1991: 8). 

Medan arah (Blanchard, 2006: 40) pada persamaan (2.1) mempunyai 

keistimewaan, yaitu untuk setiap titik berbeda pada bidang-(�, �) dengan 

koordinat � yang sama mempunyai gradien ruas garis yang sama. Misal terdapat 

titik (�/, �/) dan (�., �/) maka �(�/, �/) = �(�., �/) = �(�/), sebab ruas kanan 
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pada persamaan (2.1) hanya bergantung pada variabel �. Ilustrasi dari pernyataan 

tersebut dapat dilihat pada  Gambar 2. 

 

Gambar 2. Titik (�/, �/) dan (�., �/) mempunyai gradien yang sama. 

Gambar dari solusi persamaan (2.2) merupakan subset dari bidang-(�, �) 
yang didefinisikan oleh @��, �(�, ��)�: � ∈ ��%A disebut trayektori melalui ��. 
Trayektori menyinggung ruas-ruas garis pada medan arah di setiap titik pada 

bidang yang dilaluinya (Hale & Kocak, 1991: 8). Medan arah dari Contoh 2.1 dan 

Contoh 2.2 untuk beberapa trayektori berturut-turut ditunjukkan oleh Gambar 3(a) 

dan Gambar 4(b). (Perintah Maple dapat dilihat pada Lampiran 2 dan 3). 

   (a)     (b)     
Gambar 3. (a) Medan arah dengan beberapa trayektori dari �
 = −�. 

(b) Medan vektor  dari �
 = −�. 
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   (a)       (b)  
Gambar 4. (a) Medan arah dengan beberapa trayektori dari �
 = �.. 

(b) Medan vektor  dari �
 = �.. 
 

2. Medan Vektor 

Untuk setiap titik � pada sumbu � dapat dihubungkan dengan ruas garis 

berarah dari � ke	� + �(�). Ruas garis berarah dapat dipandang sebagai sebuah 

vektor atas �. Kumpulan dari semua vektor yang demikian itu disebut medan 

vektor yang dihasilkan pada persamaan (2.1) atau dapat dikatakan sebagai medan 

vektor � (Hale & Kocak, 1991: 9). Medan vektor pada Contoh 2.1 dan Contoh 2.2 

berturut-turut ditunjukkan pada Gambar 3(b) dan Gambar 4(b). 

3. Orbit 

Definisi 2.1: (Hale & Kocak, 1991: 9) 

Misal solusi dari persamaan (2.2) terdefinisi untuk setiap � ∈ ��% dengan 

interval ��% ≡ �6�% , 7�%� yang memuat �� = 0. Positif orbit BC(��), negatif orbit 

B-(��), dan orbit B(��) dari �� didefinisikan berturut-turut sebagai subset dari 

sumbu � berikut: 
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BC(��) = D �(�, ��)�∈[�,>;%)
, 

B-(��) = D �(�, ��)�∈(:;% ,�]
, 

B(��) = D �(�, ��)�∈�:;%,>;%�
. 

 

 Orbit B(��) merupakan proyeksi dari trayektori yang melalui �� pada 

sumbu �. Orbit dari Contoh 2.1 dan Contoh 2.2 berturut-turut dapat dilihat pada 

Gambar 5(a) dan Gambar 6(a). Pada Gambar 5(a), orbit B(��) disisipkan panah 

untuk menunjukkan arah �(�, ��) berubah sesuai dengan kenaikan �. 
 Pada Contoh 2.1, jika �� > 0, maka orbit negatif  B-(��) = [��, +∞),  
orbit positif BC(��) = (0, ��], dan orbit B(��) = (0, +∞). Jika �� = 0, maka 

B-(��) = BC(��) = B(��) = 0. Jika �� < 0, maka orbit negatif B-(��) =(−∞, ��],  orbit positif BC(��) = [��, 0), dan orbit B(��) = (−∞, 0). 
4. Potret Fase 

Aliran dari persamaan diferensial yang digambarkan sebagai kumpulan 

semua orbit bersama dengan panah berarah dan gambar hasil disebut potret fase 

dari persamaan diferensial. Potret fase untuk Contoh 2.1 dan Contoh 2.2 berturut-

turut ditunjukkan pada Gambar 5(b) dan Gambar 6(b). 
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   (a)  (b)  

Gambar 5. (a) Orbit positif, orbit negatif, dan orbit melalui ��, dan 
(b) potret fase dari �
 = −�. 

   (a)            (b)     

Gambar 6. (a) Orbit positif, orbit negatif, dan orbit melalui ��, dan 
(b) potret fase dari �
 = �.. 

 

Definisi 2.2: (Hale & Kocak, 1991: 11) 

Titik �̅ ∈ ℝ disebut titik ekuilibrium dari �
 = �(�) jika �(�̅) = 0. 
 

Jika �̅ adalah titik ekuilibrium, maka fungsi konstan �(�) = �̅ merupakan 

solusi untuk setiap � ∈ ℝ, dan orbit B(�̅) adalah �̅ sendiri. Potret fase dari 

persamaan (2.1) dapat digambarkan dengan memandang grafik dari �(�). Tanda 
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� menyatakan arah dari pergerakkan pada sebuah orbit. Jika �(��) < 0 dengan �� 
adalah nilai awal, maka solusi menurun pada �, dan �(�, ��) akan mendekati suatu 

titik ekuilibrium atau menuju −∞ ketika � → 7�%. Serupa, jika �(��) > 0 maka 

solusi naik pada �, dan �(�, ��) akan mendekati suatu titik ekuilibrium atau 

menuju +∞ ketika � → 7�%. Potret fase dari persamaan �
 = −� dan �
 = �. dapat 

dilihat pada Gambar 7. Jika solusi masalah nilai awal persamaan (2.1) tunggal, 

maka solusi yang melalui kondisi awal yang berbeda dengan �� < �� memenuhi 

�(�, ��) < �(�, ��). 

(a)    (b)  
Gambar 7. (a) Potret fase �
 = −� dari fungsi �(�) = −�, dan 

(b) potret fase �
 = �. dari fungsi �(�) = �.. 
 

Contoh 2.3: Diberikan persamaan diferensial 

�
 = � − �H.																																																																																				(2.8) 
Titik ekuilibrium dari persamaan (2.8) adalah -1, 0, dan 1. Fungsi �(�) =

� − �H positif pada interval (−∞, −1),	negatif pada (−1,0), positif pada (0,1), 
dan negatif pada (1,+∞). Potret fase persamaan (2.8) digambarkan pada Gambar 

8. Orbit dari persamaan (2.8) adalah interval (−∞, −1),	 (−1,0), (0,1), (1, +∞), 
dan titik {−1}, {0}, dan {1}. 
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Gambar 8. Potret fase �
 = � − �H dari fungsi �(�) = � − �H. 

Metode lain untuk menentukan aliran dari persamaan diferensial, yaitu 

dengan menggunakan fungsi potensial. Persamaan (2.1) dapat ditulis dalam 

bentuk 

�
 = �(�) = − ���L(�),                      (2.9) 

dimana 

L(�) ≡ − �(#)�#.�
�  

Persamaan (2.9) merupakan bentuk khusus dari sistem gradien. Jika �(�) 
adalah solusi dari persamaan (2.9), maka 

��� L��(�)� = ��� L��(�)�. ��� �(�) = −���(�)�. ���(�)� = −[�(�(�))]. ≤ 0. 
Fungsi L selalu turun sepanjang kurva solusi sebab 

���L��(�)� ≤ 0. 

Fungsi  L dapat dikatakan sebagai fungsi potensial dari persamaan (2.1). Jelas 

bahwa titik ekuilibrium dari persamaan (2.9) merupakan titik ekstrim dari fungsi 

potensial L. 
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Contoh 2.4: Persamaan (2.6) dapat dibentuk menjadi persamaan (2.9) yaitu 

�
 = −� = − ��� 0�N. 2,       (2.10) 

dengan fungsi potensial L(�) = �N. . 

Orbit dari persamaan (2.10) dapat dipandang sebagai pergerakan partikel 

pada kurva fungsi potensial L(�). Dapat dilihat pada Gambar 9 suatu partikel di 

sebarang titik pada fungsi L(�) = �N.  akan turun menuju titik ekuilibrium 0. Orbit 

dari persamaan (2.10) adalah interval (−∞, 0), (0, ∞), dan titik ekuilibrium 0. 

 
Gambar 9. Potret fase �
 = −� dari fungsi potensial L(�) = �N. . 

Contoh 2.5: Persamaan (2.8) dapat ditulis 

�
 = � − �H = − ��� 0− �N. + �OP 2,     (2.11) 

dengan fungsi potensial L(�) = − �N. + �OP . Orbit dari persamaan (2.11) adalah 

interval (−∞, −1),	 (−1,0), (0,1), (1, +∞), dan titik −1, 0, dan 1. Potret fase 

persamaan (2.11) dengan fungsi potensial L(�) = − �N. + �OP  dapat dilihat pada 

Gambar 10. 
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Gambar 10. Potret fase �
 = � − �H dari fungsi potensial  L(�) = − �N. + �OP . 

 

Definisi 2.3: (Hale & Kocak, 1991: 17) 

Titik ekuilibrium �̅ dari persamaan (2.1) dikatakan stabil jika untuk setiap 

Q > 0 terdapat R > 0 yang bergantung pada Q sedemikian hingga untuk setiap �� 
yang memenuhi |�� − �̅| < R, solusi �(�, ��) dari persamaan (2.1) yang melalui 

�� saat 0 memenuhi pertidaksamaan |�(�, ��) − �̅| < Q untuk semua � S 0. Titik 

ekuilibrium �̅ dikatakan tak stabil jika tidak stabil. 

Definisi 2.4: (Hale & Kocak, 1991: 17) 

Titik ekuilibrium �̅ dari persamaan (2.1) dikatakan stabil asimtotik jika 

terdapat T > 0 sedemikian hingga |�(�, ��) − �̅| 	→ 0 saat � → +∞ untuk setiap 

�� yang memenuhi |�� − �̅| < T. 
 

Pada kasus persamaan diferensial skalar otonomus (2.1), jika setiap solusi 

dari persamaan (2.1) dengan nilai awal dekat dengan �̅ menuju �̅ untuk � → +∞, 

maka titik ekuilibrium �̅ stabil. Hal tersebut tidak berlaku untuk dimensi yang 

lebih tinggi. Kestabilan dari titik ekuilibrium dari persamaan (2.1) dapat 

ditentukan dengan melihat fungsi �(�), yakni menggunakan Lemma 2.1. 
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Lemma 2.1: (Hale & Kocak, 1991: 17) 

Titik ekuilibrium �̅ dari �
 = �(�) stabil jika terdapat R > 0 sedemikian 

hingga (� − �̅)�(�) ≤ 0 untuk |� − �̅| < R. Titik ekuilibrium �̅ stabil asimtotik 

jika dan hanya jika terdapat R > 0 sedemikian hingga (� − �̅)�(�) < 0 untuk 

0 < |� − �̅| < R. Titik ekuilibrium �̅ dari �
 = �(�) tak stabil jika terdapat R > 0 

sedemikian hingga (� − �̅)�(�) > 0 untuk 0 < � − �̅ < R atau – R < � − �̅ < 0. 

 

Contoh 2.6: Kestabilan titik ekuilibrium persamaan (2.6) dengan menggunakan 

Lemma 2.1 menunjukkan bahwa titik ekuilibrium 0 stabil asimtotik, sebab 

�. �(�) = �. (−�) = −�. < 0 

dan terdapat R = 1 sedemikian hingga 0 < |�| < 1 memenuhi −�. < 0, dapat 

dilihat pada Gambar 5(b). Pada persamaan (2.7), kestabilan titik ekuilibrium 0 tak 

stabil, sebab jika diambil R = 1 untuk 0 < � < 1, maka �H > 0. 

 

 Kestabilan dari titik ekuilibrium dapat juga ditentukan dengan 

menggunakan Teorema 2.2 sebagai berikut: 

Teorema 2.2: (Hale & Kocak, 1991: 18) 

 Misal � adalah fungsi 5/ dan �̅ adalah titik ekuilibrium dari �
 = �(�) 
yang memenuhi �(�̅) = 0. Misalkan �V(�̅) ≠ 0. Titik ekuilibrium �̅ stabil 

asimtotik jika �V(�̅) < 0, dan tak stabil jika �V(�̅) > 0. 

Bukti: 

Dimisalkan variabel baru � = � − �̅, maka titik ekuilibrium �̅ dari 

�
 = �(�) bersesuaian dengan titik ekuilibrium dari persamaan diferensial 
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�
 = �(�̅ + �) di � = 0. Jika fungsi �(�̅ + �) dijabarkan kedalam deret Taylor 

dekat titik 0, maka diperoleh 

�
 = �′(�̅)� + X(�), 
dimana fungsi X(�) memenuhi X(0) = 0 dan X′(0) = 0. 

Karena XV(0) = 0, untuk sebarang Q > 0, terdapat R > 0 sedemikian 

hingga |XV(�)| < Q jika |�| < R. Menggunakan formula X(�) = Z XV(#)�#[� , 

diperoleh bahwa |X(�)| ≤ Q|�| jika |�| < R. 

Misalkan �′(�̅) ≠ 0 dan Q < |�′(�̅)|, maka |�| < R mengakibatkan tanda 

dari fungsi �(�̅ + �) = �′(�̅)� + X(�) ditentukan oleh tanda �′(�̅)�. 

Jika �′(�̅) < 0, maka diperoleh (� − 0)�(�̅ + �) = �(�̅ + �)� =
�′(�̅)�. < 0 untuk 0 < |�| < R. Sehingga menurut Lemma 2.1 titik ekuilibrium 

� = 0 stabil asimtotik. Jadi titik ekuilibrium �̅ stabil asimtotik. 

Jika �′(�̅) > 0, maka diperoleh (� − 0)�(�̅ + �) = �(�̅ + �)� =
�′(�̅)�. > 0 untuk 0 < |�| < R. Sehingga menurut lemma dapat disimpulkan 

bahwa titik ekuilibrium � = 0 tak stabil. Jadi titik ekuilibrium �̅ tak stabil. ∎ 

 

 Persamaan diferensial linier �
 = �V(�̅)� disebut linearisasi dari medan 

vektor �
 = �(�) pada titik ekuilibrium �̅ (Hale & Kocak, 1991: 19). Teorema 2.2 

menunjukkan bahwa tipe kestabilan titik ekuilibrium �̅ dari �
 = �(�) samadengan 

tipe kestabilan titik ekuilibrium linierisasinya dititik asal. 
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Definisi 2.5: (Hale & Kocak, 1991: 19) 

Titik ekuilibrium �̅ dari �
 = �(�) disebut titik ekuilibrium hiperbolik jika 

�V(�̅) ≠ 0. 

Jika �V(�̅) = 0, maka �̅ disebut titik ekuilibrium tak hiperbolik. Kestabilan 

titik ekuilibrium tak hiperbolik tidak bisa ditentukan melalui linierisasi. Sifat 

kestabilan titik ekuilibrium tak hiperbolik �̅ bergantung bagian order yang lebih 

tinggi pada ekspansi Taylor dari fungsi �(�̅ + �). 
Contoh 2.7: Titik ekuilibrium dari persamaan diferensial (2.8), �
 = � − �H, 
adalah -1, 0, dan 1. Tipe kestabilan titik ekuilibrium dari �
 = � − �H	dapat 

ditentukan dengan menggunakan Teorema 2.2. Ruas kanan pada persamaan (2.8) 

adalah �(�) = � − �H, sehingga 

�V(�) = 1 − 3�.. 
Karena �V(�) = 1 − 3�., maka diperoleh 

�V(−1) = −2 < 0, � ′(0) = 1 > 0, dan			� ′(1) = −2 < 0. 
Titik ekuilibrium −1 dan 1 stabil asimtotik sebab �V(−1) = −2 < 0 dan 

�V(−1) = −2 < 0, akan tetapi titik ekuilibrium 0 tak stabil sebab �V(0) = 1 > 0. 

 

B. Sistem Persamaan Diferensial Otonomus pada Bidang 

Misal � adalah interval terbuka pada garis bilangan ℝ dan 

�`: � → ℝ; 				� ⟼ �`(�)    untuk b = 1,2 

adalah dua fungsi 5/ dari variabel real �. Misal 

�̀ : ℝ. → ℝ;				(�/, �.) ⟼ �̀ (�/, �.)   untuk b = 1,2 

adalah dua fungsi bernilai real dengan dua variabel. 
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Diberikan sistem persamaan diferensial otonomus pada bidang berbentuk 

�
/ = �/(�/, �.) 	�
. = �.(�/, �.).																																																(2.12) 
Misal c = (�/, �.), c
 = (�
/, �
.), dan d = (�/, �.), maka sistem (2.12) 

dapat ditulis sebagai berikut: 

c
 = d(c).																																																									(2.13) 
Masalah nilai awal untuk persamaan (2.13) dinyatakan dengan 

c
 = d(c),									c(��) = ce																																													(2.14) 
dengan ce = (�/�, �.�). 

Persamaan (2.12) merupakan sistem persamaan diferensial otonomus, 

sehingga dapat diasumsikan bahwa masalah nilai awal (2.14) dikhususkan untuk 

�� = 0 seperti pada persamaan diferensial skalar otonomus. Misal (�/(�), �.(�)) 
merupakan solusi dari sistem (2.12) yang melalui ce saat �� dan dimisalkan 

�/(�) ≡ �/(� + ��), �.(�) ≡ �.(� + ��). Akan ditunjukkan bahwa (�/(�), �/(�)) 
merupakan solusi dari sistem (2.12) yang melalui ce saat 0. 

�
/(�) = �
/(� + ��) = �/��/(� + ��), �.(� + ��)� = �/��/(�), �.(�)�, 
�
.(�) = �
.(� + ��) = �.��/(� + ��), �.(� + ��)� = �.��/(�), �.(�)�, 

dan �/(0) = �/�, �.(0) = �.�. 

Jadi dapat disimpulkan bahwa (�/(�), �.(�)) merupakan solusi dari sistem 

(2.12) yang melalui ce saat 0. 

Hubungan persamaan penyusun dari sistem persamaan diferensial 

otonomus pada bidang dapat dibedakan menjadi dua macam, yaitu sistem 

bertautan (coupled systems) dan sistem tidak bertautan (uncoupled systems). 
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Menurut (Hirsch & Smale, 1974) dua persamaan diferensial dikatakan tidak 

bertautan jika kedua fungsi pada persamaan diferensial tidak mempunyai relasi 

secara spesifik atau disebut sistem tidak bertautan. Apabila dua persamaan 

diferensial mempunyai relasi secara spesifik, maka disebut sistem bertautan. 

Contoh sistem bertautan dan tidak bertautan bertururt-turut dapat dilihat pada 

Contoh 2.8 dan 2.9. 

Ekistensi dan ketunggalan pada Teorema 2.1 dapat digunakan secara 

umum untuk masalah nilai awal (2.14) (Hale & Kocak, 1991: 176). Jika d 
merupakan fungsi 5/, maka untuk setiap ce ∈ ℝ. terdapat interval  fce ≡
�6ce , 7ce� yang memuat �� = 0 dan solusi tunggal �(�, ce) dari masalah nilai 

awal (2.14) terdefinisi untuk setiap � ∈ fce, serta memenuhi kondisi awal 

�(0, ce). Solusi �(�, ce) merupakan fungsi 5/. 

Dalam menganalisis persamaan diferensial pada bidang perlu untuk 

mengetahui jarak antara dua vektor pada bidang.  

Definisi 2.6: (Hale & Kocak, 1991: 175) 

Norm pada ℝ adalah fungsi 

‖ ‖ 	 ∶ 		ℝ. → ℝ; 			c ↦ ‖c‖ 

yang memenuhi sifat berikut untuk setiap vektor c = (�/, �.), ci = (�//, �/.), dan 

cj = (�./, �..) pada ℝ.: 

  ‖c‖ S 0 dan ‖c‖ = 0 jika dan hanya jika c = e; 

  kci + cjk ≤ kcik + kcjk    (sifat ketaksamaan segitiga); 

  klcik = |l|kcik untuk setiap skalar l ∈ ℝ. 
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Jarak antara dua vektor ci  dan cj didefinisikan oleh kci − cjk. Norm 

Euclides (panjang) dari vektor c didefinisikan oleh 

‖c‖ = m�/. + �... 
Perilaku solusi pada sistem (2.13) dapat diketahui melalui pendekatan 

secara kualitatif seperti pada persamaan diferensial skalar (2.1). 

1. Medan arah 

Setiap titik pada ruang (�, c) dimana d(c) terdefinisi, ruas kanan 

persamaan (2.13) memberikan nilai-nilai dari turunan �c/�� yang dianggap 

sebagai gradien dari ruas garis pada titik tertentu. Kumpulan dari ruas garis yang 

sedemikian itu disebut medan arah dari persamaan (2.13). 

Grafik solusi persamaan (2.13) yang melalui ce merupakan kurva pada 

ruang dimensi tiga (�, c) yang didefinisikan oleh o0�, �(�, ce)2 : � ∈ fcep atau 

disebut trayektori melalui ce. Setiap titik yang dilewati trayektori, trayektori 

merupakan kurva yang menyinggung ke ruas garis dari medan arah. 

Fungsi d pada persamaan (2.13) tidak terikat terhadap �, sehingga untuk 

setiap titik pada suatu garis yang sejajar dengan sumbu � mempunyai ruas garis  

yang bergradien sama. Proyeksi dari medan arah dan trayektori persamaan (2.13) 

dapat digambarkan pada bidang-(�/, �.). 
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Contoh 2.8: Diberikan sistem persamaan diferensial bertautan 

�
/ = �. �
. = −�/.																																																			(2.15) 
Trayektori dari sistem (2.15) dengan nilai awal pada titik (1, 2) berbentuk 

spiral yang ditunjukkan pada Gambar 11. Pada Gambar 11 menunjukkan bahwa 

untuk kenaikan �, trayektori akan berputar mengelilingi sumbu � menjauhi 

bidang-(�/, �.). (Perintah Maple dapat dilihat pada Lampiran 4). 

 
Gambar 11. Trayektori sistem (2.15) pada ruang (�, �/, �.). 

Contoh 2.9: Diberikan sistem persamaan diferensial tidak bertautan 

�
/ = �/ �
. = �..																																																								(2.16) 
Trayektori dari sistem (2.16) yang melalui titik (1, 1) dapat dilihat pada 

Gambar 12. (Perintah Maple dapat dilihat pada Lampiran 5). 
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Gambar 12. Trayektori sistem (2.16) pada ruang (�, �/, �.). 

 

2. Medan Vektor 

Setiap titik c pada bidang-(�/, �.) dimana d(c) terdefenisi dapat 

dinyatakan sebagai vektor d(c) = (�/, �.) atas c. Titik c dapat dihubungkan 

dengan ruas garis berarah dari c ke c + d(c). Kumpulan vektor yang sedemikian 

itu disebut medan vektor yang dihasilkan oleh persamaan (2.13) atau medan 

vektor d. 
Pada sistem (2.15), sebagai contoh pada titik (1,2) diperoleh vektor dari 

titik (1,2) ke (1,2) + (2, −1) = (3,1). Medan vektor dari sistem (2.15) dapat 

dilihat pada Gambar 13(a). Pada sistem (2.16), sebagai contoh pada titik (1,1) 
diperoleh vektor dari titik (1,1) ke (1,1) + (1,1) = (2,2). Medan vektor sistem 

(2.16) dapat dilihat pada Gambar 13(b). (Perintah Maple dapat dilihat pada 

Lampiran 4 dan 5). Medan vektor berbantuan program Maple digambarkan 

sebagai kumpulan vektor yang panjangnya dibuat hampir sama, namun tetap 



27 

 

memiliki arah yang sama dengan vektor aslinya, sehingga semakin banyak vektor 

yang digambar akan semakin baik. 

(a) (b)   
Gambar 13. Medan vektor dari: (a) sistem (2.15), dan (b) sistem (2.16). 

 

3. Orbit 

Definisi 2.7: (Hale & Kocak, 1991: 178) 

Misal solusi dari persamaan (2.14) terdefinisi untuk setiap � ∈ �ce dengan 

interval �ce ≡ �6ce , 7ce� yang memuat �� = 0. Positif orbit BC(ce), negatif orbit 

B-(ce), dan orbit B(ce) dari ce didefinisikan berturut-turut sebagai subset dari 

ℝ. (bidang-(�/, �.)): 
BC(ce) = D �(�, ce)�∈[�,>ce)

, 
B-(ce) = D �(�, ce)�∈(:ce ,�]

, 
B(ce) = D �(�, ce)�∈�:ce ,>ce�

. 
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Pada orbit B(ce) diberi panah untuk mengindikasikan arah dimana 

�(�, ce) mengalami perubahan untuk � yang semakin naik. Orbit (Hale & Kocak, 

1991: 178) merupakan proyeksi dari trayektori pada bidang-(�/, �.). Orbit dari 

sistem (2.15) dan (2.16) dapat dilihat pada Gambar 14. (Perintah Maple dapat 

dilihat pada Lampiran 4 dan 5). 

(a)  (b)  
Gambar 14. Orbit dari: (a) sistem (2.15) yang melalui titik (1, 2), dan 

(b) sistem (2.16) yang melalui titik (1,1). 
 

Variabel � pada sistem (2.12) tidak muncul secara eksplisit, sehingga 

dengan menggunakan aturan rantai diperoleh persamaan diferensial orde satu 

��.��/ = ��.�� ����/ = �.(�/, �.)�/(�/, �.) ,					dengan			�/(�/, �.) ≠ 0, atau 

��/��. = ��/�� ����. = �/(�/, �.)�.(�/, �.) ,					dengan			�.(�/, �.) ≠ 0.																				(2.17) 
Solusi dari persamaan (2.17) disebut orbit dari sistem (2.12) (Verhulst, 

1990: 9). 

Orbit dari sistem (2.15) dengan menggunakan persamaan (2.17), diperoleh 

persamaan lingkaran �/. + �.. = 5 dengan 5 merupakan konstanta. Orbit dari 
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sistem (2.15) merupakan lingkaran dengan pusat (0,0), dapat dilihat pada Gambar 

14(a). Sedangkan sistem (2.16) dengan menggunakan persamaan (2.17) diperoleh 

�. = 5�/ dengan C merupakan konstanta. Orbit sistem (2.17) merupakan garis 

lurus yang melalui titik (0,0), dapat dilihat pada Gambar 14(b). 

Orbit dari persamaan (2.14) dapat ditentukan dengan cara lain, yaitu 

mengeleminasi variabel � dari masing-masing solusi persamaan penyusunnya. 

Contoh 2.10: Persamaan diferensial (2.16) mempunyai solusi 

�/(�) = ,��/�,																																															(2.18) �.(�) = ,��.�.																																															(2.19) 
Persamaan (2.18) ditulis menjadi bentuk 

,� = �/�/� .																																																	(2.20) 
Substitusi persamaan (2.20) ke (2.19), diperoleh 

�. = �.��/� 	�/.																																														(2.21) 
Misalkan 5 = �N%�x%, maka persamaan (2.21) menjadi �. = 5�/. Jadi, orbit 

persamaan diferensial (2.16) merupakan persamaan garis �. = 5�/. 
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4. Potret Fase 

Aliran dari persamaan diferensial yang digambarkan sebagai kumpulan 

semua orbit beserta panah berarah dan gambar hasil disebut potret fase dari 

persamaan diferensial (Hale & Kocak, 1991: 178). Potret fase dari sistem (2.15) 

dan (2.16) dapat dilihat pada Gambar 15. (Perintah Maple dapat dilihat pada 

Lampiran 4 dan 5). 

(a)  (b)  
Gambar 15. Potret fase dari: (a) sistem (2.15), dan (b) sistem (2.16) pada 

bidang fase (�/, �.). 
 

Definisi 2.8: (Hale & Kocak, 1991: 178) 

Titik cy ∈ ℝ. disebut titik ekuilibrium dari c
 = d(c) jika d(cy) = e, yaitu 

jika cy = (�̅/, �̅.), maka 

�/(�̅/, �̅.) = 0,							�.(�̅/, �̅.) = 0. 
 

Pada sistem (2.15) dan sistem (2.16) hanya mempunyai satu titik 

ekuilibrium, yaitu titik (0,0). 
Kestabilan titik ekuilibrium pada sistem otonomus pada bidang 

didefinisikan pada Definisi 2.9 dan  Definisi 2.10. 
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Definisi 2.9: (Hale & Kocak, 1991: 266) 

Titik ekuilibrium cy pada sistem otonomus pada bidang c
 = d(c) dikatakan 

stabil jika untuk setiap Q > 0 terdapat R > 0 sedemikian hingga untuk setiap ce 

dengan kce − cyk < R, solusi �(�, ce) dari c
 = d(c) melalui ce saat � = 0 

memenuhi pertidaksamaan k�(�, ce) − cyk < Q untuk semua � S 0. Titik 

ekuilibrium cy dikatakan tak stabil jika terdapat z > 0 sedemikian hingga untuk 

setiap R > 0 terdapat ce dengan kce − cyk < R dan �ce > 0 sedemikian hingga 

k���ce , ce� − cyk = z. 

Definisi 2.10: (Hale & Kocak, 1991: 266) 

Titik ekuilibrium cy dikatakan stabil asimtotik jika stabil dan terdapat 

T > 0 sedemikian hingga k�(�, ce) − cyk → 0 untuk � → +∞ untuk setiap ce 

yang memenuhi kce − cyk < T. 
Ilustrasi kestabilan titik ekuilibrium cy sistem otonomus dapat dilihat pada 

Gambar 16 berikut: 

(a) (b)  

Gambar 16. (a) Titik ekuilibrium cy stabil, dan 
(b) titik ekuilibrium cy stabil asimtotik 
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Diberikan sistem linier 

c
 = {c																																																									(2.22) 
dengan c ∈ ℝ., { matriks 2 × 2 dan 

c
 = �c�� = }
�c/���c.�� ~. 

Solusi dari sistem (2.22) dengan nilai awal c(0) = ce untuk semua � ∈ ℝ 

adalah 

c(�) = ,{�ce. 
Solusi c(�) = ,{�ce merupakan solusi tunggal dari sistem linier (2.22), 

dapat dilihat pada Teorema 5.1( Lampiran 1.c). 

 

Definisi 2.11: (Perko, 2001: 12) 

Misal { adalah matriks � × �, maka untuk � ∈ ℝ, 
,{� =�{����! .∞

���  

Definisi 2.12: (Anton, 1998: 277) 

Misalkan { adalah matriks � × �, maka vektor tak nol � di dalam ℝ� 

dinamakan vektor eigen dari matriks { jika {� adalah kelipatan skalar dari � 

yakni 

{� = ��																																																														(2.23) 
untuk suatu skalar � ∈ ℂ. Skalar � dinamakan nilai eigen dari matriks { dan � 

dikatakan vektor eigen yang bersesuaian dengan  �. 
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Untuk mencari nilai eigen matriks {, maka persamaan (2.23) dapat ditulis 

({ − ��)� = 0																																																			(2.24) 
dengan  � adalah matriks identitas. 

Persamaan (2.24) akan mempunyai solusi non trivial (tak tunggal) jika 

dan hanya jika 

�,�({ − ��) = 0,																																																(2.25) 
persamaan (2.25) disebut polinomial karakteristik dari {. 

Solusi dari sistem (2.22) dapat dinyatakan dalam bentuk kanonik yakni 

c(�) = �,�?i{���-/ce. 
Dalam hal ini terdapat tiga kasus, yakni: 

1. Jika matriks { mempunyai nilai eigen real berbeda misal �/ dan �., maka 

menurut Teorema 5.2 (Lampiran 1.d) dan Definisi 2.11: 

,�?i{�� = ,*�x �� �N+� = *,�x� 00 ,�N�+, 
sehingga  

c(�) = � *,�x� 00 ,�N�+�-/ce.																											(2.26) 
2. Jika matriks { mempunyai nilai eigen kembar misal �, maka menurut 

Definisi 2.11, Lemma 5.1(Lampiran 1.a) dan Teorema 5.2 (Lampiran 1.d): 

,�?i{�� = ,0� /� �2� = ,�� 01 �0 12, 
sehingga 

c(�) = �,�� 01 �0 12�-/ce.																													(2.27) 
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3. Jika matriks { mempunyai nilai eigen kompleks misal � = 6 + b7, maka 

menurut Definisi 2.11, Teorema 5.2 (Lampiran 1.d) dan polinomial Taylor 

(Lampiran 1.f): 

,�?i{�� = ,* : >-> :+� = ,:� * cos 7� sin 7�− sin 7� cos 7�+, 
sehingga 

c(�) = �,:� * cos 7� sin 7�− sin 7� cos 7�+ �-/ce.																			(2.28) 
 

Kestabilan titik ekuilibrium pada sistem linier c
 = {c dapat ditentukan 

dengan melihat nilai-nilai eigen dari matriks {. 

Teorema 2.3: (Hale & Kocak, 1991: 266) 

Jika setiap nilai eigen dari matriks koefisien { pada sistem linier c
 = {c 

mempunyai bagian real negatif, maka titik ekuilibrium cy = e stabil asimtotik. 

Selain itu, terdapat konstanta posistif � dan 6 sedemikian hingga 

k,{�cek ≤ �,-:�kcek untuk semua � S 0, ce ∈ ℝj.             (2.29) 
Jika terdapat nilai eigen dari matriks koefisien { mempunyai bagian real 

positif, maka titik ekuilibrium cy = e tak stabil. 

Bukti: 

Perhatikan bahwa persamaan (2.26), (2.27), atau (2.28) merupakan solusi 

sistem (2.22) yang bergantung pada nilai eigen dari matriks {. 

Jika semua �,(�`) < 0, b = 1, 2 dari matriks {, maka c(�) → e, untuk 

� → ∞. Jadi dapat disimpulkan bahwa titik ekuilibrium cy = e stabil asimtotik jika 

semua nilai eigen { mempunyai bagian real negatif. 
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Jika semua nilai eigen dari { mempunyai bagian real negatif, maka 

menurut bentuk kanonik Jordan terdapat konstanta positif 6 dan � sedemikian 

hingga untuk semua ce ∈ ℝj memenuhi k,{�cek ≤ �,-:�kcek. 
Jika terdapat nilai eigen dari { yang mempunyai bagian real positif, maka 

c(�) ↛ e, untuk � → ∞. Jadi dapat disimpulkan bahwa titik ekuilibrium cy = e tak 

stabil jika terdapat nilai eigen { mempunyai bagian real positif. ∎ 

 

Contoh 2.11: Diberikan sistem linier  

c
 = 0−1 −32 4 2 c,									c(0) = ce.																												(2.30) 
Kestabilan titik ekuilibrium cy = e dapat ditentukan dengan menggunakan 

Teorema 2.3. Nilai eigen sistem (2.30) dapat diperoleh dengan menggunakan 

persamaan (2.25) yakni 

�,� 0−1 − � −32 4 − �2 = 0 

⟺			 (−1 − �)(4 − �) + 6 = 0 

⟺			 �. − 3� + 2 = 0 

⟺			 (� − 2)(� − 1) = 0																																													(2.31) 
Dari persamaan (2.31) diperoleh nilai eigen dari matriks { adalah �/ = 2 

dan �. = 1, sehingga dengan menggunakan Teorema 2.3 dapat disimpukan bahwa 

titik ekuilibrium cy = e tak stabil. Solusi sistem (2.30) dapat ditentukan dengan 

menggunakan persamaan (2.26). 
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Untuk �/ = 2, maka 

0−3 −32 2 2 0�/�.2 = 0002, 
sehingga dengan menggunakan operasi baris elementer diperoleh �/ + �. = 0. 

Misal �. = �, maka �/ = −�. Vektor eigen yang bersesuaian dengan �/ = 2 

adalah �i = 0−11 2 �. 
Untuk �. = 1, maka 

0−2 −32 3 2 0�/�.2 = 0002, 
sehingga dengan menggunakan operasi baris elementer diperoleh 2�/ + 3�. = 0. 

Misal �. = �, maka �/ = − H. �. Vektor eigen yang bersesuaian dengan �. = 1 

adalah �j = �− H.1 � �. Vektor eigen sistem linier (2.30) adalah 0−11 2 dan �− H.1 �, 

sehingga diperoleh matriks transformasi 

� = �−1 − H.1 1 �, dengan �-/ = 0 2 3−2 −22. 
Solusi dari sistem (2.30) dengan menggunakan persamaan (2.26) diperoleh 

c(�) = �−1 −321 1 �0,.� 00 ,�2 0 2 3−2 −22ce 

= �(−2�/� − 3�.�),.� + (3�/� + 3�.�),�(2�/� + 3�.�),.� + (−2�/� − 2�.�),��. 
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C. Sistem pada Koordinat Polar 

Sistem (2.12) merupakan sistem pada koordinat kartesius, maka sistem 

(2.12) dapat dirubah menjadi bentuk koordinat polar (T, �) (Perko, 2001: 137). 

Akan dibentuk sistem (2.12) menjadi bentuk koordinat polar. Misalkan �/ =Tcos� dan �. = Tsin�, maka 

T. = �/. + �..																																																						(2.32) 
� = tan-/ *�.�/+.																																																		(2.33) 

 

Persamaan (2.32) diturunkan terhadap � diperoleh 

��� T. = ��� (�/. + �..) 
⟺			 �(T.)�T �T�� = �(�/.)��/ ��/�� + �(�..)��. ��.��  

⟺ 			2TT
 = 2�/�
/ + 2�.�
. 

⟺	T
 = �/�
/ + �.�
.T . 
Persamaan (2.33) diturunkan terhadap � diperoleh 

���� = ��� tan-/ *�.�/+ 
⟺			 �
 = 11 + 0�.�/2.

��� *�.�/+ 
⟺			 �
 = 1*�/. + �..�/. + *�/�
. − �.�
/�/. + 

⟺			 �
 = �/�
. − �.�
/T. . 
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Jika T > 0, maka sistem (2.12) dapat ditulis dalam bentuk koordinat polar 

sebagai berikut: 

T
 = �/�
/ + �.�
.T , 
�
 = �/�
. − �.�
/T. .																																														(2.34) 

 

Contoh 2.12: Akan dirubah sistem (2.15) menjadi bentuk koordinat polar. Sistem 

(2.15) dapat ditulis pada koordinat polar dengan menggunakan persamaan (2.34) 

untuk T > 0 yakni 

T
 = �/�
/ + �.�
.T = �/(�.) + �.(−�/)T = 0, 
�
 = �/�
. − �.�
/T. = �/(−�/) − �.(�.)T. = −T.T. = −1. 

Sehingga sistem (2.15) dalam koordinat polar adalah 

T
 = 0 

�
 = −1.																																																						(2.35) 
Solusi dari sistem (2.35) adalah T(�) = T� dan �(�) = −� + ��, dengan 

T� = T(0), �� = �(0) adalah nilai awal dari sistem (2.35). Potret fase dari sistem 

(2.35) akan sama dengan potret fase sistem (2.15). Potret fase dari sistem (2.35) 
dapat dilihat pada Gambar 17.  
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Gambar 17. Potret fase sistem (2.35). 

 

Orbit periodik atau cycle merupakan kurva tertutup pada bidang-(�/, �.). 
Setiap orbit dari c
 = d(c) yang merupakan kurva tertutup pasti berkorespondensi 

dengan solusi periodik (Hale & Kocak, 1991: 179). Pada persamaan diferensial 

terdapat kasus khusus orbit periodik yang disebut limit cycle. Secara umum, limit 

cycle (Boyce & DiPrima, 2009: 557) merupakan orbit tertutup pada bidang fase 

sedemikian hingga orbit tak tertutup lain berputar ke arah orbit tertutup tersebut, 

bisa dari dalam atau luar daerah orbit tertutup, untuk � → +∞. Apabila semua 

orbit yang bermula dekat dengan orbit tertutup baik dari dalam atau luar daerah 

menuju ke arah orbit tertutup  untuk � → +∞, maka limit cycle adalah stabil. 

Apabila orbit pada daerah satu berputar ke arah orbit tertutup, sementara pada 

daerah lain berputar menjauh untuk � → +∞, maka limit cycle dikatakan semi-

stabil. Apabila orbit pada kedua daerah dari orbit tertutup berputar menjauh untuk 

� → +∞, maka limit cycle adalah tak stabil. 
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Contoh 2.13: Diberikan sistem persamaan diferensial 

�
/ = �/ − �. − �/ 03��/. + �.. − �/. − �.. − 12 
�
. = �/ + �. − �. 03��/. + �.. − �/. − �.. − 12.													(2.36) 

Sistem (2.36) merupakan sistem bertautan. Sistem (2.36) dapat ditulis pada 

koordinat polar dengan menggunakan persamaan (2.34) untuk T > 0 yakni 

T
 = �/�
/ + �.�
.T  

= �/��/ − �. − �/(3T − T. − 1)� + �.��/ + �. − �.(3T − T. − 1)�T  

= T(T − 1)(T − 2), 
�
 = �/�
. − �.�
/T.  

= �/��/ + �. − �.(3T − T. − 1)� − �.��/ − �. − �/(3T − T. − 1)�T.  

= 1. 
Jadi sistem (2.36) dalam koordinat polar adalah 

T
 = T(T − 1)(T − 2) 
�
 = 1.																																																																						(2.37) 

Titik ekuilibrium pertama pada persamaan radial dari sistem (2.37) di 

T = 0 yang merupakan titik ekuilibrium (0,0) pada sistem (2.36), titik ekuilibrium 

lain di T = 1 dan T = 2 yang berkorespondensi dengan orbit periodik dari sistem, 

orbit periodik ini merupakan limit cycles. 

Pada persamaan (2.37), ketika T = 1 maka orbit hanya berputar dengan 

jari-jari T = 1. Ketika T = 2 maka orbit hanya berputar dengan jari-jari 2. Apabila 

0 < T < 1 maka T
 > 0, sehingga orbit pada daerah spiral  0 < T < 1 berputar 
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menuju ke arah limit cycle T = 1. Apabila 1 < T < 2 maka T
 < 0, sehingga orbit 

pada daerah spiral  1 < T < 2  berputar menuju ke arah limit cycle T = 1 dan 

menjauhi limit cycle T = 2. Apabila T > 2 maka T
 > 0, sehingga orbit pada 

daerah spiral  1 < T < 2 berputar menjauhi limit cycle T = 2. Karena �
 = 1, 

maka orbit dengan nilai awal (T�, ��) berputar berlawanan dengan arah jarum jam 

pada bidang-(�/, �.). Potret fase dari sistem (2.36) dapat dilihat pada Gambar 18. 

(Perintah Maple dapat dilihat pada Lampiran 6). Kestabilan limit cycle T = 1 

adalah stabil, sedangkan limit cycle T = 2 adalah tak stabil. 

 
Gambar 18. Potret fase dari sistem (2.36) dengan dua limit cycle. 

D. Linierisasi Sistem Tak Linier 

Dimisalkan sistem (2.12) merupakan sistem tak linier. Linierisasi 

(Blanchard et al, 2006: 460) bertujuan untuk mengetahui perilaku solusi yang 

dekat dengan titik ekuilibrium cy dari sistem tak linier (2.12). 
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Misal d = (�/, �.) adalah fungsi 5/ dan matriks 

�d(c) =
��
���/��/ (c) ��/��. (c)��.��/ (c) ��.��. (c)��

�																																					(2.38) 
adalah matriks Jacobian dari d pada titik c. 
Definisi 2.13: (Hale & Kocak, 1991: 267) 

Jika cy adalah titik ekuilibrium dari c
 = d(c), maka persamaan diferensial 

linier 

c
 = �d(cy)c 

disebut linierisasi dari medan vektor d di titik ekuilibrium cy. 
Kestabilan dari titik ekuilibrium pada sistem linierisasi dapat ditentukan 

dengan menggunakan Teorema 2.4 dan 2.5. 

Teorema 2.4: (Hale & Kocak, 1991: 267) 

Misal d adalah fungsi 5/. Jika semua nilai eigen dari matriks Jacobian 

�d(cy) mempunyai bagian real negatif, maka titik ekuilibrium cy dari persamaan 

diferensial c
 = d(c) stabil asimtotik. 

Bukti: 

Misalkan variabel baru 

 (�) = c(�) − cy, 
sehingga titik ekuilibrium cy dari c
 = d(c) bersesuaian dengan titik ekuilibrium 

  = e dari persamaan diferensial 

 
 = d(  + cy). 
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Ekspansi fungsi d(  + cy) pada cy menggunakan polinomial Taylor untuk 

beberapa variabel yakni 

d(  + cy) = d(cy) + �d(cy)  + ¡( ), 
dengan fungsi ¡( ) merupakan sisa yang memenuhi 

¡	(e) = e dan �¡(e) = e.                                      (2.39) 

Karena d(cy) = 0, persamaan diferensial  
 = d(  + cy) dapat ditulis dalam 

bentuk 

 
 = �d(cy)  + ¡( ).																																									(2.40) 
Pembuktian Teorema 2.4 dengan menunjukkan solusi  (�) = e dari 

persamaan (2.40) stabil asimtotik. 

Sifat (2.39) dari ¡( ) berakibat ¡( ) mempunyai pengaruh kecil dibanding 

dengan   saat dekat dengan titik asal. Hal tersebut ditunjukkan dengan 

menggunakan teorema nilai rata-rata, untuk semua ¢ > 0, terdapat £ > 0 

sedemikian hingga 

‖¡( )‖ ≤ ¢‖ ‖ jika ‖ ‖ < £.                              (2.41) 

Misalkan  (�) merupakan solusi dari persamaan (2.40) yang memenuhi 

kondisi awal  (0) =  e. Jika ¡( (�)) merupakan fungsi atas �, maka dengan 

menggunakan rumus eksplisit solusi persamaan diferensial tak homogen pada 

Lampiran 1.e diperoleh 

 (�) = ,{� e + ,{(�-¤)�
� ¡� (#)��#.																									(2.42) 
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Misalkan � dan 6 adalah konstanta yang sama dengan konstanta pada 

Teorema 2.3, serta pilih ¢ > 0 sedemikian hingga ¢� < 6 dan £ > 0 memenuhi 

pertidaksamaan (2.42), maka diperoleh 

‖ (�)‖ ≤ �,-:�k ek +  �,-:(�-¤)¢�
� ‖ (#)‖�#,											(2.43) 

untuk ‖ (#)‖ ≤ ε dan 0 ≤ # ≤ �. Kalikan kedua ruas pertidaksamaan (2.43) 

dengan ,:� diperoleh 

,:�‖ (�)‖ ≤ �k ek +  �¢,:¤¢�
� ‖ (#)‖�#.																				(2.44) 

Jika digunakan pertidaksamaan Gronwall untuk fungsi ,:�‖ (�)‖, maka 

pertidaksamaan (2.44) menjadi 

,:�‖ (�)‖ ≤ �k ek,¦§�.																																							(2.45) 
Pertidaksamaan Gronwall dapat dilihat pada Teorema 5.3 (Lamiran 1.g). 

Selanjutnya, kalikan pada kedua ruas pertidaksamaan (2.45) dengan ,-:� 
diperoleh 

‖ (�)‖ ≤ �k ek,-(:-¦§)�    untuk ‖ (�)‖ ≤ ε.																(2.46) 
Ambil R > 0 sehingga �R < £. Jika k ek < δ, maka pertidaksamaan 

(2.46) menjamin bahwa ‖ (�)‖ < ε karena 6 − �¢ > 0. Jadi solusi  (�) ada 

untuk semua � S 0 dan titik ekuilibrium   = e dari persamaan (2.40) stabil. Pada 

pertidaksamaan (2.46) menunjukkan bahwa  (�) → e untuk � → +∞ jika 

k ek < δ, sehingga   = e stabil asimtotik. ∎ 
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Teorema 2.5: (Hale & Kocak, 1991: 272) 

Misal d adalah fungsi 5/. Jika terdapat nilai eigen dari matriks Jacobian 

�d(cy) yang mempunyai bagian real positif, maka titik ekuilibrium cy dari 

persamaan diferensial c
 = d(c) tak stabil. 

Bukti: 

Pembuktian Teorema 2.5 menggunakan notasi dan transformasi yang sama 

dengan Teorema 2.4. Akan ditunjukkan bahwa solusi  (�) = e dari persamaan 

diferensial 

 
 = �d(cy)  + ¡( )																																										(2.47) 
tak stabil. Pada bagian real nilai eigen matriks Jacobian terdapat dua kasus. 

(i) Misal semua nilai eigen matriks Jacobian mempunyai bagian real positif. Jika 

variabel �	diganti – � pada persamaan (2.47), maka diperoleh persamaan 

diferensial 

 
 = −�d(cy)  − ¡( ).																																								(2.48) 
Pada persamaan (2.48) nilai eigen dari −�d(cy)  mempunyai bagian real 

negatif, sehingga dengan menggunakan Teorema 2.4 dapat disimpulkan bahwa 

solusi   = e dari persamaan (2.48) stabil asimtotik. Persamaan (2.48) stabil 

asimtotik, sehingga terdapat T > 0 sedemikian hingga jika k ek = r, maka solusi 

�(�,  e) dari persamaan (2.48) menuju e untuk t → +∞. 

Ambil £ dan  e yang memenuhi 0 < £ < T dan k ek = r. Misal �̂ adalah 

waktu yang bergantung pada £ dan  e sedemikian hingga k�(�̂,  e)k = £. Perlu 

diingat bahwa �(−�,  e) merupakan solusi dari persamaan (2.47) dan 
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� 0−�̂, �(�̂,  e)2 = �(−�̂ + �̂,  e) = �(0,  e) =  e, sehingga solusi dari 

persamaan (2.47) dengan nilai awal �(�̂,  e) memenuhi k�(�̂,  e)k = £ akan 

mencapai lingkaran ‖ ‖ = r untuk waktu berhingga. Karena £ dan  e dapat 

dipilih bilangan kecil dan sembarang, maka mengakibatkan kestabilan solusi 

ekuilibrium   = e dari persamaan (2.47) adalah tak stabil. 

(ii) Misal nilai eigen matriks Jacobian adalah real dengan «/ ≤ 0 < «.. Matriks 

Jacobian pada persamaan (2.47) dapat ditulis dalam bentuk kanonik yakni 

�
/ = «/�/ + X/(�/, �.) �
. = «.�. + X.(�/, �.),																																							(2.49) 
fungsi ¡ = (X/, X.) mempunyai sifat yang sama dengan persamaan  (2.39). 

Pembuktian titik ekuilibrium di titik asal tak stabil pada persamaan (2.49) 

dengan menentukan fungsi ¬ dan daerah dekat titik asal sedemikian hingga fungsi 

¬ naik sepanjang solusi dari persamaan (2.49) pada daerah tersebut. Misalkan 

fungsi 

¬(�/, �.) = 12 (�.. − �/.). 
Jika (�/(�), �.(�)) adalah solusi dari persamaan (2.49) dan ‖ (�)‖ < £, 

maka dengan menggunakan persamaan (2.41) diperoleh 

																														¬

 � (�)� = �¬�� ��/(�), �.(�)� 																																															= �.�
.−�/�
/ 
																																															= «.�.. + �.X.(�/, �.) − «/�/. − �/X/(�/, �.) 													S «.�.. −¢‖ ‖(|�/| + |�.|) − «/�/. 																																															S («. −¢)�.. − 2¢|�/||�.| − («/ +¢)�/.. 
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Misalkan himpunan 

Ω ≡ {(�/, �.): �. > |�/|} 
yang berada diatas garis �. = ±�/, dapat dilihat pada Gambar 19. 

Ambil £ > 0 dan ¢ sedemikian hingga persamaan (2.41) terpenuhi dan 

«. − 4¢ > 0. Misal ® ≡ {(�/, �.): ‖ ‖ < £} adalah persekitaran dari titik asal. 

Pada daerah Ω ∩ ®, diperoleh ¬( ) > 0 dan ¬
 ( ) S («. − 4¢)�.. > 0. 
Misal  e ∈ Ω ∩ ®, maka solusi yang melalui  e berada di Ω sepanjang 

 (�) ∈ ®. Untuk menyelesaikan bukti, tampak bahwa solusi yang melalui  e 

mempunyai norm samadengan £ untuk beberapa nilai �, sehingga solusi pasti 

keluar melewati batas ®. Hal ini disebabkan karena terdapat R > 0 sedemikian 

hingga ¬
 ( ) > R jika   ∈ ® dan ¬( ) > ¬( e). Pembuktian kestabilan dari 

persamaan (2.49) selesai. ∎ 

 

Gambar 19. Fungsi ¬ dan daerah Ω dimana ¬
 ( ) > 0 
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Contoh 2.14: Diberikan sistem tak linier 

c
 = *�/ − �/�.�. − �/. +																																															(2.50) 
Titik ekuilibrium dari sistem (2.50) adalah (0,0), (1,1), dan (−1,1). Matriks 

Jacobian dari sistem (2.50) dengan menggunakan persamaan (2.38) adalah 

�d(c) = *1 − �. −�/−2�/ 1 +. 
Matriks Jacobian pada titik ekuilibrium (0,0), (1,1), dan (-1,1) yakni 

�d(0,0) = 01 00 12 , �d(1,1) = 0 0 −1−2 1 2 , dan	�d(−1,1) = 00 12 12. 
Pertama, nilai eigen matriks Jacobian di titik (0,0) dengan menggunakan 

persamaan (2.25) diperoleh �/ = 1 dan �. = 1. Kestabilan titik ekuilibrium (0,0) 
tak stabil, sebab semua nilai eigen mempunyai bagian real positif. Kedua, nilai 

eigen matriks Jacobian pada titik (1,1) dengan menggunakan persamaan (2.25) 
diperoleh �/ = 2 dan �. = −1. Kestabilan titik ekuilibrium (1,1) tak stabil, sebab 

terdapat nilai eigen yang bagian realnya positif. Ketiga, nilai eigen matriks 

Jacobian pada titik (−1,1) dengan menggunakan persamaan (2.25) diperoleh 

�/ = 2 dan �. = −1. Kestabilan titik ekuilibrium (−1,1) tak stabil, sebab 

terdapat nilai eigen yang bagian realnya positif. 

 

Perilaku solusi (Blanchard et al, 2006: 465) dekat titik ekuilibrium pada 

sistem tak linier dengan sistem linierisasinya dapat berbeda, yakni apabila sistem 

linierisasinya mempunyai nilai eigen yang bagian realnya bernilai nol. Jadi 

linierisasi tidak bisa diterapkan untuk menganalisis perilaku solusi yang dekat 

dengan titik ekuilibrium pada sistem tak linier apabila  sistem linierisasinya 
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mempunyai nilai eigen yang bagian realnya bernilai nol, dapat dilihat pada 

Contoh 2.15 dan Contoh 2.16. 

Contoh 2.15: Diberikan sistem tak linier 

�
/ = �. − (�/. + �..)�/ 

�
. = −�/ − (�/. + �..)�..																																				(2.51) 
Titik ekuilibrium sistem (2.51) adalah (0,0). Matriks Jacobian dari sistem 

(2.51) dengan menggunakan persamaan (2.38) adalah 

�d(c) = � 3�/. − �.. 1 − 2�/�.−1 − 2�/�. −�/. − 3�..�. 
Matriks Jacobian dari sistem (2.51) pada titik ekuilibrium (0,0) yakni 

�d(0,0) = 0 0 1−1 02. 
Jadi sistem linierisasi dari sistem (2.51) di titik (0,0) adalah 

c
 = 0 0 1−1 02 c.																																																(2.52) 
Nilai eigen dari sistem (2.52) adalah �/ = b dan �. = −b, sehingga sistem 

(2.52) mempunyai nilai eigen yang bagian realnya nol. 

Sistem (2.51) dapat ditulis pada koordinat polar dengan menggunakan 

persamaan (2.34) untuk T > 0 yakni 

T
 = �/�
/ + �.�
.T = �/(�. − (�/. + �..)�/) + �.(−�/ − (�/. + �..)�.)T = −TH, 
�
 = �/�
. − �.�
/T. = �/(−�/ − (�/. + �..)�.) − �.(�. − (�/. + �..)�/)T. = −1. 

Jadi sistem (2.51) dalam koordinat polar adalah 

T
 = −TH 

�
 = −1.																																																								(2.53) 
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Solusi dari sistem (2.53) adalah T(�) = °%m/C.°%N�, �(�) = −� + �� yang 

terdefinisi untuk � ∈ 0− /.°%N , ∞2. Tampak bahwa T(�) → 0, �(�) → −∞ untuk 

� → +∞ . Karena �(�) → −∞ untuk � → +∞, maka orbit dengan nilai awal 

(T�, ��) berputar searah dengan arah jarum jam pada bidang-(�/, �.). 
Potret fase dari sistem (2.52) akan sama dengan sistem (2.15). Potret fase 

sistem (2.51) dapat dilihat pada Gambar 20(a). (Perintah Maple dapat dilihat pada 

Lampiran 7). Pada Gambar 20 menunjukkan bahwa sistem (2.51) dan sistem 

(2.52) mempunyai perbedaan secara kualitatif. Kestabilan titik ekuilibrium (0,0) 
pada sistem (2.51) adalah stabil asimtotik, sedangkan pada sistem linierisasi 

(2.52) adalah stabil. Jadi sistem linierisasi (2.52) tidak dapat digunakan untuk 

menganalisis perilaku solusi disekitar titik ekuilibrium pada sistem (2.51). 

(a) (b)  
Gambar 20. Potret fase: (a) sistem (2.51), dan (b) sistem linierisasi dari 

sistem (2.51) di titik (0,0). 
 
Contoh 2.16: Diberikan sistem tak linier 

�
/ = −�. + (�/. + �..)�/ 

�
. = �/ + (�/. + �..)�..																																										(2.54) 
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Titik ekuilibrium sistem (2.54) adalah (0,0). Matriks Jacobian dari sistem 

(2.54) dengan menggunakan persamaan (2.38) diperoleh 

�d(c) = � 3�/. + �.. −1 + 2�/�.1 + 2�/�. �/. + 3�.. �. 
Matriks Jacobian  dari sistem (2.54) pada titik ekuilibrium (0,0) yakni 

�d(0,0) = 00 −11 0 2. 
Jadi sistem linierisasi dari sistem (2.54) di titik (0,0) adalah 

c
 = 00 −11 0 2 c.																																																(2.55) 
Nilai eigen dari sistem (2.55) adalah �/ = b dan �. = −b, sehingga sistem 

(2.55) mempunyai nilai eigen yang bagian realnya nol. Sistem (2.54) dapat ditulis 

pada koordinat polar dengan menggunakan persamaan (2.34) untuk T > 0 yakni 

T
 = �/�
/ + �.�
.T = �/(−�. + (�/. + �..)�/) + �.(�/ + (�/. + �..)�.)T = TH, 
�
 = �/�
. − �.�
/T. = �/(�/ + (�/. + �..)�.) − �.(−�. + (�/. + �..)�/)T. = 1. 

Jadi sistem (2.54) dalam koordinat polar adalah 

T
 = TH 

�
 = 1																																																									(2.56) 
Solusi dari sistem (2.56) adalah T(�) = °%m/-.°%N�, �(�) = � + �� yang 

terdefinisi untuk � ∈ 0−∞, /.°%N2. Tampak bahwa T(�) → 0, �(�) → −∞ untuk 

� → −∞ . Karena �(�) → −∞ untuk � → −∞, maka orbit dengan nilai awal 

(T�, ��) berputar berlawanan dengan arah dengan arah jarum jam pada bidang-

(�/, �.). 
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Potret fase dari sistem (2.54) dapat dilihat pada Gambar 21, sedangkan 

potret fase sistem linierisasi (2.55) akan mirip dengan potret fase sistem (2.52) 

hanya berbeda arah. (Perintah Maple dapat dilihat pada Lampiran 8). Pada 

Gambar 21 menunjukkan bahwa sistem (2.54) dan sistem linierisasi (2.55) 

mempunyai perbedaan secara kualitatif.  

Kestabilan titik ekuilibrium (0,0) pada sistem (2.54) adalah tak stabil, 

sedangkan pada sistem linierisasi (2.55) adalah stabil. Jadi sistem linierisasi (2.55) 

tidak dapat digunakan untuk menganalisis perilaku solusi disekitar titik 

ekuilibrium pada sistem (2.54). 

(a)  (b)  

Gambar 21. Potret fase: (a) sistem (2.54), dan (b) sistem linierisasi dari 
sistem (2.54) di titik (0,0). 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

Persamaan diferensial merupakan persamaan yang memuat satu atau 

beberapa turunan dari suatu fungsi yang tidak diketahui. Persamaan diferensial 

dapat dikelompokkan menjadi dua, yakni persamaan diferensial otonomus dan tak 

otonomus. Persamaan diferensial otonomus  merupakan persamaan diferensial 

yang variabel bebasnya tidak muncul secara eksplisit. Persamaan diferensial 

otonomus yang berdimensi satu disebut persamaan diferensial skalar otonomus. 

Sistem persamaan diferensial  pada bidang merupakan sistem yang 

memuat dua persamaan diferensial  skalar dengan dua variabel terikat. Dua 

persamaan diferensial dikatakan tidak bertautan jika kedua fungsi pada persamaan 

diferensial tidak mempunyai relasi secara spesifik, sedangkan jika terdapat relasi 

dikatakan bertautan. Sistem persamaan diferensial pada bidang dapat dinyatakan 

dalam bentuk koordinat kartesius dan koordinat polar. Gabungan dari dua 

persamaan diferensial skalar otonomus yang tidak bertautan dan 

menginterpretasikan aliran dari dua variabel dalam bidang disebut sistem hasil 

kali persamaan diferensial otonomus pada bidang. Sistem hasil kali persamaan 

diferensial otonomus pada bidang dibedakan menjadi dua jenis, yakni sistem hasil 

kali kartesius dan sistem hasil kali polar. 
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A. Sistem Hasil Kali Kartesius 

Misal �� dan �� merupakan interval terbuka pada garis bilangan real ℝ dan 

��: �� → ℝ; 						
 ↦ ���

, 
��: �� → ℝ; 						
 ↦ ���

, 

adalah nilai real dari dua fungsi yang terdiferensialkan untuk suatu variabel real 
. 
Misal 

��: ℝ → ℝ;			�� ↦ �����
, 
��: ℝ → ℝ;			�� ↦ �����
, 

adalah dua fungsi berbeda yang bernilai real. 

Diberikan dua persamaan diferensial skalar 

��� = �����
,            (3.1) 

��� = �����
,          (3.2) 

dimana ��, �� adalah dua fungsi tidak diketahui dari 
, �� adalah fungsi dari ��, 

dan �� adalah fungsi dari ��. 

Sistem hasil kali antara persamaan (3.1) dan (3.2) yakni 

��� = �����
        

��� = �����
.																																																		�3.3
 
Solusi dari sistem hasil kali (3.3) yaitu ����

, ���

�. Solusi 

����

, ���

� menggambarkan potret fase yang merupakan hasil kali dari 

masing-masing potret fase persamaan (3.1) dan (3.2). Titik ekuilibrium sistem 

hasil kali (3.3) merupakan pasangan terurut dari titik ekuilibrium masing-masing 

persamaan penyusunnya. Jika �̅� merupakan titik ekuilibrium persamaan (3.1) dan 

�̅� merupakan titik ekuilibrium persamaan (3.2), maka titik ��̅�, �̅�
 merupakan 
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titik ekuilibrium dari sistem hasil kali (3.3). Sistem hasil kali (3.3) disebut sistem 

hasil kali kartesius. 

Contoh 3.1: Diberikan dua persamaan diferensial 

��� = 1,				���0
 = ���,																																																											�3.4
 
��� = −1,				���0
 = ���.																																																							�3.5
 

Persamaan (3.4) dan (3.5) tidak mempunyai titik ekuilibrium. Solusi dari 

persamaan (3.4) dan (3.5) berturut-turut adalah ���

 = 
 + ��� dan ���

 = −
 +
��� yang terdefinisi untuk setiap 
 ∈ ℝ. Potret fase persamaan (3.4) dan (3.5) 

ditunjukkan pada Gambar 22. 

(a)  (b)  
Gambar 22. Potret fase dari (a) persamaan (3.4), dan (b) persamaan (3.5) 

 Sistem hasil kali dari persamaan (3.4) dan (3.5) yaitu 

��� = 1 

��� = −1,																																																						�3.6
 
dengan solusi �
 + ���, −
 + ���
 yang terdefinisi untuk setiap 
 ∈ ℝ. Sistem (3.6) 

tidak mempunyai titik ekuilibrium. 
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 Akan dicari persamaan orbit dari sistem (3.6). Solusi persamaan penyusun 

dari sistem (3.6) adalah 

���

 = 
 + ���,																																																							�3.7
 
���

 = −
 + ���.																																																			�3.8
 

Persamaan (3.7) dapat ditulis menjadi bentuk 


 = �� − ���.																																																						�3.9
 
Substitusi persamaan (3.9) ke (3.8) diperoleh 

�� = −��� − ���	
 + ��� 

⟺			 �� = −�� + ��� + ��� 

⟺			 �� + �� = ��� + ���.																																												�3.10
 
 Misalkan $ = ��� + ���, maka persamaan (3.10) menjadi �� + �� = $ yang 

merupakan orbit sistem (3.6). 

Orbit sistem (3.6) dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan 

(2.17), yakni mencari solusi dari persamaan diferensial skalar 
%&'%&( = −1. Solusi 

dari persamaan diferensial skalar 
%&'%&( = −1 merupakan persamaan garis �� +

�� = $ dengan $ merupakan konstanta yang merupakan orbit sistem (3.6). 

 Jadi orbit dari sistem (3.6) berbentuk �� + �� = $. Potret fase sistem (3.6) 

ditunjukkan pada Gambar 23. (Perintah Maple dapat dilihat pada Lampiran 9) 
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Gambar 23. Potret fase sistem (3.6) 

Contoh 3.2: Diberikan dua persamaan diferensial 

��� = −��,				���0
 = ���,																																																						�3.11
 
��� = −2,				���0
 = ���.																																																							�3.12
 

Titik ekuilibrium persamaan (3.11) adalah 0, sedangkan persamaan (3.12) 

tidak mempunyai titik ekuilibrium. Potret fase persamaan (3.11) dan (3.12) 

ditunjukkan pada Gambar 24. Solusi dari persamaan (3.11) dan (3.12) berturut-

turut adalah ���

 = *+,��� dan ���

 = −2
 + ��� yang terdefinisi untuk setiap 


 ∈ ℝ. Persamaan (3.11) mempunyai kesamaan dengan persamaan (2.6), sehingga 

kestabilan titik ekuilibrium 0 pada persamaan (3.11) sama dengan kestabilan titik 

ekuilibrium 0 pada persamaan (2.6) yaitu stabil asimtotik. 



58 

 

(a)                      (b)  

Gambar 24. Potret fase dari (a) persamaan (3.11), dan (b) persamaan (3.12) 

Sistem hasil kali dari persamaan (3.11) dan (3.12) yaitu 

��� = −�� 

��� = −2,																																																						�3.13
 
dengan solusi �*+,���, −2
 + ���
 yang terdefinisi untuk setiap 
 ∈ ℝ. Sistem 

(3.13) tidak mempunyai titik ekuilibrium. 

 Akan dicari persamaan orbit dari sistem (3.13). Solusi persamaan 

penyusun dari sistem (3.13) adalah 

���

 = *+,���,																																																							�3.14
 
���

 = −2
 + ���.																																																�3.15
 

Persamaan (3.15) dapat ditulis menjadi bentuk 


 = ��� − ��2 	.																																													�3.16
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Substitusi persamaan (3.16) ke (3.14) diperoleh 

�� = *+-&'.+&'� 	/��� 

⟺			 �� = *&'+&'.� ��� 

⟺			 �� = *0&'� 1*-+&'.� /��� 

⟺			 �� = ���
*-&'.� / *0&'� 1.																																												�3.17
 

 Misalkan $ = &(.
2-3'.' /, maka persamaan (3.17) menjadi �� = $*03'' 1 yang 

merupakan orbit sistem (3.13). 

Orbit sistem (3.13) dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan 

(2.17), yakni mencari solusi dari persamaan diferensial skalar  
%&'%&( = �&(. Solusi 

dari persamaan diferensial skalar 
%&'%&( = �&( adalah �� = $*3''  dengan $ merupakan 

konstanta yang merupakan orbit sistem (3.13). 

 Jadi orbit dari sistem (3.13) berbentuk �� = $*3'' . Potret fase sistem (3.13) 

ditunjukkan pada Gambar 25. (Perintah Maple dapat dilihat pada Lampiran 10) 
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Gambar 25. Potret fase dari sistem (3.13) 

Contoh 3.3: Diberikan dua persamaan diferensial 

��� = −��,				���0
 = ���,																																																								�3.18
 
��� = −��,				���0
 = ���.																																																								�3.19
 

Titik ekuilibrium persamaan (3.18) dan (3.19) masing-masing adalah 0. 

Potret fase persamaan (3.18) dan (3.19) ditunjukkan pada Gambar 26. Solusi dari 

persamaan (3.18) dan (3.19) berturut-turut adalah ���

 = *+,��� dan ���

 =
*+,��� yang terdefinisi untuk setiap 
 ∈ ℝ. Persamaan (3.18) dan (3.19) 

mempunyai kesamaan dengan persamaan (2.6), sehingga kestabilan titik 

ekuilibrium 0 pada persamaan (3.18) dan (3.19) sama dengan kestabilan titik 

ekuilibrium 0 pada persamaan (2.6) yaitu stabil asimtotik, dapat dilihat pada 

Gambar 26. 



61 

 

(a)  (b)  

Gambar 26. Potret fase dari (a) persamaan (3.18), dan (b) persamaan (3.19) 

Sistem hasil kali dari persamaan (3.18) dan (3.19) yaitu 

��� = −�� 

��� = −��,																																																				�3.20
 
dengan solusi �*+,���, *+,���
 yang terdefinisi untuk setiap 
 ∈ ℝ. Sistem (3.20) 

mempunyai satu titik ekuilibrium, yaitu �0,0
. 
Akan dicari persamaan orbit dari sistem (3.20). Solusi persamaan 

penyusun dari sistem (3.20) adalah 

���

 = *+,���,																																																							�3.21
 
���

 = *+,���.																																																							�3.22
 

Persamaan (3.21) dapat ditulis menjadi bentuk 

*+, = ����� .																																														�3.23
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Substitusi persamaan (3.23) ke (3.21) diperoleh 

�� = -�����/��� 

⟺			 �� = -������/��.																																													�3.24
 
 Misalkan $ = &'.&(., maka persamaan (3.24) menjadi �� = $�� yang 

merupakan orbit sistem (3.20). 

Orbit sistem (3.20) dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan 

(2.17), yakni mencari solusi dari persamaan diferensial skalar 
%&'%&( = &'&(. Solusi dari 

persamaan diferensial skalar 
%&'%&( = &'&( adalah �� = $�� dengan $ merupakan 

konstanta yang merupakan orbit sistem (3.20). Jadi orbit dari sistem (3.20) 

berbentuk �� = $��. Potret fase sistem (3.20) ditunjukkan pada Gambar 27. 

Potret fase sistem (3.20) simetri terhadap garis �� = ��. 

Sistem hasil kali (3.20) merupakan sistem linier. Nilai eigen dari sistem 

(3.20) dengan menggunakan persamaan (2.25) diperoleh 4� = −1 dan 4� = −1. 

Kestabilan titik ekuilibrium (0,0) dengan menggunakan Teorema 2.3 adalah stabil 

asimtotik, dapat dilihat pada Gambar 27. (Perintah Maple dapat dilihat pada 

Lampiran 11) 

 



63 

 

 

Gambar 27. Potret fase dari sistem (3.20) 

Contoh 3.4: Diberikan dua persamaan diferensial 

��� = ���,				���0
 = ���,																																																								�3.25
 
��� = ���,				���0
 = ���.																																																								�3.26
 

Titik ekuilibrium persamaan (3.25) dan (3.26) masing-masing adalah 0. 

Potret fase persamaan (3.25) dan (3.26) ditunjukkan pada Gambar 28. Solusi dari 

persamaan (3.25) dan (3.26) berturut-turut adalah ���

 = &(.�+&(., dan ���

 =
&'.�+&'.,. Kestabilan titik ekuilibrium 0 pada persamaan (3.25) dengan menggunakan 

Lemma 2.1 adalah tak stabil, sebab terdapat 5 = 1 sedemikian hingga ��6 > 0 

untuk 0 < �� < 1. Kestabilan titik ekuilibrium 0 pada persamaan (3.26) akan 

sama dengan kestabilan titik ekuilibrium persamaan (3.25). 
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(a)  (b)  

Gambar 28. Potret fase dari (a) persamaan (3.25), dan (b) persamaan (3.26) 

Sistem hasil kali dari persamaan (3.25) dan (3.26) yaitu 

��� = ��� 

��� = ���,																																																							�3.27
 
dengan solusi 0 &(.�+&(., , &'.�+&'.,1. Sistem (3.27) mempunyai satu titik ekuilibrium, 

yaitu �0,0
. 
Akan dicari persamaan orbit dari sistem (3.27). Solusi persamaan 

penyusun dari sistem (3.27) adalah 

���

 = ���1 − ���
 ,																																																							�3.28
 
���

 = ���1 − ���
 .																																																								�3.29
 

Persamaan (3.28) dapat ditulis menjadi bentuk 


 = 1��� − 1�� .																																																								�3.30
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Substitusi persamaan (3.30) ke (3.29) diperoleh 

�� = ���1 − ��� 9 1��� − 1��: 

⟺			 �� = ���1 − ������ + ����� 												 
⟺			 �� = �������� − ����� + �����������

 

⟺			 �� = ������������� − ����� + ������ .
1������1������  

⟺			 �� = ������� − ����� + 1 

⟺			 �� = ���� 9��� − ��������� : + 1.																														�3.31
 
 Misalkan $ = &(.+&'.&(.&'. , maka persamaan (3.31) menjadi �� = &(&(;<� yang 

merupakan orbit sistem (3.27). 

Orbit sistem (3.27) dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan 

(2.17), yakni mencari solusi dari persamaan diferensial skalar 
%&'%&( = &''&('. Solusi 

dari persamaan diferensial skalar 
%&'%&( = &''&(' adalah �� = &(&(;<� dengan $ 

merupakan konstanta yang merupakan orbit sistem (3.27) disekitar titik 

ekuilibrium �0,0
. Jadi orbit dari sistem (3.27) berbentuk �� = &(&(;<�. Potret fase 

sistem (3.27) ditunjukkan pada Gambar 29. (Perintah Maple dapat dilihat pada 
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Lampiran 12). Potret fase sistem (3.27) simetri terhadap garis �� = ��. Titik 

ekuilibrium �0,0
 pada sistem hasil kali (3.27) tidak stabil, dapat dilihat pada 

Gambar 29. 

 

Gambar 29. Potret fase dari sistem (3.27) 

Contoh 3.5: Diberikan dua persamaan diferensial 

��� = −��,				���0
 = ���,																																																								�3.32
 
��� = ���1 − ��
,				���0
 = ���.																																											�3.33
 

Titik ekuilibrium persamaan (3.32) adalah 0, sedangkan titik ekuilibrium 

persamaan (3.33) adalah 0 dan 1. Potret fase persamaan (3.32) dan (3.33) 

ditunjukkan pada Gambar 30. Solusi dari persamaan (3.32) dan (3.33) berturut-

turut adalah ���

 = *+,��� dan ���

 = &'.&'.+2=>&'.<2=>. 
Persamaan (3.32) mempunyai kesamaan dengan persamaan (2.6), sehingga 

kestabilan titik ekuilibrium 0 pada persamaan (3.32) sama dengan kestabilan titik 

ekuilibrium 0 pada persamaan (2.6) yaitu stabil asimtotik. Kestabilan titik 
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ekuilibrium pada persamaan (3.33) dapat ditentukan dengan menggunakan 

Teorema 2.2. Misal �����
 = ���1 − ��
, maka 

��?���
 = 1 − 2��,					��?�0
 = 1 − 2�0
 = 1, dan ��?�1
 = 1 − 2�1
 = −1. 
Menurut Teorema 2.2, maka dapat disimpulkan bahwa titik ekuilibrium 0 

tak stabil sebab ��?�0
 = 1 > 0 dan titik ekuilibrium 1 stabil asimtotik sebab 

��?�1
 = −1 < 0.  

(a)       (b)  

Gambar 30. Potret fase dari (a) persamaan (3.32), dan (b) persamaan (3.33) 

Sistem hasil kali dari persamaan (3.32) dan (3.33) yaitu 

��� = −�� 

��� = ���1 − ��
,																																								�3.34
 
dengan solusi 0*+,���, &'.&'.+2=>&'.<2=>1. Sistem (3.34) mempunyai dua titik 

ekuilibrium, yaitu �0,0
 dan �0,1
.  
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Akan dicari persamaan orbit dari sistem (3.34). Solusi persamaan 

penyusun dari sistem (3.34) adalah 

���

 = *+,���,																																																							�3.35
 
���

 = ������ − *+,��� + *+, .																																�3.36
 

Persamaan (3.35) dapat ditulis menjadi bentuk 

*+, = ����� .																																														�3.37
 
Substitusi persamaan (3.37) ke (3.36) diperoleh 

�� = ������ − 9�����: ��� + ����� 

⟺					 �� = ������ − 9�����: ��� + ����� .
1���1���  

⟺					 �� = 11 − ����� + �������� 

⟺					 �� = 11 + �� 9− 1��� + 1������: 

⟺					 �� = 11 + �� 91 − ��������� :.																																									�3.38
 
 Misalkan $ = �+&'.&(.&'., maka persamaan (3.38) menjadi �� = ��<;&( yang 

merupakan orbit sistem (3.34). 
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Orbit sistem (3.34) dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan 

(2.17), yakni mencari solusi dari persamaan diferensial skalar 
%&'%&( = − &'��+&'
&( . 

Solusi dari persamaan diferensial skalar 
%&'%&( = − &'��+&'
&(  adalah �� = ��<;&( 

dengan $ merupakan konstanta yang merupakan orbit sistem (3.34). Jadi orbit 

dari sistem (3.34) berbentuk �� = ��<;&(. Potret fase sistem (3.34) ditunjukkan 

pada Gambar 31. (Perintah Maple dapat dilihat pada Lampiran 13) 

Sistem hasil kali (3.34) merupakan sistem tak linier. Matriks Jacobian dari 

sistem  (3.34) dapat diperoleh dengan menggunakan persamaan �2.38
 yakni 

@A�B
 = 91 00 1 − 2��:. 
 Matriks Jacobian dari sistem (3.34) di titik ekuilibrium (0,0) dan (0,1) 

yakni 

@A�0,0
 = 0−1 00 11 	dan	@A�0,1
 = 0−1 00 −11. 
Nilai eigen untuk matriks Jacobian di titik �0,0
 dengan menggunakan 

persamaan �2.25
 diperoleh 4� = −1 dan 4� = 1. Menurut Teorema 2.5 dapat 

disimpulkan bahwa titik ekuilibrium �0,0
 tak stabil. Selanjutnya, nilai eigen 

untuk matriks Jacobian di titik �0,1
 dengan menggunakan persamaan �2.25
 
diperoleh 4� = −1 dan 4� = −1. Menurut Teorema 2.4 dapat disimpulkan bahwa 

titik ekuilibrium �0,1
 stabil asimtotik. 
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Gambar 31. Potret fase dari sistem (3.34) 

Contoh 3.6: Diberikan dua persamaan diferensial 

��� = ���1 − ��
,				���0
 = ���,																																														�3.39
 
��� = ���1 − ��
,				���0
 = ���.																																														�3.40
 

Titik ekuilibrium persamaan (3.39) dan (3.40) masing-masing adalah 0 

dan 1. Solusi dari persamaan (3.39) dan (3.40) berturut-turut adalah ���

 =
&(.&(.+2=>&(.<2=> dan ���

 = &'.&'.+2=>&'.<2=>. Potret fase persamaan (3.39) dan (3.40) 

ditunjukkan pada Gambar 32. 

Persamaan (3.39) dan (3.40) mempunyai kesamaan dengan persamaan 

(3.33), sehingga kestabilan titik ekuilibrium 0 pada persamaan (3.39) dan (3.40) 

adalah tak stabil, sedangkan titik ekuilibrium 1 stabil asimtotik.  
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(a)   (b)  

Gambar 32. Potret fase dari (a) persamaan (3.39), dan (b) persamaan (3.40) 

Sistem hasil kali dari persamaan (3.39) dan (3.40) yaitu 

��� = ���1 − ��
 
��� = ���1 − ��
,																																															�3.41
 

dengan solusi 0 &(.&(.+2=>&(.<2=> , &'.&'.+2=>&'.<2=>1. 
 Sistem (3.41) mempunyai empat titik ekuilibrium, yaitu �0,0
, �0,1
, 
�1,0
, dan �1,1
.  

Akan dicari persamaan orbit dari sistem (3.41). Solusi persamaan 

penyusun dari sistem (3.41) adalah 

���

 = ������ − *+,��� + *+, ,																																	�3.42
 
���

 = ������ − *+,��� + *+, .																																	�3.43
 

 



72 

 

Persamaan (3.42) dapat ditulis menjadi bentuk 

*+, = ����1 − ��
���1 − ���
.																																											�3.44
 
Substitusi persamaan (3.44) ke (3.43) diperoleh 

�� = ������ − 9����1 − ��
���1 − ���
: ��� + 9����1 − ��
���1 − ���
:
 

⟺ 					�� = ������ + 9����1 − ��
���1 − ���
: �1 − ���
 .
1���1���  

⟺					 �� = 11 + ����1 − ���
���1 − ���
 − ������1 − ���
���1 − ���

 

⟺ 					�� = 11 + ����1 − ���
���1 − ���
 − ����1 − ���
�1 − ���

.																									�3.45
 

Misalkan $ = ��+&(.
&(.��+&'.�, maka persamaan (3.45) menjadi �� = ��< (3(F+(F yang 

merupakan orbit sistem (3.41). 

Orbit sistem (3.41) dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan 

(2.17), yakni mencari solusi dari persamaan diferensial skalar 
%&'%&( = &'��+&'
&(��+&(
. 

Solusi dari persamaan diferensial skalar 
%&'%&( = &'��+&'
&(��+&(
 adalah �� = ��< (3(F+(F 

dengan $ merupakan konstanta yang merupakan orbit sistem (3.41). Jadi orbit 

dari sistem (3.41) berbentuk �� = ��< (3F+(F. Potret fase sistem (3.41) ditunjukkan 

pada Gambar 33. (Perintah Maple dapat dilihat pada Lampiran 14). Potret fase 

sistem (3.41) simetri terhadap garis �� = ��. 
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Sistem hasil kali (3.41) merupakan sistem tak linier. Matriks Jacobian dari 

sistem (3.41) dapat diperoleh dengan menggunakan persamaan �2.38
 yakni 

@A�B
 = 91 − 2�� 00 1 − 2��:. 
 Matriks Jacobian dari sistem (3.41) di titik ekuilibrium (0,0), (0,1), (1,0), 

dan (1,1) yakni 

@A�0,0
 = 01 00 11 ,@A�0,1
 = 01 00 −11, 
@A�1,0
 = 0−1 00 11 , dan	@A�1,1
 = 0−1 00 −11. 

Nilai eigen untuk matriks Jacobian di titik �0,0
 dengan menggunakan 

persamaan �2.25
 diperoleh 4� = 1 dan 4� = 1. Menurut Teorema 2.5 dapat 

disimpulkan bahwa titik ekuilibrium �0,0
 tak stabil. Selanjutnya, nilai eigen 

untuk matriks Jacobian di titik �0,1
 dengan menggunakan persamaan �2.25
 
diperoleh 4� = 1 dan 4� = −1. Menurut Teorema 2.5 dapat disimpulkan bahwa 

titik ekuilibrium �0,1
 tak stabil. Selanjutnya, nilai eigen untuk matriks Jacobian 

di titik �1,0
 dengan menggunakan persamaan �2.25
 diperoleh 4� = −1 dan 

4� = 1. Menurut Teorema 2.5 dapat disimpulkan bahwa titik ekuilibrium �1,0
 
tak stabil. Selanjutnya, nilai eigen untuk matriks Jacobian di titik �1,1
 dengan 

menggunakan persamaan �2.25
 diperoleh 4� = −1 dan 4� = −1. Menurut 

Teorema 2.4 dapat disimpulkan bahwa titik ekuilibrium �1,1
 stabil asimtotik.  
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Gambar 33. Potret fase dari sistem (3.41). 

 

Pada contoh-contoh yang diberikan dapat diketahui bahwa kestabilan titik 

ekuilibrium sistem hasil kali kartesius terlihat dari potret fase persamaan 

penyusunnya. Jadi kestabilan titik ekuilibrium sistem hasil kali kartesius 

dipengaruhi kestabilan titik ekuilibrium persamaan penyusunnya. Kestabilan titik 

ekuilibrium sistem hasil kali secara analisis ditunjukkan sebagai berikut: 

Diberikan dua persamaan diferensial linier 

��� = G��, ���0
 = ���,																																																�3.46
 
	��� = H��, ���0
 = ���,																																															�3.47
 

dengan G, H merupakan konstanta, G ≠ 0, H ≠ 0. 

Titik ekuilibrium persamaan (3.46) dan (3.47) masing-masing adalah 0. 

Solusi dari persamaan (3.46) adalah ���

 = *J,���, sedangkan solusi dari 

persamaan (3.47) adalah ���

 = *K,���. Titik ekuilibrium 0 pada persamaan 

(3.46) stabil asimtotik ketika G < 0 sebab ���

 → 0 untuk 
 → +∞ dan tak stabil 
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ketika G > 0 sebab ���

 → +∞ untuk 
 → +∞. Titik ekuilibrium 0 pada 

persamaan (3.47) stabil asimtotik ketika H < 0 sebab ���

 → 0 untuk 
 → +∞ 

dan tak stabil ketika H > 0 sebab ���

 → +∞ untuk 
 → +∞. 

Sistem hasil kali antara persamaan (3.46) dan (3.47) yakni 

9������: = 0G��H��1 = 0G 00 H1 0����1.																																													�3.48
 
Titik ekuilibrium sistem (3.48) adalah �0,0
. Nilai eigen dari sistem (3.48) 

dapat diperoleh dengan menggunakan persamaan (2.25) yakni 

MG − 4 00 H − 4M = 0 

⟺		 �G − 4
�H − 4
 = 0 

⟺		4� = G		dan		4� = H.																																						�3.49
 
 Kemungkinan pasangan nilai G dan H ada empat, yakni 

1. Jika G < 0 dan H < 0, maka 4� < 0 dan 4� < 0. Menurut Teorema 2.3 dapat 

disimpulkan bahwa titik ekuilibrium �0,0
 stabil asimtotik, sebab semua nilai 

eigen mempunyai bagian real negatif. 

2. Jika G > 0 dan H > 0, maka 4� > 0 dan 4� > 0. Menurut Teorema 2.3 dapat 

disimpulkan bahwa titik ekuilibrium �0,0
 tak stabil, sebab semua nilai eigen 

mempunyai bagian real positif. 

3. Jika G < 0 dan H > 0, maka 4� < 0 dan 4� > 0. Menurut Teorema 2.3 dapat 

disimpulkan bahwa titik ekuilibrium �0,0
 tak stabil, sebab terdapat nilai 

eigen yang mempunyai bagian real positif. 
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4. Jika G > 0 dan H < 0, maka 4� > 0 dan 4� < 0. Menurut Teorema 2.3 dapat 

disimpulkan bahwa titik ekuilibrium �0,0
 tak stabil, sebab terdapat nilai 

eigen yang mempunyai bagian real positif. 

 

Apabila terdapat persamaan penyusun dari sistem hasil kali merupakan 

persamaan diferensial tak linier, maka analisis kestabilannya sebagai berikut: 

Diberikan persamaan diferensial 

��� = �����
,																																																		�3.50
 
	��� = �����
.																																																		�3.51
 

Dimisalkan �̅� merupakan titik ekuilibrium persamaan (3.50) dan �̅� 

merupakan titik ekuilibrium persamaan (3.51). 

Sistem hasil kali antara persamaan (3.50) dan (3.51) yakni 

9������: = 9�����
�����
:.																																													�3.52
 
Matriks Jacobian dari sistem (3.52) dengan menggunakan persamaan 

(2.38) yakni 

@����, ��
 =
N
OP

QQ�� �����
 QQ�� �����
QQ�� �����
 QQ�� �����
R
ST =

N
OP

QQ�� �����
 0
0 QQ�� �����
R

ST . �3.53
 
Matriks Jacobian dari persaman (3.53) dititik ��̅�, �̅�
 yakni 

@���̅�, �̅�
 =
N
OP

QQ�� ����̅�
 0
0 QQ�� ����̅�
R

ST.																																				�3.54
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Nilai eigen dari matriks Jacobian pada persamaan (3.54) dapat diperoleh 

dengan menggunakan persamaan (2.25) yakni 

UU
QQ�� ����̅�
 − 4 0

0 QQ�� ����̅�
 − 4UU = 0 

⟺		9 QQ�� ����̅�
 − 4: 9 QQ�� ����̅�
 − 4: = 0 

⟺		4� = QQ�� ����̅�
		dan		4� = QQ�� ����̅�
.																							�3.55
 
Pada persamaan (3.55) terdapat dua kasus untuk nilai 

%%&( ����̅�
 dan 

%%&' ����̅�
. 
(i) Kasus pertama: Misalkan 

%%&( ����̅�
 ≠ 0 dan 
%%&' ����̅�
 ≠ 0 pada 

persamaan (3.55). Banyaknya kemungkinan pasangan nilai 
%%&( ����̅�
 dan 

%%&' ����̅�
 ada empat, yakni: 

1. Misal 
%%&( ����̅�
 < 0 dan 

%%&' ����̅�
 < 0, maka menurut Teorema 2.2 

kestabilan titik ekuilibrium �̅� pada persamaan (3.50) dan titik ekuilibrium �̅� 

pada persamaan (3.51) adalah stabil asimtotik. Nilai eigen dari persamaan 

(3.55) adalah 4� = %%&( ����̅�
 < 0		dan		4� = %%&' ����̅�
 < 0. Menurut 

Teorema 2.4 dapat disimpulkan bahwa titik ekuilibrium ��̅�, �̅�
 pada sistem 

(3.52) stabil asimtotik sebab semua nilai eigen mempunyai bagian real 

negatif. 
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2. Misal 
%%&( ����̅�
 > 0 dan 

%%&' ����̅�
 > 0, maka menurut Teorema 2.2 

kestabilan titik ekuilibrium �̅� pada persamaan (3.50) dan titik ekuilibrium �̅� 

pada persamaan (3.51) adalah tak stabil. Nilai eigen dari persamaan (3.55) 

adalah 4� = %%&( ����̅�
 > 0		dan		4� = %%&' ����̅�
 > 0. Menurut Teorema 2.5 

dapat disimpulkan bahwa titik ekuilibrium ��̅�, �̅�
 pada sistem (3.52) tak 

stabil sebab semua nilai eigen mempunyai bagian real positif. 

3. Misal 
%%&( ����̅�
 < 0 dan 

%%&' ����̅�
 > 0, maka menurut Teorema 2.2 

kestabilan titik ekuilibrium �̅� pada persamaan (3.50) adalah stabil asimtotik 

dan titik ekuilibrium �̅� pada persamaan (3.51) adalah tak stabil. Nilai eigen 

dari persamaan (3.55) adalah 4� = %%&( ����̅�
 < 0		dan		4� = %%&' ����̅�
 > 0. 

Menurut Teorema 2.5 dapat disimpulkan bahwa titik ekuilibrium ��̅�, �̅�
 
pada sistem (3.52) tak stabil sebab terdapat nilai eigen yang mempunyai 

bagian real positif. 

4. Misal 
%%&( ����̅�
 > 0 dan 

%%&' ����̅�
 < 0, maka menurut Teorema 2.2 

kestabilan titik ekuilibrium �̅� pada persamaan (3.50) adalah tak stabil dan 

titik ekuilibrium �̅� pada persamaan (3.51) adalah stabil asimtotik. Nilai eigen 

dari persamaan (3.55) adalah 4� = %%&( ����̅�
 > 0		dan		4� = %%&' ����̅�
 < 0. 

Menurut Teorema 2.5 dapat disimpulkan bahwa titik ekuilibrium ��̅�, �̅�
 
pada sistem (3.52) tak stabil sebab terdapat nilai eigen yang mempunyai 

bagian real positif. 
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(ii) Kasus kedua: Jika  
%%&( ����̅�
 = 0 atau 

%%&' ����̅�
 = 0 pada persamaan 

(3.55), maka kestabilan titik ekuilibrium sistem hasil kali tidak dapat disimpulkan 

dari hasil linierisasi.  

 

Jadi pada sistem hasil kali kartesius menunjukkan bahwa kestabilan titik 

ekuilibrium dari sistem hasil kali bergantung pada kestabilan titik ekuilibrium 

persamaan penyusunnya. 

Pada sistem hasil kali kartesius akan mempunyai potret fase yang simetris 

terhadap garis �� = �� apabila fungsi pada ruas kanan persamaan penyusunnya 

sama. Hal ini ditunjukkan sebagai berikut: 

Diberikan persamaan diferensial 

��� = ����
,																																																		�3.56
 
	��� = ����
.																																																		�3.57
 

 Pada persamaan (3.56) dan (3.57) mempunyai fungsi pada ruas kanan 

yang sama, sehingga dengan menggunakan aturan rantai diperoleh 

Q��Q�� = Q��Q
 Q
Q�� 

⇔			 Q��Q�� = ����
����
 
⇔			 Q������
 = Q������
.																																							�3.58
 

Persamaan (3.58) akan dipenuhi jika �� = ��. Hal ini mengakibatkan 

untuk setiap nilai awal ����, ���
 dengan ��� = ���, maka orbit yang melalui nilai 

awal ����, ���
 akan selalu berada pada garis �� = ��. Contoh sistem hasil kali 
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yang mempunyai fungsi pada ruas kanan yang sama dapat dilihat pada Contoh 

3.3, 3.4, dan 3.6. 

Banyaknya titik ekuilibrium pada sistem hasil kali antara persamaan (3.1) 

dan (3.2) bergantung pada banyaknya titik ekuilibrium pada persamaan (3.1) dan 

(3.2). Jika persamaan (3.1) mempunyai titik ekuilibrium sebanyak W dan 

persamaan (3.2) mempunyai titik ekuilibrium sebanyak X, maka banyaknya titik 

ekuilibrium pada sistem hasil kali antara persamaan (3.1) dan (3.2) adalah W × X, 

dengan X,W ∈ ℕ. 

 

B. Sistem Hasil Kali Polar 

Sistem pada koordinat kartesius dapat ditulis dalam bentuk koordinat 

polar. Terdapat sistem bertautan pada koordinat kartesius apabila ditulis dalam 

bentuk koordinat polar menjadi sistem tidak bertautan, dapat dilihat pada Contoh 

3.7, 3.8 dan 3.9. 

Contoh 3.7: Diberikan sistem persamaan diferensial bertautan 

��� = −��	 
��� = ��.																																																									�3.59
 

 Sistem �3.59
 merupakan sistem bertautan. Sistem (3.59) dapat ditulis 

dalam koordinat polar dengan menggunakan persamaan �2.34
 untuk [ > 0 yakni 

[� = ����� + �����[ = ���−��
 + �����
[ = 0 

\� = ����� − �����[� = �����
 − ���−��
[� = [�[� = 1.																								 
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 Jadi sistem (3.59) dalam koordinat polar adalah  

[� = 0 

\� = 1.																																																								�3.60
 
Solusi dari sistem �3.60
 adalah [�

 = [� dan \�

 = 
 + \�. Tampak 

bahwa [�

 = [� dan \�

 → +∞ untuk 
 → +∞. Karena \�

 → +∞ untuk 


 → +∞, maka orbit dengan nilai awal �[�, \�
 berputar berlawanan dengan arah 

jarum jam pada bidang-���, ��
. Sistem �3.60
 memuat dua persamaan diferensial 

skalar yang tidak bertautan, sehingga dapat dianggap bahwa sistem �3.60
 
merupakan sistem hasil kali polar. Potret fase dari sistem (3.60) dapat dilihat pada 

Gambar 34. (Perintah Maple dapat dilihat pada Lampiran 15) 

 
Gambar 34. Potret fase dari sistem (3.60) 

Contoh 3.8: Diberikan sistem persamaan diferensial bertautan 

��� = −�� − ��	 
��� = �� − ��.																																																				�3.61
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 Sistem �3.61
 merupakan sistem bertautan. Sistem (3.61) dapat ditulis 

dalam koordinat polar dengan menggunakan persamaan �2.34
 untuk [ > 0 yakni  

[� = ����� + �����[ = ���−�� − ��
 + ����� − ��
[ = −��� − ���[ = −[ 

\� = ����� − �����[� = ����� − ��
 − ���−�� − ��
[� = ��� + ���[� = 1.																	 
 Jadi sistem (3.61) dalam koordinat polar adalah  

[� = −[ 

\� = 1.																																																									�3.62
 
Solusi dari sistem �3.62
 adalah [�

 = *+,[� dan \�

 = 
 + \� yang 

terdefinisi untuk 
 ∈ ℝ. Tampak bahwa [�

 → 0 dan \�

 → +∞ untuk 
 → +∞. 

Karena \�

 → +∞ untuk 
 → +∞, maka orbit dengan nilai awal �[�, \�
 
berputar berlawanan dengan arah jarum jam pada bidang-���, ��
. Sistem �3.62
 
memuat dua persamaan diferensial skalar yang tidak bertautan, sehingga dapat 

dianggap bahwa sistem �3.62
 merupakan sistem hasil kali polar. Potret fase dari 

sistem (3.62) dapat dilihat pada Gambar 35. (Perintah Maple dapat dilihat pada 

Lampiran 16). 
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Gambar 35. Potret fase dari sistem (3.62) 

Contoh 3.9: Diberikan sistem persamaan diferensial 

��� = �� + ���1 − ��� − ���
 
��� = −�� + ���1 − ��� − ���
.																																	�3.63
 

 Sistem �3.63
 merupakan sistem bertautan. Sistem (3.63) dapat ditulis 

dalam koordinat polar dengan menggunakan persamaan �2.34
 untuk [ > 0 yakni  

[� = ����� + �����[ = ����� + ���1 − ��� − ���
� + ���−�� + ���1 − ��� − ���
�[= [�1 − [�
 
\� = ����� − �����[� = ���−�� + ���1 − ��� − ���
� − ����� + ���1 − ��� − ���
�[�= −1. 

 Jadi sistem (3.63) dalam koordinat polar adalah 

[� = [�1 − [�
 
\� = −1.																																																													�3.64
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 Sistem �3.64
 memuat dua persamaan diferensial skalar yang tidak 

bertautan, sehingga dapat dianggap bahwa sistem �3.64
 merupakan sistem hasil 

kali polar. Titik ekuilibrium pertama pada persamaan radial dari sistem �3.64
 di 

[ = 0, titik ekuilibrium lain di [ = 1 yang berkorespondensi dengan orbit 

periodik dari sistem, orbit periodik ini merupakan limit cycle. 

Solusi dari sistem �3.64
 adalah [�

 = ].^�].'<��+].'�2='>� dan \�

 = −
 +
\� yang terdefinisi untuk 
 ∈ ℝ. Tampak bahwa [�

 → 1 dan \�

 → −∞ untuk 


 → +∞. Ketika [ = 1, orbit berputar melingkar dengan jari-jari 1, sehingga  

[ = 1 merupakan limit cycle. 

Pada persamaan (3.64), jika 0 < [ < 1, [� > 0, maka orbit pada daerah ini 

berputar keluar menuju limit cycle [ = 1. Jika [ > 1, [� < 0, orbit pada daerah ini 

berputar masuk menuju limit cycle [ = 1.	Karena \�

 → −∞ untuk 
 → +∞, 

maka orbit dengan nilai awal �[�, \�
 berputar searah dengan arah jarum jam pada 

bidang-���, ��
. Potret fase dari sistem (3.64) dapat dilihat pada Gambar 36. 

(Perintah Maple dapat dilihat pada Lampiran 17). 

 
Gambar 36. Potret fase dari sistem (3.64) 
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Sistem tidak bertautan pada koordinat polar dapat dipandang sebagai 

sistem hasil kali polar. Pada umumnya, tidak semua sistem pada koordinat 

kartesius apabila ditulis dalam bentuk koordinat polar merupakan sistem tidak 

bertautan. Pada Contoh 3.10 dan Contoh 3.11 menunjukkan bahwa sistem 

bertautan pada koordinat kartesius yang ditulis dalam koordinat polar 

menghasilkan sistem bertautan. 

Contoh 3.10: Diberikan sistem persamaan diferensial ��� = �� ��� = ��.																																																							�3.65
 
Sistem �3.65
 merupakan sistem bertautan dan bukan merupakan sistem 

hasil kali kartesius. Sistem (3.65) dapat ditulis dalam koordinat polar dengan 

menggunakan persamaan �2.34
 untuk [ > 0 yakni 

[� = ����� + �����[ = ���� + ����[ = 2����[ = 2�[cos\
�[sin\
[ = 2[cos\. sin\
= [sin�2\
 

\� = ����� − �����[� = ���� − ����[� = ��� − ���[� = [�cos�\ − [�sin�\[�= cos�\ − sin�\ = cos�2\
. 
Jadi sistem �3.65
 pada koordinat polar sebagai berikut 

[� = [sin�2\
 
\� = cos�2\
.																																																		�3.66
 

 Sistem �3.66
 merupakan sistem bertautan, sehingga sistem (3.66) bukan 

merupakan sistem hasil kali polar. 
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Contoh 3.11: Diberikan sistem persamaan diferensial ��� = �� + 2�� ��� = 2�� + ��.																																																�3.67
 
Sistem �3.67
 merupakan sistem bertautan dan bukan merupakan sistem 

hasil kali kartesius. Sistem (3.67) dapat ditulis dalam koordinat polar dengan 

menggunakan persamaan �2.34
 untuk [ > 0 yakni 

[� = ����� + �����[ = ����� + 2��
 + ���2�� + ��
[ = ��� + 4���� + ���[
= [�cos�\ + 4[cos\. [sin\ + [�sin�\[
= [�cos�\ + sin�\ + 4cos\. [sin\
 = [�1 + 4cos\. [sin\

= [�1 + 2sin�2\
� 

\� = ����� − �����[� = ���2�� + ��
 − ����� + 2��
[� = 2��� − 2���[�  

= 2[�cos�\ − 2[�sin�\[� = 2cos�\ − 2sin�\ = 2cos�2\
. 
Jadi sistem �3.67
 pada koordinat polar sebagai berikut 

[� = [�1 + 2sin�2\
� 
\� = 2cos�2\
.																																																						�3.68
 

 Sistem �3.68
 merupakan sistem bertautan, sehingga sistem (3.68) bukan 

merupakan sistem hasil kali polar. 

 

 Pada Contoh 3.12 menunjukkan bahwa sistem hasil kali kartesius yang 

ditulis dalam koordinat polar menjadi sistem hasil kali polar, namun pada Contoh 

3.13 tidak menjadi sistem hasil kali polar. Jadi suatu sistem yang merupakan 
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sistem hasil kali kartesius apabila ditulis dalam koordinat polar tidak selalu 

menjadi sistem hasil kali polar, begitu juga sebaliknya. 

 

Contoh 3.12: Akan ditulis sistem (3.20) dalam koordinat polar, yakni 

��� = −�� ��� = −��.																																																				�3.69
 
Sistem �3.69
 merupakan sistem hasil kali kartesius. Sistem (3.69) dapat 

ditulis dalam koordinat polar dengan menggunakan persamaan �2.34
 untuk 

[ > 0 yakni 

[� = ����� + �����[ = ���−��
 + ���−��
[ = −���� + ���
[ = −[�[ = −[ 

											\� = ����� − �����[� = ���−��
 − ���−��
[� = 0. 
Jadi sistem �3.69
 pada koordinat polar sebagai berikut 

[� = −[ 

\� = 0.																																																										�3.70
 
 Sistem �3.70
 dapat dianggap sebagai sistem hasil kali polar. 

 

Contoh 3.13: Diberikan sistem persamaan diferensial 

��� = 3�� 

��� = −��.																																																				�3.71
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Sistem �3.71
 merupakan sistem hasil kali kartesius. Sistem (3.71) dapat 

ditulis dalam koordinat polar dengan menggunakan persamaan �2.34
 untuk 

[ > 0 yakni 

[� = ����� + �����[ = ���3��
 + ���−��
[ = 3��� − ���[ = 3[�cos�\ − [�sin�\[= 3[cos�\ − [sin�\ = [�3cos�\ − sin�\
 
\� = ����� − �����[� = ���−��
 − ���3��
[� = −����−3����[� = −4����[�

= −4[ cos \ [ sin \[� = −4cos\ sin \ = −2 sin�2\
. 
Jadi sistem �3.71
 pada koordinat polar sebagai berikut 

[� = [�3cos�\ − sin�\
 
\� = −2 sin�2\
.																																																					�3.72
 

 Sistem �3.72
 merupakan sistem bertautan, sehingga bukan merupakan 

sistem hasil kali polar. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

A. Kesimpulan 

Berdasarkan hasil analisis sistem hasil kali persamaan diferensial 

otonomus pada bidang dapat diambil beberapa kesimpulan, yakni: 

1. Sistem hasil kali persamaan diferensial otonomus pada bidang merupakan 

gabungan dua persamaan diferensial skalar otonomus yang tidak bertautan. 

Sistem hasil kali pada bidang dibagi menjadi dua jenis, yaitu sistem hasil 

kali kartesius dan sistem hasil kali polar. Sistem hasil kali kartesius adalah 

sistem pada koordinat kartesius yang persamaan penyusunnya tidak 

bertautan. Sistem hasil kali kartesius berbentuk 

��� = ������ 

��� = ������.                                         (4.1)  

Banyaknya titik ekuilibrium pada sistem hasil kali kartesius (4.1) 

bergantung pada banyaknya titik ekuilibrium pada persamaan 

penyusunnya. Jika persamaan penyusunnya berturut-turut mempunyai titik 

ekuilibrium sebanyak 
 dan �, maka banyaknya titik ekuilibrium pada 

sistem hasil kali (4.1) adalah 
 × �, dengan �,
 ∈ ℕ. Jika suatu sistem 

pada koordinat kartesius apabila ditulis pada koordinat polar menghasilkan 

sistem tidak bertautan, maka sistem tersebut dapat dianggap sebagai sistem 

hasil kali polar. Sistem hasil kali kartesius dan polar tidak mempunyai 
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hubungan, sebab sistem yang merupakan sistem hasil kali kartesius tidak 

menjamin menjadi sistem hasil kali polar, begitu juga sebaliknya. 

2. Karakteristik dari sistem hasil kali pada bidang yakni: 

a. Sistem hasil kali selalu dapat dirubah ke bentuk persamaan 

diferensial yang dapat dipisah (separable equation). Pada 

persamaan (4.1) dapat ditulis menjadi bentuk 

���

���
=
������

������
,							dengan	������ ≠ 0	 

⟺	
���

������
	=

���

������
																																																													�4.2� 

atau 

���

���
=
������

������
,							dengan	������ ≠ 0 

⟺	
���

������
=

���

������
																																																													�4.3� 

Persamaan (4.2) dan (4.3) adalah persamaan yang dapat dipisah 

(separable equation). Solusi dari persamaan (4.2) dan (4.3) 

bergantung solusi masing-masing persamaan penyusun pada sistem 

hasil kali, 

b. Titik ekuilibrium dari sistem hasil kali merupakan pasangan terurut 

dari titik ekuilibrium masing-masing persamaan penyusunnya. 

3. Kestabilan titik ekuilibrium sistem hasil kali kartesius terlihat dari potret 

fase persamaan penyusunnya. Kestabilan titik ekuilibrium pada sistem 

hasil kali kartesius dipengaruhi oleh kestabilan titik ekuilibrium persamaan 

penyusunnya. Misal titik ��̅�, �̅�� merupakan titik ekuilibrium sistem hasil 
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kali. Jika titik ekuilibrium �̅� dan �̅� pada persamaan penyusunnya stabil 

asimtotik, maka titik ekuilibrium ��̅�, �̅�� pada sistem hasil kali stabil 

asimtotik. Jika terdapat titik ekuilibrium persamaan penyusunnya tak stabil 

misal �̅�, maka  titik ekuilibrium ��̅�, �̅�� pada sistem hasil kali tak stabil. 

B. Saran 

Pada penulisan skripsi ini membahas karakteristik dan kestabilan titik 

ekuilibrium pada sistem hasil kali pada bidang. Kestabilan titik ekuilibrium sistem 

hasil kali dari potret fase dan secara analisis pada titik ekuilibrium hiperbolik. 

Pembaca yang tertarik dapat mengembangkan analisis kestabilan untuk kasus titik 

ekuilibrium tak hiperbolik. Selain hal tersebut juga dapat membahas tentang 

bifurkasi pada sistem hasil kali. Pada penulisan skripsi ini terdapat teorema dan 

lemma yang belum dapat dibuktikan, untuk analisis berikutnya pembaca dapat 

mencari pembuktian teorema dan lemma tersebut. 
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Lampiran 1. Teorema, definisi, dan lemma yang mendukung kajian pustaka 

a. Lemma 5.1 (Hale & Kocak, 1991: 223) 

Jika dua matriks � dan � komutatif, yakni �� = ��, maka ������� =
������. 
Bukti: 

Jika �� = ��, maka dengan teorema binomial 

�� + ��
 = �! 
 ����
�! �! .����


 

Sehingga, 

������� = 
 1
�! �� + ��
�
 =

∞


��

 
 ��������

�! �!����


∞


��
= 
 
 ��������

�! �!����


∞


��

= 
����
�!

∞

���

����

�!
∞

���
= ������.		∎ 

 

b. Lemma 5.2 (Perko, 2001:  17) 

Misal � merupakan matriks kuadrat, maka 

�
�� ��� = ���� . 

Bukti: 

Karena � komutatif dengan dirinya, maka menurut lemma 5.1 dan definisi 

2.10: 

�
�� ��� = lim�→�

������� − ���
ℎ  

												= lim�→� ���
���� − !�

ℎ  
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= ��� lim�→�	 lim�→"#� + �$ℎ
2! + ⋯+ ��ℎ�'(

�! )								 
= ���� .			∎ 

c. Teorema 5.1: Teorema Fundamental sistem linier (Perko, 2001: 17)  

Misal � merupakan matriks � × �, maka untuk +, ∈ ℝ
, masalah nilai 

awal 

+0 = �+ 

+�0� = +,																																																											�5.1� 
mempunyai solusi tunggal 

+��� = ���+,. 
Bukti: 

Jika +��� = ���+,, maka menurut lemma 5.2 

+′��� = �
�� ���+, = ����+, = �+���, 

untuk semua � ∈ ℝ dan +�0� = !+, = +,. Jadi +��� = ���+, adalah solusi. Akan 

diselidiki bahwa +��� merupakan solusi tunggal dari (5.1). Misal +��� merupakan 

sebarang solusi dari masalah nilai awal (5.1) dan misal 

4��� = �'��+���. 
Menurut lemma 5.2 dan fakta bahwa +��� adalah solusi (5.1), 

4′��� = −��'��+��� + �'��+′��� 
																																																							= −��'��+��� + �'���+��� 
																																																							= , 

untuk semua � ∈ ℝ sebab �'�� dan � komutatif. 
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Jadi 4��� merupakan konstanta. Misal � = 0 menunjukkan bahwa 4��� =
+, dan sebarang solusi dari masalah nilai awal (1) adalah +��� = ���4��� =
���+,. ∎ 

 

d. Teorema 5.2: (Hale & Kocak, 1991: 231) 

Misal � merupakan matriks 2 × 2 yang entrinya bilangan real, maka 

terdapat matriks invertible 5 berukuran 2 × 2 sedemikian hingga 

5'(�5 = 6	
dimana 6 adalah salah satu dari tiga matriks dalam bentuk normal Jordan: 

�7�	89( 00 9$:,						�77�	;
9 10 9<,						�777�	8

= >−> =:	
dengan 9, 9(, 9$, =, dan > ≠ 0 adalah bilangan real. 

Bukti: 

�7� Nilai eigen real berbeda: 

Misal � mempunyai dua nilai eigen real 9( dan 9$ yang berkorespondensi 

dengan vektor eigen @A dan @B, yakni 

�@C = 9C@C untuk 7 = 1,2.																																																					�5.2� 
Matriks transformasi 5 dengan kolomnya berisi dua vektor eigen @A dan 

@B yakni: 

5 = �@A|	@B�, 
sehingga 

�5 = ��@A|	�@B� = �9(@A|	9$@B� = 56,																																							�5.3� 
dimana  
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6 = 89( 00 9$:. 
Karena 5 invertible, jika kedua ruas pada persamaan (5.3) dikalikan 

dengan 5'(, maka diperoleh 

5'(�5 = 6 = 89( 00 9$:. 
(ii) Nilai eigen kembar: 

Terdapat dua kasus pada nilai eigen kembar. Pertama, misalkan bahwa 9  

merupakan nilai eigen kembar yang berkorespondensi dengan vektor eigen @A dan 

@B bebas linear. Matriks transformasi 5 = �@A|	@B� menghasilkan kemiripan 

dengan kasus nilai eigen berbeda, yakni 

5'(�5 = 6 = ;9 00 9<. 
Kedua, misalkan bahwa 9 merupakan nilai eigen kembar namun hanya 

mempunyai satu vektor eigen bebas. Misal @A merupakan vektor eigen, maka 

vektor eigen kedua @B yang bebas linear dengan @A memenuhi persamaan 

�� − F!�@B = @A.																																																												�5.4� 
Jika diambil matriks transformasi 5 dengan 5 = �@A|	@B�, maka 

�5 = ��@A|	�@B� = �9@A|@A + 	9@B� = 56,																												�5.5� 
dimana 

6 = 	 ;9 10 9<. 
Karena 5 invertible, jika kedua ruas pada persamaan (5.5) dikalikan 

dengan 5'(, maka diperoleh 

5'(�5 = 6 = ;9 10 9<. 
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(iii) Nilai eigen kompleks: 

Misal 9 = = + 7>, dengan > ≠ 0 merupakan nilai eigen kompleks dari � 

yang berkorespondensi vektor eigen kompleks @A + 	7@B, yakni 

��@A + 	7@B� = �= + 7>��@A + 	7@B�,																																														�5.6� 
dimana @A dan @B merupakan vektor real taknol. 

Matriks transformasi P merupakan matriks yang kolomnya berisi bagian 

real dan imaginer dari vektor eigen kompleks: 

5 = �@A|	@B�. 
Persamaan kompleks (5.6) dapat ditulis 

�@A + 	7�@B = =@A − >@B + 7�>@A + =@B�.																					�5.7� 
Pada persamaan (5.7) diperoleh sepasang persamaan real, yakni 

�@A = =@A − >@B,									�@B = −>@A + =@B 

sehingga 

�5 = �J@A|	J@B� = �=@A − >@B| − >@A + =@B� = 56,														�5.8� 
dimana 

6 = 	 8 = >−> =:. 
Karena 5 invertible, jika kedua ruas pada persamaan (5.8) dikalikan 

dengan 5'(, maka diperoleh 

5'(�5 = 6 = 8 = >−> =:. 
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e. Rumus ekspisit sistem linear tak homogen 

Diberikan persamaan diferensial tak otonomus 

+0 = �+ + L���,																																																											�5.9� 
dengan L�t� merupakan vektor fungsi O(. 

Persamaan (5.9) disebut sistem linier tak homogen. Dimisalkan variabel 

baru 4��� dengan 

4��� = �'��+���.																																																			�5.10� 
Turunan persamaan (5.10) terhadap � yakni 

40 = −��'��+ + �'��+0 .																																												�5.11� 
Substitusi persamaan (5.9) ke (5.11), diperoleh 

40 = −��'��+ + �'��P�+ + L���Q 
⇔			 40 = �'��L���.																																																																				�5.12� 

Misal +���� = +, merupakan nilai awal persamaan (5.9), maka nilai awal 

untuk persamaan (5.12) adalah 4���� = �'��S+,. 
Solusi 4��� dengan nilai awal 4���� = �'��S+, dapat dicari dengan 

mengintegralkan kedua ruas persamaan (5.12) dari �� ke �, yakni 

T �4 =�
�S

T �'�UL�V��V�
�S

 

⇔ 		4��� − 4���� = T �'�UL�V��V�
�S

 

⇔ 		4��� = 4���� + T �'�UL�V��V�
�S

 

⇔ 		4��� = �'��S+, +T �'�UL�V��V�
�S

.																								�5.13� 
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Substitusi persamaan (5.10) ke (5.13), diperoleh 

�'��+��� = �'��S+, + T �'�UL�V��V�
�S

 

⇔ 		+��� = ��� W�'��S+, +T �'�UL�V��V�
�S

X 

⇔ 		+��� = ����'�S�+, + T ����'U�L�V��V�
�S

.																								�5.14� 
Persamaan (5.14) merupakan rumus eksplisit sistem linier tak homogen 

(5.9). 

 

f. Deret Taylor: (Campbell, 2008: 318) 

Polinomial Taylor fungsi Y�Z� di sekitar titik Z = [ yakni  

Y�Z� = Y�[� + Y\�[��Z − [� + Y\\�[�
2! �Z − [�$ + Y\\\�[�

3! �Z − [�] +⋯			�5.15� 
Bagian linear Y�[� + Y\�[��Z − [� disebut linearisasi dari fungsi Y�Z� 

didekat titik ekuilibrium Z = [. 

 

g. Teorema 5.3: Pertidaksamaan Gronwall (Bainov & Simeonov, 1992: 1) 

Misal Y���	dan ^��� adalah fungsi kontinu tak negatif untuk � ≥ [, dan 

misal 

Y��� ≤ a +T Y�V�^�V��V�
b

,							� ≥ [,																																							�5.16� 
dengan a ≥ 0 adalah konstanta, maka 

Y��� ≤ a�c d�U�eUfg ,							� ≥ [.																																																	�5.17� 
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Bukti: 

Misal a > 0, maka (5.16) dapat ditulis menjadi pertidaksamaan 

Y�i� ≤ a + T Y�V�^�V��Vj
b

,								i ≥ [ 

⇔				 Y�i�
a + c Y�V�^�V��Vj

b
≤ 1,								i ≥ [ 

⇔				 Y�i�^�i�
a + c Y�V�^�V��Vj

b
≤ ^�i�,								i ≥ [.																															�5.18� 

Integralkan pertidaksamaan (5.18) dari [ ke � diperoleh 

T Y�i�^�i�
a + c Y�V�^�V��Vj

b

�
b

�V ≤ T ^�V��V�
b

 

⇔				 ln#a + T Y�V�^�V��V�
b

) − ln #a +T Y�V�^�V��Vb
b

) ≤ T ^�V��V�
b

 

⇔				 ln #a + T Y�V�^�V��V�
b

) − ln�a� ≤ T ^�V��V�
b

 

⇔				 ln #a + T Y�V�^�V��V�
b

) ≤ ln�a� + T ^�V��V�
b

 

⇔ 				a + T Y�V�^�V��V�
b

≤ a�c d�U�eUfg  

⇔ 				Y��� ≤ a�c d�U�eUfg ,								� ≥ [.																																								�5.19� 
Misal a = 0, maka 

Y��� < m + c Y�V�^�V��V�
b   untuk ∀m > 0. 

Sehingga 

Y��� ≤ m	�c d�U�eUfg , 
misal m → 0, maka Y��� ≤ 0. ∎ 



102 

 

Lampiran 2. Perintah Maple untuk menggambarkan medan arah dan trayektori 

persamaan diferensial (2.6) 

>  
Menentukan medan arah persamaan (2.6) 
>  

Menentukan trayektori persamaan (2.6) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

>  

Menggambarkan trayektori persamaan (2.6) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

>  

Gambar medan arah dengan beberapa trayektori 
>  
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Lampiran 3. Perintah Maple untuk menggambarkan medan arah dan trayektori 

persamaan diferensial (2.7) 

>  
Menentukan medan arah persamaan (2.7) 
>  

Menentukan trayektori persamaan (2.7) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

>  

Menggambarkan trayektori persamaan (2.7) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

>  

Gambar medan arah dengan beberapa trayektori 
>  
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Lampiran 4. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem persamaan 

diferensial (2.15) 

>  
Menggambarkan trayektori sistem (2.15) pada nilai awal tertentu 
>  

Menggambarkan medan vektor sistem (2.15) 
>  

Menentukan medan arah sistem (2.15) 
>  

Menentukan orbit sistem (2.15) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

Menggambarkan orbit sistem (2.15) pada nilai awal tertentu 
>  

>  
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>  

>  

Gambar medan vektor sistem (2.15) 
>  

Gambar orbit sistem (2.15) yang melalui titik (1,2) 
>  

Gambar potret fase sistem (2.15) 
>  
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Lampiran 5. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem persamaan 

diferensial (2.16) 

>  
Menggambarkan trayektori sistem (2.16) pada nilai awal tertentu 
>  

Menggambarkan medan vektor sistem (2.16) 
>  

Menentukan medan arah sistem (2.16) 
>  

Menentukan orbit sistem (2.16) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

>  
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>  

>  

>  

Menggambarkan orbit sistem (2.16) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

Gambar orbit sistem (2.16) yang melalui titik (1,1) 
>  

Gambar potret fase sistem (2.16) 
>  
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Lampiran 6. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem persamaan 

diferensial (2.36) 

>  
>  

Sistem persamaan diferensial (2.36) 
>  

Menentukan medan arah sistem (2.36) 
>  

Menentukan orbit sistem (2.36) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

>  

>  

Menggambarkan orbit sistem (2.36) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

>  

>  
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Gambar potret fase sistem (2.36) 
>  
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Lampiran 7. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem persamaan 

diferensial (2.51) dan sistem linierisasinya 

>  
>  
>  

Sistem persamaan diferensial (2.51) 
>  

Titik ekuilibrium sistem (2.51) 
>  
a) Menentukan potret fase sistem (2.51) melalui sistem linierisasinya 
Matriks Jacobian sistem (2.51) 
>  
Matriks Jacobian sistem (2.51) pada titik (0,0) 
>  
Nilai eigen dari matriks Jacobian sistem (2.51) pada titik (0,0) 
>  
Sistem linierisasi dari sistem (2.51) di titik (0,0) 
>  

Menentukan medan arah sistem linierisasi 
>  

Menentukan orbit sistem linierisasi pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  
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Menggambarkan orbit sistem linierisasi pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

Gambar potret fase sistem linierisasi 
>  

b) Menentukan potret fase sistem (2.51) melalui sistem aslinya 
Menentukan medan arah sistem (2.51) 
>  

Menentukan orbit sistem (2.51) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

Menggambarkan orbit sistem (2.51) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

Gambar potret fase sistem (2.51) 
>  
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Lampiran 8. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem persamaan 

diferensial (2.54) dan sistem linierisasinya 

>  
>  

 

Sistem persamaan diferensial (2.54) 
>  

Titik ekuilibrium sistem (2.54) 
>  
a) Menentukan potret fase sistem (2.54) melalui sistem linierisasinya 
Matriks Jacobian sistem (2.54) 
>  
Matriks Jacobian sistem (2.54) pada titik (0,0) 
>  
Nilai eigen dari matriks Jacobian sistem (2.54) pada titik (0,0) 
>  
Sistem linierisasi dari sistem (2.54) di titik (0,0) 
>  

Menentukan medan arah sistem linierisasi 
>  

Menentukan orbit sistem linierisasi pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  
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Menggambarkan orbit sistem linierisasi pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

Gambar potret fase sistem linierisasi 
>  

b) Menentukan potret fase sistem (2.54) melalui sistem aslinya 
Menentukan medan arah sistem (2.54) 
>  

Menentukan orbit sistem (2.54) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

Menggambarkan orbit sistem (2.54) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

Gambar potret fase sistem (2.54) 
>  
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Lampiran 9. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem hasil kali 

(3.5) 

>  
Menentukan medan arah sistem hasil kali  (3.5) 
>  

Menentukan orbit sistem hasil kali (3.5) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

>  

Menggambarkan orbit sistem hasil kali (3.5) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

>  

Gambar potret fase sistem hasil kali (3.5) 
>  
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Lampiran 10. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem hasil kali 

(3.12) 

>  
Menentukan medan arah sistem hasil kali  (3.12) 
>  

Menentukan orbit sistem hasil kali (3.12) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

>  

Menggambarkan orbit sistem hasil kali (3.12) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  
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>  

 
Gambar potret fase sistem hasil kali (3.12) 
>  
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Lampiran 11. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem hasil kali 

(3.19) 

>  
>  
>  

Sistem hasil kali (3.19) 
>  

Titik ekuilibrium sistem hasil kali (3.19) 
>  
Menentukan medan arah sistem hasil kali  (3.19) 
>  

Menentukan orbit sistem hasil kali (3.19) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

Menggambarkan orbit sistem hasil kali (3.19) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  
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>  

>  

>  

>  

Gambar potret fase sistem hasil kali (3.19) 
>  
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Lampiran 12. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem hasil kali 

(3.27) 

>  
>  
>  

Sistem hasil kali (3.27) 
>  

Titik ekuilibrium sistem hasil kali (3.27) 
>  
Menentukan medan arah sistem hasil kali  (3.27) 
>  

Menentukan orbit sistem hasil kali (3.27) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

Menggambarkan orbit sistem hasil kali (3.27) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  
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>  

>  

>  

>  

Gambar potret fase sistem hasil kali (3.27) 
>  
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Lampiran 13. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem hasil kali 

(3.34) dan mencari nilai eigen dari matriks Jacobian pada titik ekuilibriumnya 

>  
>  
>  

Sistem hasil kali (3.34) 
>  

Titik ekuilibrium sistem hasil kali (3.34) 
>  
Matriks Jacobian sistem (3.34) 
>  
Matriks Jacobian sistem (3.34) pada titik (0,0) 
>  
Matriks Jacobian sistem (3.34) pada titik (0,1) 
>  
Nilai eigen dari matriks Jacobian sistem (3.34) pada titik (0,0) 
>  
Nilai eigen dari matriks Jacobian sistem (3.34) pada titik (0,1) 
>  
Menentukan medan arah sistem (3.34) 
>  

Menentukan orbit sistem (3.34) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

>  

>  

Menggambarkan orbit sistem (3.34) pada nilai awal tertentu 
>  

>  
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>  

>  

>  

>  

Gambar potret fase sistem (3.34) 
>  
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Lampiran 14. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem hasil kali 

(3.41) dan mencari nilai eigen dari matriks Jacobian pada titik ekuilibriumnya 

>  
>  
>  

Sistem hasil kali (3.41) 
>  

Titik ekuilibrium sistem hasil kali (3.41)  
>  
Matriks Jacobian sistem (3.41) 
>  
Matriks Jacobian sistem (3.41) pada titik (0,0) 
>  
Matriks Jacobian sistem (3.41) pada titik (1,0) 
>  
Matriks Jacobian sistem (3.41) pada titik (0,1) 
>  
Matriks Jacobian sistem (3.41) pada titik (1,1) 
>  
Nilai eigen dari matriks Jacobian sistem (3.41) pada titik (0,0) 
>  
Nilai eigen dari matriks Jacobian sistem (3.41) pada titik (1,0) 
>  
Nilai eigen dari matriks Jacobian sistem (3.41) pada titik (0,1) 
>  
Nilai eigen dari matriks Jacobian sistem (3.41) pada titik (1,1) 
>  
Menentukan medan arah sistem (3.41) 
>  

Menentukan orbit sistem (3.41) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

>  
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>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  
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Menggambarkan orbit sistem (3.41) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  
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>  

>  

>  

>  

Gambar potret fase sistem (3.41) 
>  
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Lampiran 15. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem hasil kali 

(3.60) 

>  
Menentukan medan arah sistem (3.59) atau (3.60) 
>  

Menentukan orbit sistem (3.59) atau (3.60) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

Menggambarkan orbit sistem (3.59) atau (3.60) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

Gambar potret fase sistem (3.59) atau (3.60) 
>  
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Lampiran 16. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem hasil kali 

(3.62) 

>  
Menentukan medan arah sistem (3.61) atau (3.62) 
>  

Menentukan orbit sistem (3.61) atau (3.62) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

Menggambarkan orbit sistem (3.61) atau (3.62) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  
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Gambar potret fase sistem (3.61) atau (3.62) 
>  
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Lampiran 17. Perintah Maple untuk menggambarkan potret fase sistem hasil kali 

(3.64) 

>  
>  

>  

>  

Menentukan medan arah sistem (3.63) atau (3.64) 
>  

Menentukan orbit sistem (3.63) atau (3.64) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

>  

>  

Menggambarkan orbit sistem (3.63) atau (3.64) pada nilai awal tertentu 
>  

>  

>  

>  

>  

>   
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Gambar potret fase sistem (3.63) atau (3.64) 
>  
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