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Abstrak
Diawali dengan pendefinisian invarian translasional suatu subhimpunan fuzzy pada
sebarang himpunan yang di dalamnya dilengkapi dengan operasi biner, selanjutnya definisi ini secara
khusus didefinisikan juga pada subhimpunan fuzzy pada ring. Dengan demikian definisi invarian

translasional tersebut didefinisikan relatif terhadap operasi penjumlahan dan pergandaan pada ring.
Berdasarkan definisi image f () dan pre-image f~!(p) ,dengan f adalah pemetaan dari

ring R ke R', g4 dan ¢ masing-masing adalah subhimpunan fuzzy pada R dan R', maka dalam

tulisan ini akan dikaji karakteristik invarian translasional suatu subhimpunan fuzzy relatif terhadap
homomorfisma ring, yaitu dengan menambah syarat khusus untuk f bukan hanya suatu pemetaan

akan tetapi f merupakan suatu homomorfisma.

Diperoleh hasil bahwa: jika f homomorfisma dari ring R ke R' dan 4 subhimpunan fuzzy
invarian translasional pada R', maka f‘l(,1) subhimpunan fuzzy invarian translasional pada R.
Misalkan f adalah homomorfisma surjektif dari ring R ke R' dan A subhimpunan fuzzy invarian
translasional pada R. Jika A adalah f -invarian, maka f(4) adalah subhimpunan fuzzy invarian
translasional pada R'. Akibat lain adalah f(l (a, l)): I(f (a), f(l)), untuk setiap a€ R . Untuk

suatu a'e R', maka untuk setiap a,be f ' (@), 1(a f ' (A)) =1 (b, f ' (1))

Kata Kunci : subhimpunan fuzzy, invarian translasional, homomorfisma ring

A. Pendahuluan

Subhimpunan fuzzy x pada himpunan X adalah suatu pemetaan dari X ke
interval [0,1] (Ajmal, Aktas, Asaad, Kandasami, Mordeson & Malik, Shabir.).

Misalkan pada himpunan X didefinisikan suatu operasi biner *’, maka selanjutnya

didefinisikan bilamana suatu subhimpunan fuzzy g dikatakan invarian
translasional kiri maupun kanan. Subhimpunan fuzzy u dikatakan invarian
translasional ~ kiri  relatif = terhadap  operasi  ‘*’  apabila  dipenuhi
y(x) = u(y)= plaxx)= ,u(a* y), VX, y,ae X, dan  dikatakan  invarian
translasional kanan apabila berlaku
u(x)= pu(y)= u(x*a)= u(y*a), Vvx,y,ae X. Subhimpunan fuzzy y dikatakan
invarian translasional relatif terhadap operasi ‘*’ jika u invarian translasional kiri

sekaligus invarian translasional kanan. ( Ray, A.K & Ali, T; 67). Jika x komutatif,
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yaitu u(X*Yy)= u(y*Xx), untuk setiap X,y e X maka x merupakan invarian

translasional kiri jika dan hanya jika invarian translasional kanan.
Jika pada X tidak hanya didefinisikan satu operasi biner, akan tetapi dua
operasi biner, sehingga membentuk struktur ring, maka dinotasikan dengan R.

Selanjutnya dapat didefinisikan pemetaan x# dari R ke interval [0,1], dan pemetaan

ini juga membentuk subhimpunan fuzzy. Dalam pembicaraan ini, maka

subhimpunan fuzzy memenuhi x(X) = u(—x) untuk setiap Xe R. Karena ring R

melibatkan dua operasi biner yan disebut dengan penjumlahan dan pergandaan,
maka definisi invarian translasional kiri maupun kanan dapat didefinisikan relatif
terhadap kedua operasi tersebut.

Teorema 1.1.( Ray,A.K, & Ali, T: 68). Misalkan x adalah invarian translasional
kiri relatif terhadap operasi penjumlahan dan pergandaan pada ring R, untuk

suatu ae< R, himpunan L(a,u)= {r e R pu(r) = p(xa), untuk suatu X € R} adalah

ideal kiri dari R

Selanjutnya dibentuk suatu subhimpunan dari ring R, dengan sifat

u(r) = u(ax) dan mempunyai struktur seperti dalam teorema berikut:
Teorema 1.2. (Ray,A.K, & Ali, T: 68). Misalkan x adalah invarian translasional
kanan relatif terhadap operasi penjumlahan dan pergandaan pada ring R, untuk

suatu a< R, himpunan R(a, u)= {r e R u(r) = p(ax), untuk suatu X R} adalah

ideal kanandari R

Jika p komutatif, maka L(a, ) =R(a,u) untuk setiap aeR. Jika R
adalah ring komutatif dengan elemen satuan, maka ideal utama <a> =aR=Ra
adalah subhimpunan dari L(a, 1) =R(a, ). Selanjutnya himpunan
L(a, ) disebut u-ideal utama kiri dari R yang dibangun oleh a dan p.
Sedangkan R(a, ) disebut u -ideal utama kanan dari R yang dibangun oleh a
dan u . Jika L(a, 1) = R(a, i), selanjutnya dinotasikan dengan | (a, x), disebut p -

ideal utama yang dibangun oleh a dan u.
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Teorema 1.3.. ( Ray,AK, & Ali, T: 69). Misalkan a,b € R, sehingga berlaku:
a. aelL(b,u)= Lau c Lb w
b. ae R(b, 1) = R(a, 1) = R(b, »)

Teorema 1.4. . ( Ray,AK, & Ali, T: 70). Misalkan a,be R. Jika u(a) = u(b)
maka L(a,x) = L(b,x) dan R(a, u) = R(b, 1)

Perlu diingat kembali bahwa suatu pemetaan f dari ring R ke R' disebut
homomorfisma jika: untuk setiap X,y € R, maka berlaku f(x+y)= f(X)+ f(y)
dan f(xy)= f(x)f(y) (Adkin: 58).

Misalkan f adalah pemetaan dari ring R ke R', ¢ dan ¢ masing-masing

adalah subhimpunan fuzzy pada R dan R' selanjutnya didefinisikan image f (u)
dan pre-image f_l((p) sebagai berikut:

sup  u(X), jika f ' (y)# ¢
xef(y)
a. f(u)y)=

0, jika f ' (y)=¢

b. £ H(@)(x) = ¢(f ()., xR
( Ajmal : 329, Aktas : 75, Kandasamy: 43)

Dalam tulisan ini akan dikaji sifat subhimpunan fuzzy dari suatu ring yang
merupakan invarian translasional terkait dengan image dan pre-image dari suatu

hoomorfisma ring.

B. Pembahasan

Misalkan f adalah pemetaan dari ring R ke R' dan & subhimpunan fuzzy
. Subhimpunan fuzzy u disebut f -invarian jika f(X) = f(y) = u(X) = u(y)

Teorema 2.1. Misalkan f adalah homomorfisma dari ring R ke R'. Jka

subhimpunan fuzzy A adalah subhimpunan fuzzy invarian trandasional pada R',

maka f‘l(/i) adalah subhimpunan fuzzy invarian translasional pada R.

MatematiRa 173



Karyati

Bukti:
Dalam hal ini dibuktikan jika f (1) (a)=f ~'(1) (b) maka
1. 1) @+x=111) (b+x),
2. £7' ) (xa)=171 (1) (xb) F71(2) (ax)=f71(1) (bx).
Misalkan f (1) (a)=f'(1) (b), untuk a,be R, schingga A(f(a))=A(f(b)).
Misalkan X R dan f(x)=ye R'. Diketahui bahwa A adalah subhimpunan fuzzy
invarian translasional pada R' dan A(f(a))=A(f(b)), maka berlaku:
Af@+y)=Af0)+y) dan A(f(@y)=A(f(b)y) serta A(yf(@))=A(yf (b)).
Dari kondisi A(f(a)+y)=A(f(b)+y) berakibat A(f(a)+ f(x))=A(f(b)+ f(x)).
Diketahui f homomorfisma ring, sehingga berlaku A(f(a+x)= A(f(b+x)) dan
akibatnya f 1(1) (a+x)=f (1) (b+X).
(2.1)
Di lain pihak, Af@y)=A(f(b)y) sehingga diperoleh
A(f (@) f(x))=A(f(b) f(x)). Diketahui f homomorfisma ring, sehingga berlaku
A(f(ax))= A(f (bx)) atau f~'(2)(@x) = f ' (2)(bx)

(2.2)
Secara analog dipenuhi juga A(yf(a))=A(yf(b)), yang juga berakibat
AF (0 f(@)=A(f(x)f (b)) akibatnya A(f(xa))=A(f(xb)). Hal ini dipenuhi juga
(0@ = £ ()(xb)
(2.3)
Dari persamaan (2.1), (2.2) dan (2.3) terbukti bahwa f ~'(1) adalah subhimpunan

fuzzy invarian translasional pada R.

Teorema 2.2. Misalkan f adalah homomorfisma surjektif dari ring R ke R' dan

subhimpunan fuzzy 4 adalah subhimpunan fuzzy invarian translasional pada R.
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Jika A adalah f -invarian, maka f(4) adalah subhimpunan fuzzy invarian

translasional padaR'.

Bukti:

Misalkan A adalah f -invarian, sehingga berlaku untuk setiap X,y € R dengan
f(x)= f(y) maka A(X)=A(y). Karena f surjektif, maka untuk suatu ae R,
f(2)(@) =sup{A(x|xe R, f(x) =a}. Misalkan x,yeR dan f(x)=a, f(y)=a
maka f(x)= f(y) dan karena A adalah f -invarian, maka A(X)= A(Yy). Sehinga
f(4)(@)=A(x) dengan Xe R dan f(xX)=a. Sehingga berlaku untuk setiap
aeR, f(1)(a)=A(X) dengan Xxe Rdan f(x)=a.
Misalkan a,be R dan f(4)(a)= f(4)(b), sehingga 1(X) = A(y) dengan X,y e R
dan f(X)=a , f(y)=Db. Misalkan ce R, dengan f(z)=c untuk suatu ze R
(hal ini dijamin ada, sebab f surjektif ), sehingga a+c= f(X)+ f(2)= f(X+2)
dan b+c=f(y)+ f(z2)=f(y+2). Sehingga f(1)(a+c)=A4A(x+2z) dan
f(A1)(b+c)=A(y+ 2). Berikutnya, secara analog diperoleh:
ac=f(x\)f(2)=f(xzy, ca=fFf(2f(x)="Tf(z), bc=f(y)f(z2)= f(y2),
cb=1(2f(y)=f(2).
Selanjutnya diperoleh: f(A)(ac) =A(xz), f(A)(ca)=A(zx), f(A)(bc)=A(yz),
f(1)(cb) = A(zy). Diketahui bahwa A adalah invarian translasional dan
A(X)=A(y) sehingga A(X+2)=A(Y+2), A(X2)=A42X), AYyz2)=AUzy).
Sehingga  dipenuhi:  f(1)(a+c)= f(1)b+c), f(A)(ac)= f(1)bc) dan
f(A)(ca)= f(1)(ch).
Jadi terbukti jika a,be R dan f(4)(@)= f(1)(b) maka, f(1)(ac)= f(4)(bc),
f(4)(ca)= f(A)(cb) untuk setiap ce R. Atau dengan kata lain f (A1) adalah

subhimpunan fuzzy invarian translasional pada R'.

MatematiRa 175



Karyati

Teorema 2.3. Misalkan f adalah homomorfisma surjektif dari ring R ke R' dan
subhimpunan fuzzy 4 adalah subhimpunan fuzzy invarian translasional pada R.
Jika A adalah f -invarian, maka f(l(a,1))=1(f(a), f(1)), untuk setiap a < R.

Bukti:
Misalkan A adalah f -invarian  dan y el(f(@), (1)), maka

f(A)(y) = f(/l)(Sf (@)) untuk suatu se R. Karena y,se R dan f surjektif, maka
terdapat X,r e R sedemikian sehingga f(x)=y dan f(r)=s. Sechingga
f(A)(f(x)=f)(f(r)f(@)= f(1)(f(ra)). Karena A invarian translasional dan
menurut Teorema 2.1, maka diperoleh f (/1)(f (X)) =A(X) dan
f(1)(f(ra))=A(ra) yang akhirnya dipenuhi A(X)=A(ra). Sebagai akibatnya
xel(a,A) dan f(x)e f(l(a,1)), yaitu ye f(l (a,/i)). Sebagai konsekuensinya,

I(f@, f(D) < fi@).

(2.4)

Misalkan Yy e f(I (a, l)), maka terdapat xel(a,A) sedemikian schingga
f(X) = y. Selain itu juga berakibat A(X) = A(ra) untuk suatu r € R. Sehingga:
F(A)(y) = supla(] xe £ ()= 200 = A(ar)

Juga dipenuhi, jika f(r)=s, maka
FA(f@9) = (@ F (1) = (F(an)=supla(x). xe ' (f (ar))} = Aar).

karena A adalah f -invarian.

Sehingga  f(A)(y) = f(/I)(f(a)S) yang berakibat y e I(f (@), f(1)). Dengan

demikian diperoleh f(I(a, 1)) < I(f(a), (1)) (2.5)

Dari persamaan (2.4) dan (2.5), maka diperoleh f(l (a,4))=1(f(a), f(1)) untuk

setiap a € R.

Teorema 2.4. Misalkan f adalah homomorfisma surjektif dari ring R ke R' dan

subhimpunan fuzzy 4 adalah subhimpunan fuzzy invarian translasional pada R.

Untuk suatu a'e R', maka untuk setiap a,be f (@), 1(a f (1) =1(b, f (1))
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Bukti:

Ambil xel(a f'(1), maka f'(A)(X)=f 1(A)(ra) untuk suatu reR.
Sehingga diperoleh f~1(2)(x) = A(f(ra)) = A(f(r)f(a)). Karena a,be f (@),
maka f(a)= f(b)=a'. Dengan demikian diperoleh:

f 1)) = A(f(b) F(r))= A(f(br)) = 1 (A)(br) atau xe I (b, f ~'(1)).
Sehingga terbukti | (a, f (1)) < (b, f (1)) (2.6)
Selanjutnya ambil ye I(b, f 1(1)), maka f 1(A)(y)=f (A)(br') untuk suatu
reR'. Sehingga diperoleh f~'(A)(y)=A(f(br"))=A(f(b)f(r")). Karena
abe f'(a), maka f(a)= f(b)=a, sehingga diperoleh
f Dy = Af@f(r)=A(f@a") = (A)ar) atau ye I(a (1),
Sehinga terbukti | (b, f ' (1)) < I (& f 7' (1)) 2.7)

Dari persamaan (2.6) dan (2.7) maka terbukti bahwa 1(a, f '(1))=1(b, f "1(1))

C. Penutup
C.1. Smpulan
Berdasarkan hasil pembahasan di atas, maka dapat disimpulkan bahwa:

1. Misalkan f adalah homomorfisma dari ring R ke R'. Jika subhimpunan fuzzy

A adalah subhimpunan fuzzy invarian translasional pada R', maka f_l(/l)

adalah subhimpunan fuzzy invarian translasional pada R.

2. Misalkan f adalah homomorfisma surjektif dari ring R ke R' dan

subhimpunan fuzzy A adalah subhimpunan fuzzy invarian translasional pada

R.Jika A adalah f -invarian, maka f(A) adalah subhimpunan fuzzy invarian

translasional pada R'.

3. Misalkan  f adalah homomorfisma surjektif dari ring R ke R' dan

subhimpunan fuzzy A adalah subhimpunan fuzzy invarian translasional pada
R. Jika A adalah f -invarian, maka f(l (a, /1)): I(f (a), f(/l)), untuk setiap

aeR.

MatematiRa 177



Karyati

4.

Misalkan  f adalah homomorfisma surjektif dari ring R ke R' dan

subhimpunan fuzzy A adalah subhimpunan fuzzy invarian translasional pada

R. Untuk suatu aeR, maka untuk setiap abef (@),

l(a f 7' () =I(b f (1)

C.2. Saran

Dalam tulisan ini baru dikaji pada homorfisma ring, sehingga dapat

diduga dapat dikerjakan pada struktur aljabar yang melibatkan satu operasi biner,

misalnya pada grup, monoid, semigrup maupun grupoid terkait dengan

homomorphisma yang didefinisikan kepadanya.

D.
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