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Abstrak

Masalaheksistenisdan ketunggalanaproksimasi terbaik suatu titik dalam ruang bernorm telah dipelajari
oleh Kreyszig (1978), Masalahlaejutnya adalah kaitan antaa@roksimasi terbaildengantitik tetap
dalam ruang metrik konveks.

Diperoleh hasil bahwaaproksimasi terbaikuntuk suatu titik dalammuang metrik konveks sempurna
merupakariitik tetap dari pemetaakompak

Kata Kunci: aproksimasi terbaik, tititetap, ruang metrik konveks (Menger

L atar Belakang

Kreyszig (1978) telah memberi pengantar itéasar tentang aproksimasi terbaik dalam
ruang bernormKetunggalanaproksimasi terbaik dipenulpada ruang bernorm yang

konveks sempurna, juga pada ruang HilbErituk ruang bernorm umum diperlukan

syarat tambahan, misalnya syafatar di C[a,b]. Juga telah dipelajari bahwa himpunan

semua aproksimasi terbaik adalah himpunan konveks.

Permasalahan
Berkaitan dengan titik tetagkondisi apa yang diperlukan agar aproksimasi terbaik

untuk suatu titik merupakan titik tetap?

Urgens masalah
Masalah ini lebih difokuskapada ruang metrik konvekdenger, yang didefinisikan
menggunakan konsep bola tertutup, berbadelagan definisi himpunan konveks yang

sudah dikenal pada Kreyszig (1978)..

PEMBAHASAN
Dalam pembahasan ini akan disajikan aplikii&i tetap untuk teori aproksimasi dalam
ruang metrik konveks.

Definis 1 ( Ruang Metrik konveKgenger )
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Misal (X,d) adalah ruang metrik(X,d) disebutruang metrik konveks (Mengejika
untuk setiapqydi X, x =y, 0 < r < d(x,y),berlaku

B[x,r] »Bly,d(x,y) — 1 &,

di manaB[x,f] = 7y e X:, d(x,y) <T A

Sebuah subsé& pada ruang metrik konveksdisebut konveksjika

B[x,r] »B[y,d(x,y) —r]lcE, 0< r <d(x,y) X,y e E

Definisi 2
Misal X adalah ruang metrik dan: X — X. Sebuah titikx € X disebut
titik tetap T, jika T(x) = x.

Definisi 3

Ruang metrik konveks X disebut memildifat (A)jika
¥'x,y € X berlaku

B[x, (1-t) d(x,y)]n B[y ,td(x,y) ] = m(x,y,t) utuk t [0, 1].
di mana m(x,y,tadalahhimpunan singleton.

Bila x =y, makam(x,y,t) = x.

Dalam ruang metrik konveks yang memiliki sifat (A[x, r} adalah himpunan
konveks.
Definisi 4
Misal X adalah ruang metrik konvekX disebut konveks seragmjika memenuhi sifat

(A) dan untuk setiag > 0, terdapats = 6(¢) > 0 sehingga untuk tiap> 0 danx,y,ze

X dengan d(zx)<r,d(z,y)<rdand(x,y)>rg, mengakibatkan
1

d(z, n(x, Y, ED <r(l-s(e))<r

Definisi 5

Suatu ruang metrik konveks disebutkonveks sempurngka x,y e B[x,r] dengan

x# Yy makaBj[x, —-t)d(x, y)]N B[y,td(X, y)] < B(z,r) untuk tiapt € (0,1)dan semua

zeX, r>0 dimanaB(z,r)={xe X:d(x2) <r}
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Definisi 6
Sebuah subset F dari ruang metrik konv&kslisebut himpunarT-regular jika dan

hanya jikaTl : F— X dan rr(x,T(x),%j e F, untuk tiapxe F

Definisi 7

Misal (X,d) adalah ruang metrik dakl < X. Untuk x e X, definisikan
P, (¥ ={zeM :d(x2)=d(x,M)},

di manad ( x, M) =inf {d(x,y), ye M }

Sebarangz € B, (X) disebuttitik aproksimasi terbaikintukx dariM

TEOREMA 1. Misal M adalah subset konveks téttp dari ruang metrik konveks
lengkap seragam X. Jik&, (x) adalah singleton untuk tkapX , maka proyeksi
titik terdekat P: X — M adalah kontinu.

Bukti

Misal barisan{x,} konvergen kex di X dan B, (x) ={ Z} . Untuk menyederhanakan,
tulis P(x,) =u,. Sekarang{u,} adalah barisan Cauchy di M, sebab jika tidak, maka
terdapat bilangan real positf dan barisan bagiafu,}dan {u.} sehingga untuk

m, >n, berlaku d(u.,.,u,)=>¢ untuk tiap k. Ambil a, =u,,b, =u,dan

mk

M, =max{d(x,a,),d(xb,)}, sehingga diperoleh

fodononf o452

Juga 5[Mijsl— d(;(/; M) . Bila k —>oo,5(Mij — 0 dan ¢ tidak dapat positif.

k k k

Dengan demikiar{P(xn)} adalah barisan Cauchy M, karena itu konvergen ke suatu

titik z di M, yaitud(x z) =d(x, M), danz = P(x).. O
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TEOREMA 2 Misal F adalah subset-regular terbatas dari ruang metrik konveks
lengkap seragami. Maka berlaku salah satu da&(ix) = x untuk tiapx di F atau terdapat
X, di F sehinggad(x,, F) <diam(F) .

Bukti

Andaikan untuk suatx e F, x =T (x), misal d(x T(x)) = ¢ . Sekarang untuk sebarang

ydiF, d(y, T(x)) <diam(F) dand(y, x) < diam(F)

Karena F adalah himpunahregular, makan{x,T(x),%Je F . Selanjutnya dengan
kekonveksan seragam X, terdapat bilangan real pogiif sehingga

d[y, n{x,T(x),%D < (1-6(¢))diam(F),

yang mengakibatkan

d(F, rr(x,T(x),%D <(1-5(¢))diam(F), sebaby € F sebarang.

Pilih x, = rr(x,T(x),%j , maka berlaku(F, x, ) < diam(F) . 0

Untuk membuktikan teorema 5, dipgtan proposisi-proposisi berikut.

PROPOSISI 3 Misal X adalah ruang metrik konveks sempurng X danM adalah

subseiX. Jika x, y € B, (u) denganx =y, makam(x,y,t) ¢ M, di manat € (01).

Bukti
Jikam(x,y,t) e M , makax, y € B, (u) mengakibatkard (x,u) <d(u, m(x, y,t)),
dan d(y,u) <d(u,m(x,y,t)). Karena X adalah ruang metrik konveks sempurna, maka

kita peroleh kontradiksi. Karena itli(x,u) < d(u, m(x,y,t)),te (01). [

PROPOSISI 4 Misal M adalah sebarang subset dari ruang metrik konveks semyurna

dan T:M — M Jika B, (u)adalah himpunanT-regular takhampa untuk sebarang

ue X, maka tiap titik dariP,, (u) adalah titik tetaf".
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Bukti

Andaikan untuk suatu x diPR, (u), berlaku T(x)= x. Dengan proposisi 3,
rr{x,T(x)éj ¢ M . Karena itun(x,T(x),%] ¢ P, (u). KarenaP,, (u) adalah himpunan

T-regular, haruslafi(x) = x. Dengan demikiaM-aproksimasi terbaik dari u adalah titik

tetapT. 0

TEOREMA 5 Misal M adalah subseT-regular tertutup dan takhampa dari ruang
metrik konveks sempurng di manarl adalah pemetaan kompak dag M . Andaikan
bahwa d(T(x),u)<d(xu) untuk tiapu di M. Maka tiapx di M yang merupakan

aproksimasi terbaik untukadalah titik tetaf.

Bukti
Misal r = d(u,M), maka terdapat barisafy,} di M sehinggalim___ d(u,y,)=r.

Jelaslah bahwdy,} adalah barisan terbatas.. Karehé&ompak, cl(T{y,}) adalah
subset kompak daM. Jadi (T{y,}) mempunyai barisan konvergén{y,}) dengan

lim .. T(Y,)=x diM. Sekarang

r <d(u,x) =lim d(u, T(y,,))< limd(u, y,) =limd(u,y,) =r

Dengan demikian xeP, (u). Juga jika ye P, (u) dan
r <d(T(y),u) <d(y,u) =r mengakibatkan T(y) e B, (u). Karena itu ye R, (u)

mengakibatkan d(T(y),u)=r. Dengan kekonveksan sempurnX berlaku

r< d(m(y,T(y),%),uJ <r. Dengan demikianrr(y,T(y),%j e P, (uye M . Dengan

proposisi3 haruslah berlaky =T(y). 0

TEOREMA 6 Misal M adalah subset-regular tertutup dan takhampa dari ruang
metrik konveks sempurn, di manaT: X — X adalah pemetaan kompak. Jika
adalah titik tetag@ di X \ M, dan

d(T(x), T(y))< ad(x, y)+A(d(x, T(x) +d(y, T(¥)))+ Ad(x, T(y)) +d(y, (X)),
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untuk semuax,y e X, di manae, 8,y adalah bilangan real dengan+ 28 +y <1,

maka tiap aproksimasi terbaik i untuku adalah titik tetafd .

Bukti

Untuk x e X pandang

d(T (), T(u))< ad (% u)+ A(d (X, T (X)) +d (U, T(U)))+ »(d(x, T(u)) +d(u, T(x)))
= ad (x,u) + B(d (X, T (X)) +7(d (x,u) + d(T (u), T(x)))
< ad (x,u) + A(d (% u) +d(T (u), T(x))+ 7(d (% u) + d(T (u), T(X)))
=(ar+ B+ y)d(xu)+(B+y)d(T ), T(x)

Dengan demikiard (T (x), T(y)) < (LWJ d(xu).

1-p-r
Jadi d(T(x),T(u)) <d(x,u). Dengan teorema 5, maka tiap aproksimasi terbail di
untuk u adalah titik tetap. 0
PENUTUP
Simpulan

Dalam ruang metrik konveks sempurna yang memiliki subset terfutegular

di manaT pemetaan kompak berlaku

d(T(x),u)<d(xu), x,ue M

ataud(T(x), T(y)) < ad(x, y) + Ad (X T()) +d(y, T(y)+7(d(x T(y)) +d(y, T(x))
X,y € X, di manaa, 3,y adalah bilangan real dengan+ 25 +y <1, u € X/M,
tiap aproksimasi terbaikdi M adalah titik tetag

Saran

Kaitan antara aproksimasi terbaik dengan tkmni misalnya teori proyeksi diharapkan
dapat dibahas pada kajian berikutnya.
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