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Abstrak
Pada makalah ini dibahas mengenai sifat dan contoh segitiga siku-siku pada
trigonometri rasional, khususnya di lapangan himpunan bilangan riil dan lapangan
himpunan bilangan bulat modulo 17. Sifat segitiga siku-siku yang diberikan
didasarkan pada quadrance dan spread dari sisi-sisinya.

Kata kunci: trigonometri rasional, lapangan himpunan bilangan riil, lapangan
himpunan bilangan bulat modulo 17, segitiga siku-siku, quadrance, spread.

1. PENDAHULUAN

Seperti halnya pada trigonometri klasik, pada trigonometri rasional juga dibahas mengenai
garis dan segitiga. Hanya saja, bahasan pada trigonometri klasik hanya dilakukan pada lapangan
himpunan

bilangan riil R, sedangkan bahasan pada trigonometri rasional dilakukan pada berbagai lapangan
himpunan bilangan seperti lapangan R, lapangan himpunan bilangan kompleks C, dan lapangan

F

p

(yaitu lapangan himpunan bilangan bulat modulo p, dengan p bilangan prima).

Wildberger (2005) membahas garis dan segitiga pada trigonometri rasional secara umum.
Sementara itu, Sinaga (2013) membahas garis pada trigonometri rasional secara khusus, yaitu
pada
lapangan F.. Karena segitiga dibentuk oleh garis-garis yang menghubungkan tiga titik yang
tidak segaris, maka hasil-hasil mengenai garis pada lapangan F, dapat digunakan untuk
membahas segitiga dengan lapangan F,. Khususnya, pada makalah ini akan dibahas mengenai
segitiga siku-siku di lapangan F,. Agar sifat segitiga siku-siku di lapangan tersebut dapat
dipahami dengan lebih jelas,
pada makalah ini diberikan pembanding, yaitu segitiga siku-siku di lapangan R (pada
trigonometri rasional). Definisi dan teorema akan diambil dari Wildberger (2005), tetapi bukti

teorema secara rinci dan contoh-contoh diberikan penulis.

]
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2. PEMBAHASAN
2.1 Titik, Garis, dan Segitiga

Pada trigonometri rasional, titik A:=[x,y] adalah pasangan bilangan terurut dengan

bilangan x dan y disebut koordinat dari A. Garis | =<a:b:c> didefinisikan sebagai proporsi

tiga di antara dua kurung siku dengan sifat a dan b tidak boleh keduanya bernilai nol.
Kemudian, garis | melalui titik A apabila ax+by+c=0. Misal diberikan titik A :=[x,y,] dan

A =[x,,Y,]. Sisi m adalah garis dari titik A ke titik A, dan garis sisi A A adalah garis
yang melalui titik A dan A,. Persamaan garis sisi | :=AA diberikan oleh
(Yi—= Y21 % = X %Y,— XY ). Sebagai contoh, untuk titik A =[4,8] dan A, =[9,3], pada
lapangan R, diperoleh garis sisi | =<5:5:—60> (lihat Gambar 1).
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Gambar 1. Sisi A A, di lapangan R

Sementara itu, pada lapangan F,,, untuk titik yang sama, diperoleh garis sisi |=(5:5:8). Pada

lapangan F_, sisi m (lihat Gambar 2) tidak sama dengan sisi m (lihat Gambar 3). Akan
tetapi, garis sisi AA sama dengan garis sisi AJ/A. Pada Gambar 2 dan 3, sisi AA
dan sisim

direpresentasikan dengan kotak yang terdiri dari kotak hitam dan lingkaran merah.

¥ ¥
Cll Ol
15 q 15
14 ._ 14 ._
13 [ ] 13 [ ]
12 ! 12
11 _. 11
10 . 10
s @ s
g g

[ )
®

4 4 .
1 . 1
o o

1] 1 2 3 4 5 6 7 g El 10 11 12 13 14 15 16 o 1 2 3 4 5 ] 7 g & 10 11 12 13 14 15 16

Gambar 2. Sisi AA, di lapangan F, Gambar 3. Sisi A /A di lapangan F,
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Titik A =[x,y,], A =[x,,Y,], dan A =[x,,y,] tidak segaris (collinear points) apabila

X1Y2 — XiYz + Xo¥s — Xa¥2 + Xay1 — Xoy1# 0. Selanjutnya, tiga titik yang tidak segaris dapat
membentuk

segitiga, seperti definisi berikut.

Definisi 2.1 (Segitiga, (Wildberger, 2005)). Segitiga A A, A, adalah garis dari titik A ke titik
A,, kemudian dari titik A, ke titik A,, setelah itu dari titik A, kembali lagi ke titik A, dengan
titik A, A,, dan A, tidak segaris.

Contoh 1
Diberikan titik A =[3,5], A =[15,5], dan A, =[7,13]. Pada lapangan R, titik A, A,, dan

A, tidak segaris. Dengan demikian, pada lapangan R dapat dibentuk segitiga AAA, (lihat
Gambar 4).
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Gambar 4. Segitiga AA A, di lapangan R

Pada lapangan F,, titik A, A,, dan A, juga tidak segaris. Oleh karena itu, pada lapangan F,,
dapat dibentuk segitiga AA,A, (lihat Gambar 5). Selain segitiga A A, A,, pada lapangan F,, juga
dapat dibentuk segitiga A;/A A (lihat Gambar 6).
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Gambar 5. Segitiga AAA, dilapangan F,  Gambar 6. Segitiga A/A/A dilapangan F,

Pada lapangan R, selain segitiga A A,A, juga dapat dibentuk segitiga A,A,A. Akan tetapi,
pada lapangan R, representasi segitiga A,A,A sama dengan segitiga AAA,. Jadi, pada
lapangan R, segitiga A A,A, sama dengan segitiga A,A,A. Namun, hal tersebut berbeda pada
segitiga di lapangan F,. Pada lapangan F,_, segitiga A A,A, tidak sama dengan segitiga AAA.

2.2 Segitiga Siku-Siku

Salah satu jenis dari segitiga adalah segitiga siku-siku. Segitiga siku-siku merupakan bentuk
khusus dari suatu segitiga karena mempunyai dua buah sisi yang saling tegak lurus, seperti
definisi berikut.

Definisi 2.2 (Segitiga siku-siku, (Wildberger, 2005)). Segitiga AA,A, merupakan segitiga
siku-siku apabila segitiga tersebut mempunyai dua buah sisi yang saling tegak lurus.

Misal diberikan sisi m dan sisi A,A,. Sisi m tegak lurus sisi A/A, apabila garis sisi |
= AA, tegak lurus garis sisi k := A,A,. Sementara itu, garis | :=(a, :b :c,) tegak lurus garis k
:=(a, :b, :c,) apabila aa, +bb, =0. Berikut diberikan contoh segitiga siku-siku di lapangan R

dan lapangan F,.

Contoh 2

Diberikan titik A =[5,3], A, =[7,15], dan A, =[12,10]. Pada lapangan R, titik A, A,, dan
A, tidak segaris sehingga dapat dibentuk segitigam (lihat Gambar 7). Pada segitiga tersebut,
garis sisi AA, adalah garis | =(-12:2:54), garis sisi A A, adalah garis k =(5:5:-110),

sedangkan garis sisi A/A adalah garis m =(7:-7:-14). Garis m tegak lurus garis k karena
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'
(7)(5)+(~7)(5) = 0. Dengan demikian, sisi AA tegak lurus sisi AA,. Jadi, segitiga

AAA, merupakan segitiga

siku-siku di lapangan R.

A =[7,15]

. m =(7:-7:-14)

’

A, =[12,10]

~k =(5:5:-110)
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v

Gambar 7. Segitiga siku-siku AA,A, di lapangan R

Selanjutnya, titik A, A, dan A, juga tidak segaris pada lapangan F,. Jadi, pada lapangan F,

juga dapat dibentuk segitiga AA A, (lihat Gambar 8). Pada segitiga tersebut, garis sisi A A,
adalah garis | =(5:2:3), garis sisi A A, adalah garis k =(5:5:9), sedangkan garis sisi AA
adalah garis m =(7:10:3). Garis m tegak lurus garis k karena (7 ®,, 5)@®,, (10®,, 5) =0.
Dengan demikian, sisi m tegak lurus sisi A, A,. Jadi, segitiga m juga merupakan segitiga

siku-siku di lapangan F,.
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Gambar 8. Segitiga siku-siku AA, A, di lapangan F,,

Salah satu sifat segitiga siku-siku adalah segitiga siku-siku tersebut memenuhi Teorema
Phytagoras. Teorema ini berhubungan dengan quadrance (kuadrat jarak) dari sisi-sisi pada
segitiga siku-siku. Quadrance merupakan ukuran bentangan antara dua buah titik pada
trigonometri
rasional. Misal diberikan titik A :=[x,y,] dan A, :=[x,,y,], maka quadrance dari Sisi m
adalah Q (A, A)=(x, —x)* +(y, - y,)"-

Teorema 2.3 (Teorema Phytagoras, (Wildberger, 2005)). Misalkan pada segitiga A A A,,
quadrance dari sisi AZA3 adalah Q =Q (A, A), quadrance dari sisi m adalah
Q, =Q (A, A), dan quadrance dari sisi AAZ adalah Q, :=Q (A, A,). Apabila sisi m tegak
lurus sisi A A, maka Q +Q, =Q,.

Bukti. Misalkan titik A =[x,y,], A =[x,,y,], dan A =[x,,y,]. Garis sisi A;/A adalah garis
(V3= Y0 1% =X 1% Y, =% Y ), sedangkan garis sisi A A, adalah garis
(Yo=Y % =% %Y, —XY,). Jika sisi AA tegak lurus sisi AA, maka garis
(Ys=Yi 1% =% %Y, —X%Y,) tegak lurus garis (Y, = Y3 1% =X, 1%Y; —X;Y,). Akibatnya,
(¥s = Y)Y, = ¥a) + (% =% )(x; —X,) = 0. Selanjutnya,
Q+Q —Q =06 =% + (Vs = ¥)* )+ (% =%)" + (¥ = %)) = (06 =%)* + (¥, = %2)°)
=G = 2K Xy + X +Y; —2Y3Y, Y5 HX = 2K K X Y 2Y1 Vs +Ys — X +2%X =X =Yy 2, — Yy
=2X2 = 2%, %, +2Y2 =2V, Y, — 2%, X, — 2V, Vs + 2%, X +2V, Y,
=2(% = XX + Y3 = V3o — XX = Vi¥s + XX+, Vi )
VoY + Yo + Yo Yi = Vil = XX XX 4 X =X, )
(Vay, -y ylyz+y1y3+x1x3—x1x2—x§+x3x2))
((ys - yl)(yz ¥a)+ (% = %) (% —X,)))
0)

=2(-
=2(-
=2(-
=2(
0.
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|
Dengan demikian, terbukti bahwa Q +Q, =Q,. m

Bukti Teorema 2.3 secara garis besar sudah diberikan oleh Wildberger (2005). Pada makalah ini,
penulis memberikan bukti Teorema 2.3 dengan lebih rinci.

Contoh 3
Pada Contoh 2, segitiga siku-siku m dibentuk oleh titik A =[5,3], A, =[7,15], dan

A, =[12,10]. Pada lapangan R, quadrance dari sisi m adalah

Q =Q (A, A)=@12-7)" +(10-15)* =50,
quadrance dari sisi m adalah

Q, =Q (A, A) =(5-12)° +(3-10)° =98,
dan quadrance dari sisi m adalah

Q,=Q(AA) =(7-5)" +(15-3)* =148.
Dengan demikian, Q, +Q, =50+98=148=Q,. Jadi, Teorema Phytagoras berlaku pada segitiga
siku-siku m di lapangan R. Selanjutnya, untuk segitiga siku-siku mdi lapangan F,

quadrance dari sisi m adalah
Q =Q (A, A)= (12047) ®,, (100.,15)*= 16,
quadrance dari sisi m adalah
Q,:=Q (A, A)= (50412)°®,, (3010)’=13,
dan quadrance dari sisi A A, adalah
Q,=Q (A,A)= (7Tes5)®,, (150,3)°=12.
Dengan demikian, Q, ®,, Q, =16®,, 13=12 =Q,. Jadi, Teorema Phytagoras berlaku pada segitiga

siku-siku AA,A, dilapangan F,.

Kemudian, ukuran bentangan antara dua buah garis pada trigonometri rasional dinyatakan

dengan menggunakan spread. Misal diberikan sisi m dan sisi A,A,. Jika garis sisiAA
adalah
garis | :=(a, :b, :c,) dan garis sisi A,A, adalah garis k :=(a, :b, :c,), maka spread dari sisi AA,

dansisi A;A, adalahs(l, k)= W.Apabila sisi AA dansisi A/A, tegak lurus, maka s
+ 2+ 2

(I, k) =1. Oleh karena segitiga siku-siku mempunyai dua buah sisi yang tegak lurus, maka

berdasarkan spread

diperoleh sifat berikut.

Akibat 2.4. Salah satu spread pada segitiga siku-siku bernilai satu.

Contoh 4

Pada Contoh 2, segitiga siku-siku m dibentuk oleh sisi AA,, A, A, dan AA. Pada
lapangan R, garis sisi AA, adalah garis | =(-12:2:54), garis sisi A,A adalah garis
k =(5:5:-110), sedangkan garis sisi A,A adalah garis m =(7:-7:-14). Dengan demikian,
spread dari sisi AA, dan sisi A A, adalah s(I,k)=4%4, spread dari sisi A A, dan sisi AA
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'
adalah s(k,m) =1, dan spread dari sisi A,A dansisi AA, adalahs(m,|)= 1'2253.636

. Jadi, benar bahwa salah satu spraed pada segitiga siku-siku m di lapangan R bernilai 1.
Selanjutnya, untuk segitiga siku-siku mdi lapangan F,, garis sisi AA, adalah garis |
=(5:2:3), garis sisi A,A, adalah garis k =(5:5:9), sedangkan garis sisi A/A adalah garis m
=(7:10:3). Dengan demikian, spread dari sisi AA, dansisi A,A; adalah s(l,k)=11, spread dari
sisi A A, dansisi A,A adalah s(k,m)=1, dan spread dari sisi A,A dansisi A A, adalahs(m

, 1) = 2. Jadi, benar bahwa salah satu spraed pada segitiga siku-siku AA,A, di lapangan F,
bernilai 1.

3. KESIMPULAN

Pada trigonometri rasional, segitiga dibentuk dari tiga titik tidak segaris yang dihubungkan
satu

sama lain dengan suatu garis. Pada lapangan R, segitiga AA A, sama dengan segitiga AAA .
Namun, pada lapangan F,, segitiga AA A tidak sama dengan segitiga A;A, A. Segitiga

yang
mempunyai dua buah sisi yang saling tegak lurus dinamakan segitiga siku-siku. Segitiga
siku-siku di lapangan R dan lapangan F, memenuhi teorema Phytagoras. Teorema ini

menyatakan bahwa jumlah quadrance dari sisi-sisi segitiga siku-siku yang saling tegak lurus
sama dengan quadrance dari sisi yang lainnya. Selain itu, segitiga siku-siku di lapangan R dan
lapangan F, juga mempunyai sifat bahwa salah satu spread pada segitiga siku-siku tersebut

bernilai satu.
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