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Abstrak
Dalam penelitian ini dibahas pengertian kombinasi linear, rentang linear, dan
pengertian kebebasan linear. Ada 3 macam kekebasan linear dalam aljabar max-plus
interval, yaitu bebas linear secara lemah, bebas linear pada Gondran-Minoux, dan
bebas linear secara tropical. Dibahas pula perbandingan ketiga jenis kebebasan linear
tersebut.

Kata kunci : Aljabar max-plus interval, lemah, Gondran Minoux, tropical.

A. PENDAHULUAN

Aljabar max-plus adalah himpunan R,,,,, = R U {€} dilengkapi operasi maksimum @ dan
plus @ dengan R himpunan bilangan real dan € = — co. Elemen identitas terhadap maksimum
dan plus berturut-turut adalah — oo dan 0. Struktur dari aljabar max-plus adalah semifiled. Aljabar
max-plus telah digunakan untuk memodelkan dan menganalisis secara aljabar masalah
perencanaan, komunikasi, produksi, sistem antrian dengan kapasitas berhingga, komputasi
parallel, dan lalu lintas (Baccelli, et. al, 2001). Hal inilah yang memotivasi penelitian tentang
analogi konsep-konsep pada aljabar atas lapangan (field) himpunan bilangan real antara lain
mengenai kebebasan linear, pengertian basis, sistem persamaan linear, nilai eigen dan vektor
eigen, serta mengenai rank suatu matiks. (Akian, et al, 2008; Akian, Bapat, 2000;
Cunninghame-Green, Butkovic, 2004; Farlow, 2009; Tam, 2010).

Pembahasan tentang kebebasan linear pada aljabar max-plus berawal dan hasil kerja

Cunninghame-Greene, 1979; yang mendefinisikan bahwa sebuah himpunan dikatakan bebas
linear secara lemah jika tidak memuat suatu vektor yang merupakan kombinasi linear dari vektor
lain pada himpunan tersebut. Pernyataan ini kemudian dikembangkan oleh Wagneur, 1991; yang
mengatakan bahwa sub ruang linear dari R}, ., yang dibangun secara berhingga memuat sebuah
himpunan pembangun bebas linear secara lemah, Hasil ini kemudian dilanjutkan oleh
Cunninghame-Green, Butkovi’c, 2004; Gaubert, Katz, 2007; Butkovi’c, et al, 2007. Penelitian ini
kemudian menghasilkan sebuah teori extreme rays pada ruang linear max-plus (suatu ray adalah
himpunan hasil perkalian skalar dari suatu vektor tunggal). Teori ini menunjukkan bahwa
kebebasan linear secara lemah yang membangun suatu himpunan dapat diidentifikasikan sebagai
suatu himpunan dari extreme rays. Gondran dan Minoux, 1984, mendefinisikan bentuk yang
berbeda tentang kebebasan linear namun lebih mendekati pengertian kebebasan linear secara
umum. Suatu himpunan berhingga disebut bergantung linier pada Gondran-Minoux jika
himpunan tersebut dapat dipartisi menjadi dua himpunan yang membangun ruang linier dengan
interseksi yang bukan merupakan vektor nol.
|
Makalah dipresentasikan dalam Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika
dengan tema ” Penguatan Peran Matematika dan Pendidikan Matematika untuk Indonesia
yang Lebih Baik™ pada tanggal 9 November 2013 di Jurusan Pendidikan Matematika FMIPA
UNY



PROSIDING ISBN : 978 - 979 - 16353 -9 -4

-

Pada penelitian yang lain (lIzhakian, 2008), diperkenalkan pengertian berbeda tentang
kebebasan linear. Suatu himpunan vektor dikatakan bergantung linear secara tropical jika dapat
dibuat kombinasi linear dari vektor-vektor pada himpunan tersebut sedemikian sehingga nilai
maksimum dari tiap-tiap baris dapat dicapai paling sedikit dua kali..Akian, et al, 2008 telah
menjelaskan perbandingan dari masing-masing pengertian tentang kebebasan linear pada aljabar
max-plus yaitu bebas linear secara lemah, bebas linear pada Gondran-Minoux, dan bebas linear
secara tropical.

Untuk menyelesaikan masalah jaringan dengan waktu aktifitas bilangan kabur seperti
penjadwalan kabur dan sistem antrian kabur, aljabar max-plus telah digeneralisasi menjadi aljabar
max-plus interval (Rudhito, 2011). Aljabar max-plus interval yaitu I(R),,., dilengkapi dengan
operasi @ dan ® . Telah dibicarakan juga tentang matriks atas aljabar max-plus interval.

Berdasarkan uraian di atas, muncul permasalahan tentang bagaimana konsep kebebasan
linear dalam aljabar max-plus interval. Oleh karena itu, dalam penelitian ini akan dibahas
mengenai kebebasan linear dalam aljabar max-plus interval..

Konsep tentang semimodul, kombinasi linear, rentang linear, bebas linear dan bergantung
linear diambil dari Akian, et al, 2008; Cunninghame-Green, 1979; Gondran M dan Minoux M,
1984; dan Izhakian, 2008.

Definisi 1.1. Semimodul M terhadap semiring S adalah abelian monoid terhadap penjumlahan
yang memiliki elemen netral 0 dan dilengkapi dengan perkalian skalar yang memenuhi syarat :
(s.r).m =s.(r.m)

(s+r).m=sm+rm

S.(m+n)=sm+s.n

Im=m

. s.0=0=0m

untuk semua m,n € M, dans,r €S.

LD E

Dengan memperhatikan definisi 1.4, R7:>* merupakan semimodul atas R,,,,. Khususnya
R% o = {[x1, %2, ., 17 1% € Rypax, i = 1,2, ..., n} merupakan semimodul atas Ry, 4y

Definisi 1.2. Suatu m elemen dari M semimodul pada semiring S dikatakan kombinasi linier
elemen-elemen dari subset P € M jika terdapat k = 0, s1,S,,..., S € S, mq,my, ..., my, €P,

sedemikian sehingga m = s;.m; + s,.m, + -+ + 5. M= YK | 5. m;.
Dengan merujuk pada definisi 1.2 didapat bahwa semua kombinasi linear adalah berhingga.

Definisi 1.3. Misalkan P € M, M semimodul pada semiring S. Rentang linear P ditulis (P) adalah
himpunan semua kombinasi linear dari elemen-elemen P dengan koefisien dari S. P dikatakan
membangun M jika M = (P), sedang P dikatakan memuat subset V€ M jikaV < (P).

Berbeda dengan ruang vektor atas suatu lapangan (field), terdapat beberapa cara untuk
mendefinisikan kebebasan linear pada aljabar max-plus. Hal ini dikarenakan bahwa penjumlahan
(maksimum) dari vektor-vektor yang tidak nol yaitu vektor yang setiap elemennya tidak sama
dengan ¢ tidak mungkin sama dengan vektor nol. Oleh karena itu, definisi bergantung linear atas
lapangan himpunan bilangan real tidak dapat digunakan.
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Definisi 1.4. Himpunan {mq,m,,...,my} elemen dari semimodul M pada semiring R,qx
dikatakan bergantung linear pada Gondran-Minoux jika terdapat dua subsetl,] € K, K =
{1,2,....,k},InJ=9@dan U] = K dan skalar a;,a,, ..,a; €S yang tidak semuanya
bernilai 0, sedemikian sehingga ®;¢; a; @ m; = Dje;a; ® m;.

Definisi 1.5. Himpunan {m;,m,, ..., m;} elemen dari semimodul M pada semiring R4
dikatakan bebas linear pada Gondran-Minoux jika untuk setiap dua subset I,] € K, K =
{1,2,....,k}, InJ= @ dan TUJ = K dan skalar a;,a,,..,a; €S yang tidak semuanya
bernilai 0, sedemikian sehingga ®;¢; a; @ m; # Dje;a; & m;.

Definisi 1.6. Himpunan P C M, dengan M semimodul dari semiring R, dikatakan bergantung

linear secara lemah jika terdapat elemen pada P yang merupakan kombinasi linear dari elemen-
elemen lainnya pada P.

Definisi 1.7. Himpunan P C M, dengan M semimodul dari semiring R,,,, dikatakan bebas

linear secara lemah jika tidak terdapat elemen pada P yang merupakan kombinasi linear dari
elemen- elemen lainnya pada P.

Definisi 1.8. Himpunan {m,, ..., m;;} danm; = [m},.., m"%, i =1,2,...,k yang merupakan
elemen dari R}, dikatakan bergantung linear secara tropical, jika terdapat 2 subset I;, J; ©
K={1,.. )k}, [U/;,=K dan [ nJ; =@ dengan [ =1,2,..,n dan a;, @y, ..., ax € Ryax
yang tidak semuanya bernilai 0, sedemikian sehingga @;e;, @; ® m} =®je;, a4 @ m!, untuk
semua I,1<l<n.

Definisi 1.9. Himpunan {m,, ..., m;} danm; = [m},..,m"%, i =1,2,...,k yang merupakan
elemen dari R, dikatakan bebas linear secara tropical, jika untuk setiap 2 subset I;, J; ©
K={1,.. )k}, [U/;,=K dan [ nJ; =@ dengan [ =1,2,..,n dan a;, @y, ..., ax € Ryax
yang tidak semuanya bernilai 0, sedemikian sehingga @;¢;, a; ® ml # Bjej 4 ® m]’ untuk
semua I, 1<l<n.

Teorema 1.1. Himpunan vektor yang bebas linear pada Gondran-Minoux juga bebas linear
secara lemah.

Teorema 1.2. Himpunan vektor yang bebas linear secara tropical juga bebas linear pada
Gondran-Minoux linear.

Teorema 1.3. Himpunan vektor yang bebas linear secara tropical juga bebas linear secara
lemah.

B. PEMBAHASAN

Dengan memperhatikan definisi kombinasi linear pada aljabar max-plus diperoleh definisi
dari kombinasi linear pada aljabar max-plus interval I(R),,q, dan teorema sebagai berikut,
Definisi 2.1. Misalkan A € I(R)qx, A dikatakan sebagai kombinasi linear dari elemen-elemen
himpunan P € I(R) ., Jika terdapat k > 0, A{,A;, ...,Ax € P dan aq, a5, ..., € I(R)ymax
sedemikian sehingga A = @il (; ®A).

Dengan memperhatikan Definisi 2.1, misalkan P dan P masing-masing merupakan
himpunan vektor-vektor batas bawah dan vektor-vektor batas atas dari himpunan vektor-vektor
interval P, A =~ [A/A], A; = [A;,A;] dan o; ~ [0y, ;] untuk i = 1,2, ..., k diperoleh teorema :
Teorema 2.1. Misalkan A € I(R)}qx, A jika kombinasi linear dari elemen-elemen himpunan
P C I(R)%q Maka A =X, (o; ® A;) dan A =X, (o; ® A;), dengan kata lain vektor
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batas bawah yaitu A merupakan kombinasi linear dari vektor-vektor batas bawah elemen-elemen

P dan vektor-vektor atas yaitu A merupakan kombinasi linear dari vektor-vektor batas atas

elemen-elemen P.
Bukti : Misalkan A € I(R),., Sebagai kombinasi linear elemen-elemen P < I(]R)max berarti

terdapat k > 0, Ay, A, ..., Ay EPdan ay, ay, ..., a € I(R)max Sehingga A = @i=1 (; @A)
[a1,a1] /[an,m\‘

[azl @ [alzl Q2 . —k —
Misalkan A = | al,al] Berarti, A=@,_, (;; ®A;) &

\[an, m/ \[am,m/

(E3)_ ool
\

| - allal I
alnla_ln_/

azq1,0a21

az2,0A37

o/

§9|

(
@[@E]@I :
\

Aon, Aon

[l
B [am|® | B2
\—aknla_kn_/
[a1®au.a_1®m\ /[az®a21.a_z®m\ [ak®ak1,a_k®m\
[“1@61121“1@@] [a2®a22,a2 & az;] [“k@akzlak®m

.|

\[“1 X a1n| a ® m/ \[az X aan a ® M/ \[ﬂ X %,la_k X M/
[a1®a1169 @ak®ak1,a1®a11@ EB%@EJ\
[ [a; ®an @ - @ak®ak2:a1®a12@ @D ax ® ax,]

\[a1®a1n@ @ak®aknna1®a1n@ @ak®WnJ/

/[@{'{—1 a; Q ak1|@{'c—1 a; ® ak1] \‘ [ @l 1@ ® akl\‘ /@ T ® ak1\‘
| [ 11a1®ak21@11a1®ak2] | 11“1®ak2 11a1®ak2

]
|
= N '|-
\ l 1% ® akn,EB{Ll a; ® a_kn] / \@{c 1% b3y akn/ \@l 1 a; ® /J
[allm [ a1\

[a,, a] I 2
Di lain pihak, | — |~ || ~

\[@.'m/ ll\“_/l
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(%) (2 {/@5‘1"‘1@“'«1\ eai‘la—i®ak1\1

I z2 a; || ||@11a1®ak2|.@{(1a_i®ak2

|| ] ||=|| | || Perhatikan vektor batas bawah,
l\“—/ \an/J \®Ls @ @) GO, & @/ |

il i
./ iz;izz—z:\, () (e (22)
| a®| [0 T 0.0 as] |

\ea » a; ®akn/ \“/ Gan \&/

= QA DL RVAD .. Dar @A =B, (1; QA).
Diperoleh bahwa vektor batas bawah, A merupakan kombinasi linear dari vektor batas bawah
elemen-elemen dari P atau A merupakan kombinasi linear dari vektor batas bawah
elemen-elemen dari P . Demikian juga untuk vektor batas atas, diperoleh bahwa vektor batas atas

A merupakan kombinasi linear dari vektor batas atas elemen-elemen P.

Akibat 2.1. Misalkan A € I(R)%q,, jika A =@%; (¢; ® A;) dan A =DL; (7; ® A;) maka A
kombinasi linear dari elemen-elemen himpunan P € I(R)7qx-

Berdasarkan pengertian kombinasi linear pada aljabar max-plus interval diperoleh definisi
rentang linear (P) dari P subhimpunan dari I(R)},, semimodul atas semiring I(R),,q, dan
teorema sebagai berikut :

Definisi 2.2. Himpunan rentang linear dari P € I(R)%,,, ditulis (P) adalah himpunan semua
—k I
kombinasi linear dari elemen-elemen Q vyaitu (P) = {EBi=1 (ai ® Pl-)lal- € I(R)ax: i =

12,.., k} untuk semua Q = {P;| i = 1,2, ..., k} himpunan bagian berhingga P yang mungkin.
Dengan memperhatikan definisi 2.2, jika dimisalkan

EZ:: | 2\ )

\
I
(R)max |f|EEgR%axl ePc x¥
I

t\[pm/ \e:/ \pn/ )

masing-masing himpunan vektor-vektor batas bawah dan vektor-vektor batas atas dari himpunan
P, oy~ [ @], untuk =12k, Q={R|i=12.. kjdan Q={F|i=12. kK
diperoleh teorema berikut :

ol

Teorema 2.2. Jika (P) himpunan rentang linear dari P < I(R)n,, maka (P)=
{@{il(ﬁ ®5)| a_l € Rpax, 1 =1,2,..., k} dan (5> = {@?:1(0(1' ® Pi)l o € Ripgx, 1=
1,2,...k} untuk semua Q= {il i=1,2 k} dan Q= {5| i=12, k} masing-masing

himpunan bagian berhingga yang mungkin dari P dan P .
Bukti : Diketahui (P) himpunan rentang linear dari P < I(R)7,,, berarti (P) adalah himpunan

semua kombinasi linear dari elemen-elemen Q yaitu (P) = {EBi=1 (; ®P) | g € I(R) gy i =
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1,2,.., k} untuksemua Q ={P;| i = 1,2, ..., k} himpunan bagian berhingga yang mungkin dari
P. Misalkan P dan P masing-masing himpunan vektor-vektor batas bawah dan vektor-vektor
batas atas dari himpunan P, a; ~ [ay, @], untuk i=1,2,.. .k, Q= {il i=1,2 k} dan
Q={P|i=1,2 .., k}. Ambil sembarang A; € (P) maka didapat bahwa,
A=, QP B, P, D .. ® a, P,

= [0 ®P. T Q| B[, @R T OP| @ .. B |2, ® P T @ P

= [, OP O LOPRD . Ou®P T P OT ® P D ..® T QR
Terbukti, (P) = {®/;(& ® P)| 0 € Ryax, =12k} , (P)={@®,( ®P)| T €
Ringx: i =1,2,...,k} untuk semua Q = {il i = 1,2,...,k} dan Q= {il i = 1,2,...,k}

masing-masing himpunan bagian berhingga yang mungkin dari P dan P .

Definisi 2.3. Suatu himpunan P dikatakan membangun semimodul I (R)}, 4 jika (P) = I(R)% 4.

Pada bagian ini akan dijelaskan mengenai definisi bebas linear secara lemah, bebas linear
pada Gondran-Minoux, dan bebas linear tropical. Dengan persamaan struktur antara R,,,, dan
I(R),nqx Maka definisi bebas linear tersebut dapat juga digunakan pada I(R),,q. Penjelasan
mengenai definisi bebas linear secara lemah, Gondran-Minoux, dan tropical pada I(R)qx
berdasarkan pada Definisi 2.1. dan Definisi 1.8.

Definisi 2.4. Misalkan P € I(R)%,,., P dikatakan bergantung linear secara lemah jika terdapat
elemen A, € P yang merupakan kombinasi linear dari elemen-elemen lainnya pada P.
Sebaliknya, P dikatakan bebas linear secara lemah jika untuk setiap A, € P, A tidak
merupakan kombinasi linear dari elemen-elemen lainnya pada P.

Dengan memperhatikan Definisi 2.4, misalkan A, ~ [A,A;], P dan P masing-masing
himpunan vektor-vektor batas bawah dan vektor-vektor batas atas dari himpunan P, diperoleh
teorema berikut :

Teorema 2.3. MisalkanP € I(R)%,,., jika P bergantung linear secara lemah maka terdapat
A, € P yang merupakan kombinasi linear dari elemen-elemen lainnya pada P, dan A, € P yang

merupakan kombinasi linear dari elemen-elemen lain pada P.

Bukti : Ambil sebarang himpunan P yang bergantung linear secara lemah. Menurut Definisi 2.4
terdapat elemen Ay € P yang merupakan kombinasi linear dari elemen-elemen lainnya pada P.
Menurut Teorema 2.1 bahwa vektor batas bawah A, merupakan kombinasi linear vektor batas

bawah elemen-elemen lain dari P dan A, € P merupakan kombinasi linear dari elemen-elemen
lain dari P. Sebaliknya P bebas linear secara lemah jika untuk setiap A, € P, A, tidak merupakan
kombinasi linear dari elemen-elemen lainnya pada P dan A, € P, A,, tidak merupakan kombinasi
linear dari elemen-elemen lainnya pada P .
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Akibat 2.2. Misalkan P < I(R)%,., jika P bebas linear secara lemah maka untuk setiap A, € P,

Ay tidak merupakan kombinasi linear dari elemen-elemen lainnya pada P dan untuk setiap
A, € P, A, tidak merupakan kombinasi linear dari elemen-elemen lainnya pada P .

Definisi 2.5. Misalkan P € I(R)?%,,x, Himpunan P = {A;| i = 1,2,... .k} < I(R)}, dikatakan
bergantung linear pada Gondran-Minoux jika terdapat 2 subhimpunan I, ] €cK={12 ..k}
dengan INJ =@ dan T U] =K, interval a;, ay, ..., ax € I(R)qx Yang tidak semuanya &€

sedemikian sehingga @, a; @ A; =@, a; @ A; . Sebaliknya himpunan P = {A;| i =
.k} S I(R)*,, bebas linear pada Gondran-Minoux jika untuk semua I,] € K =
2, .,k denganI NJ =@ dan U/ = K dan skalar a;, a, ..., @y € I(R),,4, tidak semuanya

Emaka @, oy @ A; # éje] o ® A

Dengan memperhatikan definisi 2.5, misalkan A; ~ [A;A;], @; = [a;,@;] untuk i =
1,2, ..., k serta P dan P masing-masing himpunan vektor-vektor batas bawah dan vektor-vektor
batas atas dari himpunan P, diperoleh teorema berikut :

Teorema 2.4. Misalkan P € I(R)%.,, jika himpunan P ={A;|li=1,2,.. .k} S I(R)%.x
bergantung linear pada Gondran-Minoux maka terdapat 2 subhimpunani, ] € K ={1,2, ..., k}
dengan INJ =@ dan IUJ =K, interval a;,ay,...,ax € [(R)q, Yang tidak semuanya

€=[ee] sedemikian sehingga Dic; o @A =®Bje; i @A; dan B T QA; =
Dje; 4 @ A;.

Bukti : Ambil himpunan P ={A;|i=1,2,..,k} € I(R)}4,. Jika himpunan P bergantung
linear pada Gondran-Minoux maka menurut Def|n|5| 4.8 terdapatl, ] € K ={1,2,..., k} dengan
INj=@danIUj =K, sertaay,ay, ..., a € [(R)mqy Sedemikian sehingga, @, a; @ A; =
@,e; 4 ® A;. Pada ruas kiri didapatkan, @,c; a; ® A; ~ [EBia 4 QA Dies @ ® A_l] dan
pada ruas kanan didapatkan, éje] a @A ~ [EB]-E] QA DB, @ ® A_]] Oleh karena itu,
diperoleh bahwa vektor batas bawah interval ruas kanan dan ruas kiri, @;e; @i @ A; =
Dy QA; dan B, @ A; = Dje; @ @ A;. Tampak bahwa vektor batas bawah dan

vektor batas atas interval bergantung linear secara Gondran Minoux.

Akibat 2.3. Misalkan P € I(R)%,,x, jika himpunanP = {A;| i = 1,2,...,k} S I(R)}4, bebas
linear pada Gondran-Minoux jika untuk semua I,] €S K =1,2, ...,k dengan INnJ =@ dan
I'U] =K danskalar a;, as, ..., ay € I(R) may tidak semuanya € = [¢, e] maka @e; a; ® A; #
Djes o ®A; atau Bic; @ @ A; #Dje; 4 ® A;.

Al
Definisi 2.6. Himpunan P ={A;, A,,...,A;} S I(R)},, dengan A; —\ untuk i =
An/

1,2, ..., k dikatakan bergantung linear secara tropical jika terdapat 2 subhimpunan I, J; € K =
1,2,...,k dengan ,nJ;, =@ dan L;UJ,=K , serta interval a;, a,, .., a; € I(R)max

sedemikian sehingga @,¢; «; @ al; =@j€] o @ ab; untuksemua ! =1,2,...,n. Sebaliknya,
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himpunan P dikatakan bebas linear secara tropical jika untuk semua I;,/; €S K =1,2,...,k

dengan I} NJ; =@ dan [, UJ; =K, serta a;, ay, ..., ax € I(R)pmax Maka @, o; ® A} #
De;, 0 ® AL untuksemua [ =1,2,..,n

/Al\l

2

Teorema 2.5. Jika himpunan P ={A; A, ..,A} S I(R)}%,, dengan Aiz\Ai =
A'n/

(i)

I [ﬁ'Ai_ I untuk i =1,2,..,k bergantung linear secara tropical maka terdapat 2

\ja &)

subhimpunan I, ; € K={1,2,..,k} dengan I nJ;=0¢ dan LUJ,=K , serta
A1, Ay A € I(R)max SEdemlklan Sehlngga @iell & ® A_ll =@j€]1 & ® A; dan @iell a_l ®

<.

A_’l = EB,-GJLOTI-®A_§- untuk [ =1,2,..,n

Bukti : Ambil himpunan P = {A;|i = 1,2,...,k} € I(R)}.,. Misalkan P bergantung linear
secara tropical, terdapat I;,J; € K = {1, 2, ...,k} dengan [ NnJ; =0 dan LUJ, =K, =
1,2,..,n, serta ay, ay, ..., ax € I(R)mqy sedemikian sehingga, @;¢;,a; @ AL = B¢, a; ® Al

Untuk setiap [ = 1,2,..,n pada ruas Kkiri diperoleh, @iell a; @Ali ~ [EBL-EIL @
A_ll-,EBl-E,l a_i®Ali] dan pada ruas kanan, éje]lang; ~ [@jejlﬁ(gA_},EBth a_j®A§.] .
Oleh karena itu, diperoleh persamaan vektor batas bawah, @;e;, a; & AL = Djej, 4 @ A} serta

persamaan vektor batas atas, D;e;, a; ® A_’l = Djej, 4 A_§ Tampak bahwa vektor-vektor

batas bawah dan vektor-vektor batas atas interval bergantung linear secara tropical.
1

A
Akibat 2.4. Jika himpunan P = {A;,A,,...,Ar} € I(R)%., dengan A; —\ / untuk i =

1,2,...,k bebas linear secara tropical maka untuk semua I;,J; € K ={1,2, ...,k} dengan
LN =0dan [ U] =K, serta as, ay, ..., ay € I(R)may maka Dicy, a; @ A} #Djes, o ®

A_j-atau Bier, GOA, #Djej, G QAL untuk 1=1,2,...,n

Perbandingan antara bebas linear secara lemah dan Gondran-Minoux disajikan pada teorema :

Teorema 2.6. Jika suatu himpunan vektor interval bebas linear pada Gondran-Minoux,
maka himpunan tersebut juga bebas linear secara lemah.

Bukti : Ambil P ={A;,A,, ..., A }subhimpunan dari semimodul/(R)Z%,,, atas semiring
I(R),pqx - Misal P bebas linear pada Gondran-Minoux, maka untuk semual,] € K =
{1.2,.. .k} dan ay,az ..., €E(R)max didapat, @ie;a; @ A; # Djeya; ® 4;  atau

Biera;i @ A; # Bjeyja; ® A_] Selanjutnya, dengan mengambil I= {i} dan J = K — {i} untuk
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sembarang i pada K, diperoleh a; @ A; # ®je;a; ® A; serta@; @ A; # @@ Q@ A;. Jika

kedua ruas dikalikan dengan —a; pada batas bawah serta —a; pada batas atas diperoleh
persamaan A; # @ a; @ ¢; ® A; serta A; # @j;—a; @ @; ® A; . Oleh karena itu,

misalkan P dan P masing-masing himpunan vektor-vektor batas bawah dan vektor-vektor batas
atas dari himpunan P, menurut akibat 2.2 bebas linear secara lemah pada aljabar max-plus.

Perbandingan antara kebebasan linear secara tropical dan kebebasan linear pada
Gondran-Minoux disajikan pada teorema berikut .

Teorema 2.7. Jika suatu himpunan vektor interval bebas linear secara tropical, maka himpunan
tersebut juga bebas linear pada Gondran-Minoux.

Bukti : Ambil P = {A;,A,,...,A.} sub himpunan dari I(R)%,, dengan A; ~ [A;A], i =
1,2,..., k. Misalkan P bebas linear secara tropical, maka untuk semua l;,/; €S K =1,2,...,k
dengan ,nJ; =@ dan [;UJ; =K, serta ai,az, .., ax € I[(R)mqax Maka Dief, o; R AL+

Dje;, o @A) atal Dier, G @ AL # By, G ®A untuk 1=1,2,..,n. Oleh karena itu

misalkan P dan P masing-masing himpunan vektor-vektor batas bawah dan vektor-vektor batas
atas dari himpunan P, menurut definisi 1.9 bebas linear secara tropical pada aljabar max-plus.
Selanjutnya menurut teorema 1.2, P dan P bebas linear pada Gondran Minoux. Selanjutnya
menurut akibat 2.3, P bebas linear pada Gondran Minoux.

Berdasarkan teorema 2.6 dan teorema 2.7 didapatkan akibat berikut
Akibat 2.5. Jika suatu himpunan vektor interval bebas linear secara tropical, maka himpunan
vektor interval tersebut juga bebas linear secara lemah.

C. SIMPULAN

Berdasarkan pada pembahasan diperoleh :

1. Definisi kombinasi linear dan rentang linear dalam aljabar max-plus interval.

2. Pengertian dan perbandingan bebas linear secara lemah, bebas linear pada Gondran-Minox,
dan bebas linear secara tropical dalam aljabar max-plus interval.
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