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Abstrak 
 Aljabar maks-plus adalah aljabar linear atas semiring തܴ dengan തܴ = ܴ ∪ {−∞} 
yang dilengkapi dengan operasi penambahan “⊕=maks” dan perkalian “⊗= +”. 
Sistem linear dalam aljabar maks-plus terdiri atas sistem persamaan linear dan sistem 
pertidaksamaan linear. Penelitian ini bertujuan mengkaji ulang penyelesaian dari 
sistem linear dalam aljabar maks-plus dan keterkaitannya dengan himpunan bayangan 
dan matriks reguler kuat. Dari penelitian ini, disimpulkan bahwa jika matriks ܣ 
adalah matriks reguler kuat maka sistem persamaan linear tersebut kemungkinan 
memiliki penyelesaian tunggal dan jika suatu sistem persamaan linear memiliki 
penyelesaian tunggal maka himpunan bayangan dari matriks ܣ  adalah himpunan 
bayangan sederhana.  
 
Kata kunci: sistem linear aljabar maks-plus, himpunan bayangan, matriks reguler 
kuat 
 

 
A. PENDAHULUAN 
 

 Dalam aljabar abstrak sering dijumpai suatu sistem linear yang terdiri atas persamaan 
linear atau pertidaksamaan linear. Dalam aljabar abstrak, tanda " + " menyatakan operasi 
penjumlahan dan tanda "×" menyatakan operasi perkalian. Selama periode 1970-an dan 1980-an 
banyak teknologi yang dikembangkan, khususnya bidang produksi. Di bidang produksi tersebut 
terdapat discrete event system (DES ) atau discrete event dynamic system (DEDS ), seperti 
penjadwalan mesin, antrian, proses jaringan dan lain-lain. Menurut Schutter dan Boom (2008), 
masalah DES adalah masalah nonlinear dalam aljabar konvensional. Namun, terdapat suatu kelas 
sekunder dari DES (memuat operasi maksimum dan plus) yang dapat diubah menjadi linear 
dalam aljabar maks-plus. Tam (2010) menyebutkan bahwa aljabar maks-plus adalah aljabar linear 
atas semiring തܴdengan തܴ = ܴ ∪ {−∞} yang dilengkapi dengan operasi penambahan “⊕= maks” dan 
perkalian “⊗= +”.  

Menurut Tam (2010), ide aljabar maks-plus ditemukan pertama kali pada tahun 1950-an, 
tetapi teorinya baru mulai berkembang pada tahun 1960-an. Pada tahun 2000, Butkovic (2000) 
mempublikasikan artikel yang membahas himpunan bayangan sederhana pada pemetaan linear 
(maks, +). Selanjutnya pada tahun 2003, Butkovic(2003) menunjukkan bahwa terdapat hubungan 
antara aljabar maks-plus dan kombinatorik. Kemudian tahun 2010, Tam (2010) mempublikasikan 
tesisnya yang memuat sistem linear pada aljabar maks-plus, himpunan bayangan dan matriks 
reguler kuat. Tam (2010) dan Butkovic (2000) menyebutkan bahwa penyelesaian dari sistem 
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linear dalam aljabar maks-plus memiliki keterkaitan dengan himpunan bayangan dan matriks 
reguler kuat. Oleh karena itu, dalam artikel ini dikaji ulang sistem linear dan penyelesaiannya 
dalam aljabar maks-plus, termasuk himpunan bayangan dan matriks reguler kuat dari sistem 
linear aljabar maks-plus yang telah dibahas dalam Tam (2010) dan Butkovic (2000). 
 
B. PEMBAHASAN 
B.1. Aljabar Maks-Plus. 

Dalam setiap penulisan, Rmaks mempunyai definisi yang berbeda-beda. Pada artikel ini, 
definisi Rmaks mengacu pada Akian et al.(1994), Baccelli et al.(2001) dan Butkovic(2010) yang 
didefinisikan sebagai berikut. 
Definisi 1.1 
Rmaks adalah himpunan തܴ = ܴ ∪ {−∞} yang dilengkapi dengan operasi penambahan “⊕=maks” 
dan perkalian “⊗= +”.  

Berdasarkan Definisi 1.1, Tam(2010) mendefinisikan aljabar maks-plus sebagai berikut. 
Definisi 1.2 
Aljabar maks-plus adalah aljabar linear atas semiring atau Rmaks. 

Elemen identitas untuk penambahan (nol) adalah −∞ (untuk selanjutnya dinotasikan dengan 
߳ dan elemen identitas untuk perkalian (unit) adalah 0. Dalam pembahasan selanjutnya juga 
dibahas himpunan ധܴ, conjugate dari suatu matriks dan aljabar min-plus, sebagaimana yang telah 
dituliskan oleh Tam(2010). 
Definisi 1.3 
Himpunan ധܴ adalah himpunan yang terdiri dari ܴ ∪ {±∞}. 
Definisi 1.4 
Misalkan ܣ = (ܽ௜௝) ∈ ധܴ௠×௡. Conjugate dari matriks ܣ adalah ܣ∗ = ( ௝ܽ௜

∗ ).  
Definisi 1.5 
Aljabar min-plus(atau tropical algebra) adalah aljabar linear atas semiring ܴ௠௜௡ = ܴ ∪ {+∞}, 
dilengkapi dengan operasi penambahan "⊕ᇱ= min" dan perkalian "⊗ᇱ= +". 
 
B.2. Sistem Persamaan Linear dalam Aljabar Maks-Plus 

Diberikan ܣ = (ܽ௜௝) ∈ തܴ௠×௡ dan ܾ = (ܾଵ, … ,ܾ݉) ∈ തܴ௠. Sistem dari maks൫ܽ௜௝ + ௝൯ݔ = ܾ௜ 
dapat dinyatakan sebagai  
ݔ⊗ܣ  = ܾ.  (2.1) 
Karena sistem (2.1) memuat operasi maksimum dan plus, sistem (1) disebut sistem persamaan 
linear (sistem linear maks-aljabar satu sisi). Oleh karena itu, Tam(2010) memberikan Definisi 2.1 
dan Definisi 2.2 untuk memperjelas pencarian penyelesaian sistem persamaan linear.  
Definisi 2.1 
Proses perubahan sistem (2.1) menjadi sistem  
ܣ̅  ⊗ ݔ = 0, (2.2) 
dengan ̅ܣ = ⊗ܤ ܣ = ൫ തܽ௜௝൯ = (ܽ௜௝ − ܾ௜) ∈ തܴ௠×௡, disebut normalisasi dan sistem (2.2) disebut 
sistem yang dinormalkan. 
Definisi 2.2 
Diberikan suatu sistem ܣ⊗ ݔ = ܾ  dengan ܣ = (ܽ௜௝) ∈ തܴ௠×௡ , ܾ = (ܾଵ, … ,ܾ݉) ∈ തܴ௠ ܯ , =
{1,2, … ,݉} dan ܰ = {1,2, … ,݊}. Didefinisikan 

,ܣ)ܵ ܾ) = ݔ} ∈ തܴ௡|ݔ⊗ܣ = ܾ	}, 
,ܣ)௝ܯ ܾ) = {݇ ∈ ௞௝ܽ)|{ܯ − ܾ௞) = ௜ୀଵ,…,݉(ܽ௜௝ݏ݇ܽ݉ − ܾ௜)},∀݆ ∈ ܰ, 
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dan 
൫̅ݔ௝൯ = ௜ୀଵ,…,݉൫ܽ௜௝ݏ݇ܽ݉−) − ܾ௜൯),∀݆ ∈ ܰ. 

 
 
 
 
 

Dengan mengacu pada Definisi 2.2, Butkovic (2010) menjelaskan teorema tentang kriteria 
sistem persamaan linear yang memiliki penyelesaian. 
Teorema 2.1 
Misalkan ܣ = (ܽ௜௝) ∈ തܴ௠×௡ adalah doubly R-astic(mempunyai paling sedikit elemen berhingga 
pada setiap baris dan kolomnya) dan ܾ ∈ ܴ௠ . Vektor ݔ ∈ ,ܣ)ܵ ܾ) jika dan hanya jika 

ݔ (1 ≤  dan ݔ̅
2) ∪௝∈ேೣ ,ܣ)௝ܯ ܾ) = dengan ௫ܰ ܯ = {݆ ∈ ௝ݔ|ܰ =  .{௝ݔ̅

Bukti. 
Ambil ݔ ∈ ,ܣ)ܵ ܾ), akan ditunjukkan bahwa  
ݔ (1 ≤  dan ݔ̅
2) ∪௝∈ேೣ ,ܣ)௝ܯ ܾ) = dengan ௫ܰ ܯ = {݆ ∈ ௝ݔ|ܰ =  .{௝ݔ̅

Misalkan ݔ ∈ ,ܣ)ܵ ܾ), ݅ ∈ ,ܯ ݆ ∈ ܰ, akan ditunjukkan bahwa ݔ ≤ Karena ܽ௜௝ .ݔ̅ ௝ݔ⊗ ≤ ܾ௜ maka 
௝ିଵݔ ≥ ܽ௜௝ ⊗ܾ௜ିଵ dan ݔ௝ିଵ ≥ ௜∈ெܽ௜௝⊗ܾ௜ିଵݏ݇ܽ݉ . Karena ݔ௝ିଵ ≥ ௜∈ெܽ௜௝ݏ݇ܽ݉ ⊗ܾ௜ିଵ  maka 

௝ݔ ≤ ൫݉ܽ݇ݏ௜∈ெܽ௜௝ ⊗ܾ௜ିଵ൯
ିଵ

= ௝ݔ̅ . Jadi, jika ݔ ∈ ,ܣ)ܵ ܾ)  maka ݔ ≤ ݔ̅ . Selanjutnya, akan 
ditunjukkan bahwa ∪௝∈ேೣ ,ܣ)௝ܯ ܾ) = ܯ  dengan ௫ܰ = {݆ ∈ ௝ݔ|ܰ = {௝ݔ̅ . Akan ditunjukkan 

bahwa ∪௝∈ேೣ ,ܣ)௝ܯ ܾ) ⊆ ܯ . Karena ∀݆ ∈ ௫ܰ , ൫̅ݔ௝൯ = ቀ−݉ܽ݇ݏ௜ୀଵ,…,݉൫ܽ௜௝ − ܾ௜൯ቁ,  maka 

∪௝∈ேೣ ,ܣ)௝ܯ ܾ) ⊆ ܯ Akan ditunjukkan bahwa .ܯ ⊆∪௝∈ேೣ ,ܣ)௝ܯ ܾ). Misalkan ݇ ∈ ܯ , karena 
ܾ௞ = ܽ௞௝ ௝ݔ⊗ > ߳  untuk suatu ݆ ∈ ܰ  dan ݔ௝ିଵ ≥ ௝ିଵݔ̅ ≥ ܽ௜௝ ⊗ܾ௜ିଵ  untuk setiap ݅ ∈ ܯ , 
diperoleh ݔ௝ିଵ = ܽ௞௝ ⊗ܾ௞ିଵ = ௜∈ெܽ௜௝ݏ݇ܽ݉ ⊗ܾ௜ିଵ. Oleh karena itu  ݇ ∈ ௝ܯ  dan ݔ௝ =  .௝ݔ̅
 Misalkan 

ݔ (1 ≤  dan ݔ̅
2) ∪௝∈ேೣ ,ܣ)௝ܯ ܾ) = dengan ௫ܰ ܯ = {݆ ∈ ௝ݔ|ܰ =  ,{௝ݔ̅

akan ditunjukkan bahwa ݔ ∈ ,ܣ)ܵ ܾ). Misal ݇ ∈ ݆ dan ܯ ∈ ௫ܰ ,ܽ௞௝ ௝ݔ⊗ ≤ ܾ௞ jika ܽ௞௝ = ߳. 
Jika ܽ௞௝ ≠ ߳ maka  
 ܽ௞௝ ௝ݔ⊗ ≤ ܽ௞௝ ⊗ ௝ݔ̅ ≤ ܽ௞௝ ⊗ܾ௞ ⊗ܽ௞௝ିଵ = ܾ௞. (2.3) 
Oleh karena itu ݔ⊗ܣ ≤ ܾ. Pada waktu yang sama, ݇ ∈ ௝ܯ  untuk suatu ݆ ∈ ܰ yang memenuhi 
௝ݔ =  ௝. Untuk ݆ ini, kedua pertidaksamaan yang terdapat di dalam pertidaksamaan (2.3) adalahݔ̅
persamaan dan karena itu ܣ⊗ ݔ = ܾ. □  
 Kemudian Cuninghame-Green (1979) mendefinisikan penyelesaian dasar sistem (2.1) yang 
dapat dilihat pada Definisi 2.3. 
Definisi 2.3 
Sistem (2.1) mempunyai penyelesaian jika dan hanya jika ̅ݔ adalah penyelesaian sistem tersebut. 
Kemudian, vektor ̅ݔ disebut penyelesaian dasar sistem (2.1). 

Karena ̅ݔ adalah penyelesaian dasar sistem (2.1), Butkovic(2010) menyebutkan dua akibat 
yang muncul dari Teorema 2.1. Akibat 2.2 menjelaskan tentang kriteria sistem persamaan linear 
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yang memiliki penyelesaian dan Akibat 2.3 menjelaskan tentang kriteria sistem persamaan linear 
yang memiliki penyelesaian tunggal. 
Akibat 2.2 
Misalkan ܣ ∈ തܴ௠×௡ adalah doubly R-astic dan ܾ ∈ ܴ௠, tiga pernyataanberikut ekuivalen. 

,ܣ)ܵ (1 ܾ) ≠ ∅. 
ݔ̅ (2 ∈ ,ܣ)ܵ ܾ). 
3) ∪௝∈ே ,ܣ)௝ܯ ܾ) =  .ܯ

Akibat 2.3 
Misalkan ܣ ∈ തܴ௠×௡ adalah doubly R-astic dan ܾ ∈ ܴ௠, ܵ(ܣ, ܾ) =   jika dan hanya jika ݔ̅

1) ∪௝∈ே ,ܣ)௝ܯ ܾ) =  dan ܯ
2) ∪௝∈ேᇱ ,ܣ)௝ܯ ܾ) ≠ untuk setiap ܰᇱ ܯ ⊆ ܰ,ܰ′ ≠ ܰ. 

 
 
 
 
B.3. Sistem Pertidaksamaan Linear 
 Selain sistem pertidaksamaan linear, di dalam alajabar maks-plus juga terdapat sistem 
pertidaksamaan linear. Menurut Tam(2010), sistem pertidaksamaan linear didefinisikan sebagai 
berikut. 
Definisi 13 
Diberikan ܣ = ൫ܽ௜௝൯ ∈ തܴ௠×௡ dan ܾ = (ܾଵ, … ,ܾ݉) ∈ തܴ௠. Sistem  
⊗ܣ  ݔ ≤ ܾ (3.1) 
disebut sistem pertidaksamaan linear (sistem pertidaksamaan maks-linear satu sisi). 

Selanjutnya Butkovic (2010) menjelaskan penyelesaian dari sistem pertidaksamaan linear 
melalui teorema berikut. 
Teorema 3.1 
Diberikan ܣ = ൫ܽ௜௝൯ ∈ ധܴ௠×௡, ܾ = (ܾଵ, … ,ܾ݉) ∈ ധܴ௠ dan ݔ ∈ ധܴ௡. Sistem pertidaksamaan linear 
ݔ⊗ܣ ≤ ܾ jika dan hanya jika ݔ ≤ ⊗∗ܣ ′ܾ. 
Bukti. 
 Tiga pernyataan berikut ekuivalen. 

⊗ܣ ݔ ≤ ܾ. 

෍ (ܽ௜௝ (௝ݔ⊗ ≤ ܾ௜ ,∀݅ ∈ ܯ
⊕

௝∈ே
. 

ܽ௜௝ ௝ݔ⊗ ≤ ܾ௜ ,∀݅ ∈ ݆∀,ܯ ∈ ܰ. 
 Secara umum, ܽ∗⊗ᇱ ܾ = −ܽ + ܾ  sehingga jika ܽ = +∞  dan ܾ = −∞  maka ݔ = −∞ 
adalah penyelesaian tunggal untuk ܽ ⊗ ݔ ≤ ܾ  dan ݔ  yang memenuhi ݔ ≤ ܽ∗⊗ ′ܾ  adalah 
ݔ ≤ −∞ , dengan ܽ, ܾ, ݔ ∈ ധܴ . Untuk semua kasus lain, dengan ܽ, ܾ ∈ {−∞, +∞} , himpunan 
penyelesaian untuk ܽ ⊗ ݔ ≤ ܾ  adalah ധܴ  dan ݔ  yang memenuhi ݔ ≤ ܽ∗⊗ ′ܾ  adalah ݔ ≤ +∞ . 
Jadi, pernyataan berikut ekuivalen. 

 ܽ௜௝ ௝ݔ⊗ ≤ ܾ௜ ,∀݅ ∈ ݆∀,ܯ ∈ ܰ. 
௝ݔ  ≤ (ܽ௜௝)∗⊗ᇱ ܾ௜ ,∀݅ ∈ ݆∀,ܯ ∈ ܰ. 
௝ݔ  ≤ ( ௝ܽ௜

∗ ) ⊗ᇱ ܾ௜ ,∀݅ ∈ ݆∀,ܯ ∈ ܰ. 

௝ݔ  ≤ ∑ ( ௝ܽ௜
∗⊕ᇲ

௜∈ெ ⊗ᇱ ܾ௜),∀݆ ∈ ܰ. 
ݔ  ≤ ⊗∗ܣ ′ܾ. □ 
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Berdasarkan Definisi 2.3, ̅ݔ = ∗ܣ ⊗ ′ܾ jika ܣ adalah doubly R-astic dan ܾ berhingga. Oleh 
karena itu, ̅ݔ = ⊗∗ܣ ′ܾ adalah penyelesaian dasar dari sistem (2.1) dan (3.1) dengan ܣ ∈ തܴ௠×௡  
dan ܾ ∈ തܴ௠. Jadi, penyelesaian dasar adalah penyelesaian terbesar dari sistem (3.1). 
 
 
B.4. Himpunan Bayangan dan Matriks Reguler Kuat 
 Untuk sistem (2.1), Tam(2010) memberikan Definisi 4.1 sampai Definisi 4.4 dan Teorema 
4.1. Definisi 4.1 menjelaskan tentang himpunan bayangan. Berbeda dengan aljabar abstrak, di 
dalam aljabar maks-plus terdapat definisi bebas linear kuat yang mana dapat dilihat pada Definisi 
4.2. Definisi 4.3 menjelaskan tentang matriks reguler kuat, Definisi 4.4 menjelaskan tentang 
himpunan bayangan sederhana dan Teorema 4.1 menjelaskan kemungkinan jumlah penyelesaian 
sistem (2.1). 
Definisi 4.1 
Diberikan ܣ ∈ തܴ௠×௡ . Himpunan bayangan (image set) dari matriks ܣ adalah (ܣ)݉ܫ = ⊗ܣ}
ݔ|ݔ ∈ തܴ௡}. 
Definisi 4.2 
Vektor-vektor ܣଵ,, … ௡ܣ, ∈ തܴ௠  bebas linear kuat jika terdapat suatu ܾ ∈ ܴ௠  sedemikian 
sehingga ܾ dapat dinyatakan sebagai suatu kombinasi linear dari ܣଵ,, …  .௡ secara tunggalܣ,
 
 
Definisi 4.3 
Untuk vektor-vektor ܣଵ,, … ௡ܣ, ∈ തܴ௠  yang bebas linear kuat, jika ݉ = ݊  maka matriks 
ܣ = ,,ଵܣ) …  .௡) disebut reguler kuatܣ,
 

Definisi 4.4 
Diberikan ܣ ∈ തܴ௠×௡. Himpunan ஺ܵ = {ܾ ∈ ܴ௠|ܣ⊗ ݔ = ܾ mempunyai penyelesaian tunggal} 
disebut himpunan bayangan sederhana (simple image set) dari matriks ܣ. 
 

Teorema 4.1 
Misalkan ܣ ∈ തܴ௠×௡ adalah doubly R-astic dan ܾ ∈ ܴ௠, maka |ܵ(ܣ, ܾ)| ∈ {0,1,∞}. 
 Selain matriks reguler kuat, di dalam aljabar maks-plus juga didefinisikan matriks yang 
mempunyai permanen kuat. Oleh karena itu, Butkovic (2010) memberikan Definisi 4.5 sampai 
Definisi 4.7, yang mana berkaitan dengan matriks yang mempunyai permanen kuat. 
 

Definisi 4.5 
Himpunan semua permutasi dari ܰ disebut ௡ܲ. 
 

Definisi 4.6 
Diberikan ܣ ∈ തܴ௡×௡ dan ߨ ∈ ௡ܲ,  nilai ߱(ߨ,ܣ) = ∏ ௝ܽ,గ(௝)

⊗
௝∈௡ . 

 

Definisi 4.7 
Nilai ݉ܽ(ܣ)ݎ݁݌ = ∑ ⊕(ߨ,ܣ)߱

గ∈௉೙ . 
 Kemudian, Tam(2010) memberikan Definisi 4.8 yang menjelaskan tentang matriks yang 
mempunyai permanen kuat. 
 

Definisi 4.8 
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Himpunan dari semua permutasi yang optimal disebut ܽ(ܣ)݌ , dengan ܽ(ܣ)݌ = ߨ} ∈
௡ܲ|݉ܽ(ܣ)ݎ݁݌ = |(ܣ)݌ܽ| Jika .{(ߨ,ܣ)߱ = 1 maka dikatakan ܣ mempunyai permanen kuat. 

 Sebelum dibahas keterkaitan antara matriks reguler kuat dengan matriks yang mempunyai 
permanen kuat, terlebih dahulu diberikan definisi dense dan digraf associated yang mengacu pada 
Cuninghame-Green (1995). 
 

Definisi 4.9 
Himpunan ܩ disebut dense jika untuk semua ܽ, ܾ ∈ ܽ dengan ܩ < ܾ, interval terbuka (ܽ, ܾ) ≠ ∅. 
 

Definisi 4.10 
Misalkan ܣ ∈ തܴ௡×௡. Digraf associated (ܦ஺)adalah digraf arc-weighted lengkap. 
 

Definisi 4.11 
Suatu matriks real disebut definit jika semua elemen diagonalnya adalah unit dan tidak ada cycle 
yang positif pada digraf associated. 
 Untuk memperjelas pembahasan lema dan teorema selanjutnya, Butkovic(2000) 
memberikan Definisi 4.12 sampai Definisi 4.15, yang menjelaskan tentang matriks normal, 
similar(sim), matriks ܣሚ,  dan ܣ[௞].  
 

Definisi 4.12 
Misalkan ܣ ∈ തܴ௡×௡ , matriks ܣ disebut normal jika setiap elemennya adalah non-positif dan 
semua elemen diagonalnya adalah unit. 
 

Definisi 4.13 
Misalkan ܤ,ܣ ∈ തܴ௡×௡ dan ܲ,ܳ adalah matriks permutasi yang diperumum. Jika ܣ = ܲ ⊗ ⊗ܤ
ܳ maka ܤ~ܣ. 
 

Definisi 4.14 
Diberikan ܣ ∈ തܴ௡×௡. Matriks ܣሚ adlah matriks yang berasal dari matriks ܣ dan semua elemen 
diagonalnya diganti dengan ߳. 
Definisi 4.15 
Misalkan ܣ ∈ തܴ௡×௡ dan ݇ adalah bilangan bulat positif maka ܣ[௞] = ܫ ⊕ ⊕ܣ ଶܣ ⊕  .݇ܣ⊕…
 Kemudian, Butkovic (2000) memberikan tujuh lema yang menunjang untuk pembuktian 
teorema selanjutnya. 
 
 

Lema 4.1 
Diberikan ܣ ∈ തܴ௡×௡. Jika ܣ reguler kuat maka ܣ mempunyai permanen kuat. 
 
Lema 4.2 
Misalkan ܤ,ܣ ∈ തܴ௡×௡. Jika ܤ~ܣ maka ܽ(ܣ)݌ =  .(ܤ)݌ܽ
Lema 4.3 
Misalkan ܤ~ܣ. Matriks ܣ adalah matriks reguler kuat jika dan hanya jika ܤ  adalah matriks 
reguler kuat. 
Lema 4.4 
Misalkan ܣ ∈ ܴ௡×௡ adalah matriks definit. Matriks ܣ adalah matriks yang mempunyai permanen 
kuat jika dan hanya jika setiap cycle di ܣሚ adalah negatif. 
Lema 4.5 
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Jika ܴ adalah dense, ܽ > ݁ dan ݇ adalah bilangan bulat positif maka terdapat suatu elemen ܾ > ݁ 
sedemikian hingga ܾ௞ < ܽ. 
Lema 4.6 
Jika ܣ ∈ തܴ௡×௡ dan tidak ada cycle yang positif di ܦ஺ maka ܣ[௞] adalah matriks yang sama untuk 
semua ݇ ≥ ݊ − 1(matriks ini dinotasikan dengan ܣఏ). Lebih lanjut, jika semua elemen diagonal 
dari ܣ adalah ݁ maka ܣఏ = ௞ܣ  sama untuk semua ݇ ≥ ݊ − 1. Hal ini benar, khususnya untuk 
matriks normal. 
Lema 4.7 
Misalkan ܣ ∈ തܴ௡×௡  adalah matriks definit dan ܵܽ஺ = ሚܣ;ݒ} ⊗ ݒ ≤ ݃⊗ ݃,ݒ < ݁}. Matriks ܣ 
adalah matriks reguler kuat jika dan hanya jika terdapat ݃ < ݁ sedemikian hingga ܵܽ஺ ≠ ∅. 
 Dengan menggunakan Lema 4.1 sampai Lema 4.7, Butkovic (2000) menjelaskan keterkaitan 
antara matriks reguler kuat dengan matriks yang mempunyai permanen kuat pada teorema 
berikut.  
Teorema 4.2 
Misalkan ܣ ∈ തܴ௠×௡ adalah doubly R-astic. Matriks ܣ adalah matriks reguler kuat jika dan hanya 
jika matriks ܣ mempunyai permanen kuat. 
Bukti. 

Berdasarkan Lema 4.1, terbukti bahwa jika matriks ܣadalah matriks reguler kuat maka 
matriks ܣ  mempunyai permanen kuat. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa jika matriks ܣ 
mempunyai permanen kuat maka matriks ܣadalah matriks reguler kuat. Berdaasarkan Lema 4.3, 
perubahan matriks ܤ  menjadi matriks ܣ  tidak mempengaruhi sifat reguler kuat dan sifat 
permanen kuat, tanpa mengurangi keumuman, diasumsikan bahwa ܣ adalah matriks normal 
(sehingga ܣ adalah matriks definit). Berdasarkan Lema 4.4, dapat diasumsikan bahwa setiap 
cycle di ܦ஺෨ mempunyai bobot negatif. Berdasarkan Lema 4.5, terdapat ݃ ∈ ܴ,݃ < ݁ sedemikian 
hingga ݃௡ ≥ max	{߱൫ܣሚ,ߪ൯;ߪ adalah cycle dasar pada himpunan bagian {1,2, … ,݊}}. Misalkan 
ܤ  adalah matriks ݃ିଵ ⊗ ෩ܣ  dan ߪ  adalah cycle dasar maka ߱(ߪ,ܤ) = (ߪ)݈−݃ (ߪ,ሚܣ)߱⊗ ≤
݃ି௡⊗߱(ܣሚ,ߪ) ≤ ݁. Jelas bahwa tidak ada cycle positif di ܦ஻. Oleh karena itu, menggunakan 

Lema 4.6 diperoleh ߠܤ⊗ܤ = ⊗ܤ ቀܫ ⊕ ଶܤ⊕ܤ 1ቁ−݊ܤ⊕…⊕ = ܤ ଶܤ⊕ ⊕ ݊ܤ⊕… =

ߠܤ . Jika ݒ  adalah sembarang kolom dari ܤఏ  maka ܤ ⊗ ݒ ≤ ݒ  atau ekuivalen dengan 
݃ିଵ ⊗ ⊗෩ܣ ݒ ≤ ݒ . Kemudian, dengan mengalikan ݃  dari sebelah kiri pada kedua ruas, 
diperoleh ܣሚ ⊗ ݒ ≤ ݃⊗  □ .adalah matriks reguler kuat ܣ ,sehingga berdasarkan Lema 4.7 ,ݒ
 
C. SIMPULAN 
Berdasarkan pembahasan dapat dimbil kesimpulan sebagai berikut. 

1) Diberikan ܣ = (ܽ௜௝) ∈ തܴ௠×௡  dan ܾ = (ܾଵ, … ,ܾ݉) ∈ തܴ௠ . Sistem ܣ⊗ ݔ = ܾ  adalah 
sistem persamaan linear dalam aljabar maks-plus. Penyelesaian dari sistem persamaan 
linear dalam aljabar maks-plus adalah  ݔ ∈ ,ܣ)ܵ ܾ). 

2) Diberikan ܣ = (ܽ௜௝) ∈ തܴ௠×௡  dan ܾ = (ܾଵ, … ,ܾ݉) ∈ തܴ௠ , sistem ܣ⊗ ݔ ≤ ܾ  adalah 
sistem pertidaksamaan linear dalam aljabar maks-plus. Penyelesaian dari sistem 
pertidaksamaan  linear dalam aljabar maks-plus adalah ݔ ≤ ⊗∗ܣ ′ܾ. 

3) a) Di dalam sistem linear khususnya sistem persamaan linear, jika matriks ܣ adalah 
matriks reguler kuat maka sistem persamaan linear tersebut kemungkinan mempunyai 
penyelesaian tunggal. 
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b) Untuk suatu sistem persamaan linear yang mempunyai penyelesaian tunggal, 
himpunan bayangan dari matriks ܣ adalah himpunan bayangan sederhana. 
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