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Abstrak 

Konsep dasar pada suatu ruang linear metrik dibangun berdasarkan kombinasi dari konsep – konsep 
pada suatu ruang linear dan suatu ruang metrik. Sistem persekitaran dari suatu vektor dapat ditentukan 
melalui sistem persekitaran dari vektor nol, yaitu dengan menggunakan translasi.  

Dalam penulisan ini diperoleh beberapa sifat dari ruang metrik masih berlaku dalam ruang linear 
metrik. Beberapa struktur ruang dalam ruang linear metrik diperoleh selanjutnya. Antara lain ruang 
bagian dari ruang linear metrik, ruang kuosen dari ruang linear metrik dan ruang produk dari ruang – 
ruang linear metrik. 
Kata Kunci: ruang linear, ruang metrik, ruang bagian, ruang kuosen, ruang produk. 
 
I. Pendahuluan 

Pada bagian ini akan dijelaskan tentang  latar belakang, perumusan masalah, tujuan 
dan manfaat dalam penulisan ini. 
1.1. Latar Belakang dan Permasalahan 

Banyak penelitian dalam matematika khususnya analisis yang dilatarbelakangi 
pemahaman konsep topologi dan aljabar linear. Definisi tentang ruang linear metrik 
telah diberikan oleh Frech t sejak tahun 1926. Hal tersebut diperoleh dari buku 
karangan Rolewicz (1972). Bahkan fakta-fakta dasar dalam ruang linear metrik juga 
telah dibuktikan oleh Banach dan kolega-koleganya sejak sebelum tahun 1940. 
Beberapa paper telah dipublikasikan sehubungan dengan ruang linear metrik, namun 
belum ada yang menyajikan pembahasan tentang Aksioma Separasi, ruang produk, serta 
fungsi linear kontinu  pada ruang linear metrik. 

Berdasarkan fakta – fakta tersebut penulis ingin mengungkap beberapa pokok 
permasalahan dalam ruang linear metrik yaitu: 
(a) Aksioma Separasi seperti apa yang berlaku pada ruang linear metrik. 
(b) Bagaimana mendefinisikan ruang bagian dari suatu ruang linear metrik serta sifat – 

sifat dasar apa sajakah yang melekat pada ruang bagian dari ruang linear metrik. 
(c) Bagaimana mendefinisikan ruang kuosen pada suatu ruang linear metrik serta  sifat 

– sifat dasar apa sajakah yang melekat pada ruang kuosen dari ruang linear metrik. 
(d) Bagaimana mendefinisikan ruang produk dari ruang - ruang linear metrik serta  

sifat – sifat dasar apa sajakah yang melekat pada ruang produk tersebut. 
1.2. Tujuan dan Manfaat 

Tujuan yang ingin dicapai dari penulisan ini adalah menunjukkan bahwa Aksioma 
Separasi pada ruang metrik masih berlaku pada ruang linear metrik. Selanjutnya mampu 
mendefinisikan ruang bagian dalam ruang linear metrik. Kemudian mampu 
mendefinisikan ruang kuosen dalam ruang linear metrik. Lebih lanjut, mampu 
mendefinisikan ruang produk dari ruang - ruang linear metrik.  
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Manfaat yang diperoleh dari hasil penulisan ini adalah memberikan perluasan dan 
pendalaman wawasan mengenai ruang linear metrik. Khususnya tentang pengetahuan 
yang meliputi sifat – sifat ruang metrik apa yang masih berlaku pada ruang linear metrik 
serta ruang – ruang yang terdefinisikan di dalam ruang linear metrik, yaitu ruang 
bagian, ruang kuosen dan ruang produk.  

 
II. Landasan Teori 

Dalam pembahasan bab ini akan diberikan beberapa pengertian dan sifat-sifat dari 
ruang linear dan ruang metrik untuk digunakan pada pembahasan selanjutnya.  
2.1. Ruang Vektor 

Diketahui  group komutatif dan  lapangan dengan elemen identitas 1. 
 disebut ruang vektor (vector space) atas lapangan  jika ada operasi linear  antara 

keduanya sehingga untuk setiap  dan  menentukan dengan tunggal 
 yang memenuhi sifat-sifat: (i) ; (ii) 

; (iii) ; dan (iv)  untuk setiap 
 dan . 

Diketahui  ruang vektor atas lapangan  dan . Jika himpunan  
terhadap operasi-operasi yang sama dengan operasi-operasi di dalam  juga merupakan 
ruang vektor atas lapangan , maka  disebut ruang vektor bagian (vector 
subspace) dari .  

Diberikan  ruang bagian dari ruang vektor . Karena  membentuk group 
komutatif pada  dapat dibicarakan mengenai koset – koset dari  pada . 

Namakan  = himpunan semua koset – koset  untuk setiap . 

Selanjutnya  merupakan ruang vektor atas lapangan  terhadap operasi – operasi 
yang didefinisikan di bawah ini: Untuk setiap  dan skalar  berlaku: (i) 

; (ii) . 
2.2. Ruang Metrik 

Diberikan sebarang himpunan tak kosong X (i) Fungsi  yang 
memenuhi sifat-sifat: (M1)   untuk setiap   dan  jika dan 
hanya jika ; (M2)  untuk setiap ; (M3) 

 untuk setiap , disebut metrik (metric) atau jarak 
(distance) pada X. (ii) Himpunan X dilengkapi dengan suatu metrik , ditulis dengan 

 disebut ruang metrik (metric space). (iii) Anggota ruang metrik  disebut 
titik (point) dan untuk setiap  bilangan nonnegatif disebut jarak 
(distance) titik x ke titik y. 

Diberikan ruang metrik . Untuk sebarang titik  dan konstanta , 
himpunan  disebut persekitaran (neighborhood) titik  
dengan jari-jari . Setiap persekitaran di dalam suatu ruang metrik merupakan 
himpunan terbuka. 

Diberikan ruang metrik . Diketahui  yaitu koleksi himpunan bagian 
dalam X yang merupakan himpunan terbuka yang memenuhi sifat-sifat (i) ; (ii) 

; dan (iii) untuk sebarang  berlaku 
A

A
sÎ

U  disebut 

topologi (topology) pada himpunan X dan anggota dari suatu topologi adalah himpunan 
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terbuka. Pasangan  disebut ruang topologis (topological space). Keluarga bagian 
 dikatakan basis (base) untuk  jika untuk setiap himpunan terbuka dalam  

dapat dinyatakan sebagai gabungan dari anggota – anggota  .   
Diberikan X ruang topologis. Aksioma Separasi berikut ini dikenal juga sebagai 

Aksioma Separasi Alexandroff dan Hopf: 
: Untuk setiap  dengan , akan terdapat himpunan terbuka  

sehingga  , ada  sehingga  atau  dan . 
: Untuk setiap  dengan , akan terdapat himpunan terbuka 

 sehingga ,  dan . 
: Untuk setiap  dan himpunan tertutup  dengan  akan terdapat 

himpunan terbuka  sehingga ,   dan  . 
: Untuk setiap dua himpunan tertutup  dengan  akan 

terdapat dua himpunan terbuka  sehingga ,  dan   . 
Ruang topologis yang memenuhi  disebut ruang  untuk . 
 

III. Ruang Linear Metrik 
      Dalam bab ini akan dibahas tentang teori-teori umum dan sifat-sifat dasar ruang 
linear metrik.  
3.1. Pengertian Dasar dan Contoh 

Diberikan X ruang linear atas lapangan  dengan   atau . Ruang X 
disebut ruang linear metric (metric linear space) jika ada metrik d sehingga operasi 
penjumlahan dan operasi perkalian dengan skalar terhadap metrik tersebut kontinu. 
Dengan kata lain jika ada metrik d pada ruang linear X sehingga memenuhi: (i) 
Pemetaan  yaitu , kontinu: yaitu untuk setiap , 
bilangan  dan persekitaran  terdapat persekitaran  
sehingga ; (ii) Pemetaan  yaitu , kontinu: yaitu 
untuk setiap , skalar , bilangan , dan persekitaran  
terdapat bilangan  sehingga  untuk setiap  dan 

 sehingga maka X disebut ruang linear metrik (metric 
linear space). 
 
Teorema 3.1.1 Setiap ruang linear metrik merupakan ruang  atau ruang Hausdorff. 
Bukti: Diambil sebarang  dengan . Karena X merupakan ruang linear 
metrik maka untuk setiap bilangan  dan  terdapat himpunan 
terbuka  sehingga  

 

Diambil  , .  
Akan ditunjukkan . Diandaikan ada , berarti  dan . 

Diperoleh  dan  sehingga 
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Karena berlaku untuk sebarang bilangan  dapat disimpulkan bahwa . 
Diperoleh kontradiksi karena . Sehingga diperoleh . Selanjutnya X 
merupakan ruang  atau ruang Hausdorff.  
Contoh 3.1.2: Diberikan , X merupakan ruang linear metrik terhadap metrik 
biasa . Diberikan , X merupakan ruang linear metrik terhadap 
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untuk setiap . Diberikan 

 =  dengan , X merupakan ruang linear 
metrik terhadap dengan . 
Diberikan  = koleksi fungsi linear kontinu bernilai real (kompleks) yang 
terdefinisi pada  . X merupakan ruang linear metrik terhadap metrik 

.  
Sifat – sifat ruang linear metrik selanjutnya adalah sifat lengkap dan kompak.  

Teorema 3.1.3: Ruang linear metrik X dengan metrik d dikatakan lengkap (complete) 
jika  merupakan ruang metrik lengkap.  
Teorema 3.1.4: Ruang linear metrik X dengan metrik d dikatakan kompak (compact) 
jika  merupakan ruang metrik kompak. 

Berikut diberikan sifat homeorfisma pada ruang linear metrik. 
Teorema 3.1.5: Diberikan ruang linear metrik X  dengan metrik d. Translasi dan 
pemetaan dengan skalar:  merupakan homeomorfisma. 
 
3.2. Sistem Persekitaran Identitas 

Telah diperoleh bahwa translasi merupakan homeomorfisma pada ruang linear 
metrik maka diperoleh bahwa jika diketahui suatu sistem persekitaran fundamental dari 
elemen identitas dalam ruang linear metrik akan dapat ditemukan sistem persekitaran 
fundamental di sebarang titik yang lain dengan translasi. Diberikan ruang linear metrik 
X. Himpunan bagian  dikatakan simetrik (symmetric) jika .  
Teorema 3.2.1: Pada setiap ruang linear metrik terdapat  sistem persekitaran  
fundamental yang simetrik.  
Bukti: Namakan  sistem persekitaran  fundamental. Karena , maka untuk 
setiap ,  merupakan persekitaran . Diperoleh:  

 
Selain itu  

 
Dengan kata lain diperoleh U merupakan persekitaran  yang simetrik. Akibatnya 
untuk setiap V memuat U. Karena U merupakan persekitaran  maka U memuat V. 
Atau diperoleh . Jadi terbukti  merupakan persekitaran  fundamental 
yang simetrik.  

Berdasarkan hasil pembuktian Teorema 3.2.1 diperoleh Akibat – Akibat di bawah 
ini. 
 
Akibat 3.2.2. Setiap ruang linear metrik X merupakan ruang  . 
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Akibat 3.2.3. Untuk setiap U persekitaran  pada ruang linear metrik X terdapat V 
persekitaran  sehingga . Dengan kata lain setiap ruang linear metrik 
merupakan ruang reguler atau ruang T3. 
Akibat 3.2.4. Setiap ruang linear metrik X merupakan ruang  atau ruang normal. 
3.3. Aksioma Separasi pada Ruang Linear Metrik 

Pada bagian ini diperoleh bahwa Aksioma Separasi pada ruang metrik masih 
berlaku pada ruang linear metrik . 
Teorema 3.3.1: Pada setiap ruang linear metrik berlaku ekuivalensi antara ruang T1, 
T2, T3 dan T4.  
 
IV. Struktur Ruang dalam Ruang Linear Metrik 

Penjelasan tentang konsep dasar ruang bagian dari suatu ruang linear metrik, ruang 
kuosen dari ruang – ruang linear metrik serta ruang produk dari ruang – ruang linear 
metrik diberikan dalam bagian ini. 
4.1. Ruang Bagian 

Jika  ruang metrik dan  dengan  maka  juga merupakan 
ruang metrik. Selain itu diperoleh bahwa fungsi restriksi pada domain A dari suatu 
fungsi kontinu merupakan fungsi kontinu, maka  dan   
kontinu terhadap metrik d. Dengan kata lain ruang bagian A merupakan ruang linear 
metrik bagian. Selanjutnya biasa disebut ruang bagian (subspace) dari X.  
Teorema 4.1.1: Jika H merupakan ruang bagian dari ruang linear metrik X maka  
juga merupakan ruang bagian. 
Bukti: Diketahui H merupakan ruang bagian dari X, maka  untuk 
sebarang skalar . Karena pemetaan  dan  kontinu maka 

. Dengan kata lain terbukti  ruang bagian.  
4.2. Ruang Kuosen 

Diberikan X ruang linear metrik dan H ruang bagian dari X. Untuk setiap  

namakan  merupakan koleksi dari semua koset . Diberikan  pemetaan 

kanonik dari X ke  dengan  untuk setiap .  Menggunakan  

didefinisikan metrik pada  sebagai berikut: Untuk setiap  
 dengan  dan , untuk 

setiap  . Metrik ini disebut metrik kuosen (quotient metric) dan  dengan 
metrik kuosen disebut ruang kuosen (quotient space).  
Teorema 4.2.1: Diberikan X ruang linear metrik dan H ruang bagian dari X. Ruang 

kuosen  dengan metrik kuosen merupakan ruang linear metrik. 

Bukti: Mudah ditunjukkan bahwa untuk setiap   
 

dengan  dan , untuk setiap   merupakan metrik. 

Akan ditunjukkan  merupakan ruang linear metrik. Diambil sebarang bilangan 

 dan   dengan  dengan  dan , untuk 
setiap  . Karena  kontinu maka  terbuka dengan  

. Menurut yang diketahui, terdapat himpunan terbuka  dengan 
 dan  sehingga  
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Dengan menggunakan kekontinuan  diperoleh 

 
Karena  pemetaan terbuka maka  merupakan himpunan – himpunan 
terbuka karena  himpunan – himpunan terbuka. Dengan kata lain diperoleh 
operasi penjumlahan pada ruang kuosen kontinu. 

Diambil sebarang bilangan , skalar  dan  dengan  
dengan  untuk setiap  . Karena  kontinu maka  terbuka 
dengan  . Menurut yang diketahui, terdapat bilangan  dan himpunan 
terbuka  dengan  dan  sehingga  

 
Dengan menggunakan kekontinuan  diperoleh 

 
Karena  pemetaan terbuka maka  merupakan  himpunan terbuka karena 

 himpunan terbuka. Dengan kata lain diperoleh operasi perkalian dengan skalar 
pada ruang kuosen kontinu.  
 
4.3. Ruang Produk 

Diberikan  keluarga sebarang himpunan. n
n

X X
Î

= Õ
¥

merupakan 

himpunan semua fungsi  dengan  untuk setiap . X disebut 
produk langsung (direct product)  atau produk Cartesian (Cartesian product)  atau 
produk (product) dari . Setiap  disebut proyeksi (projection) dari  pada . 
Pemetaan  dari  ke  disebut pemetaan proyeksi ke-n (n-th projection 
mapping).  
Teorema 4.3.1: Diberikan  keluarga ruang linear metrik terhitung sebanyak 
tak berhingga (countably infinite). Jika pada setiap  dipilih metrik  dengan 

 merupakan diameter  terhadap metrik  dengan  untuk suatu 
bilangan  untuk setiap  maka untuk setiap 

, (a) 

; (b) ; (c) 
 merupakan metrik – metrik  untuk 

 dengan  dan . 
Selanjutnya  merupakan ruang linear metrik 
terhadap metrik d. 
 
V. Simpulan dan Saran 

Pada bagian ini akan diberikan rangkuman dari hasil penulisan serta saran – saran 
untuk penulisan selanjutnya. 
a. Simpulan 

Hasil – hasil yang ingin disampaikan yang diperoleh dari penulisan ini adalah 
sebagai berikut: Ruang linear X disebut ruang linear metrik jika ada metrik d sehingga 
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operasi penjumlahan dan operasi perkalian dengan skalar terhadap metrik tersebut 
kontinu. Pada ruang linear metrik sistem persekitaran  merupakan sistem persekitaran 
fundamental. Dari sifat yang dimiliki persekitaran  diperoleh bahwa Teorema 
Separasi yang berlaku pada ruang linear metrik adalah ekuivalensi antara , ,  , 
dan .  

Jika X ruang linear metrik dengan metrik d maka fungsi penjumlahan dan perkalian 
dengan skalar kontinu terhadap metrik d sehingga untuk setiap ruang bagian  
fungsi restriksi dari fungsi penjumlahan dan perkalian dengan skalar yang kontinu juga 
merupakan fungsi yang kontinu terhadap metrik d pada domain A, maka A merupakan 
ruang linear metrik bagian (atau ruang bagian saja). Diberikan X ruang linear metrik 
dengan metrik d dan H ruang bagian dari X. Dengan menggunakan pemetaan kanonik 

 dapat didefinisikan metrik kuosen pada  yaitu: Untuk setiap , 
 dengan  dan , untuk 

setiap  . Ruang  terbukti ruang linear metrik kuosen (atau ruang kuosen 
saja). Jika  keluarga  ruang linear metrik  terhadap metrik  dengan  

 merupakan diameter  terhadap  dapat didefinisikan beberapa metrik produk 
pada n

n

X
Î
Õ

¥

yaitu: Untuk setiap , 

; ; 
 merupakan metrik untuk 

 dengan  dan  
sehingga n

n

X
Î
Õ

¥

merupakan ruang produk linear metrik (atau ruang produk saja).  

b. Saran 
Dalam penulisan ini baru dikemukan tentang sebuah temuan baru dalam 

matematika analisis yaitu struktur ruang dalam ruang linear metrik. Belum dibahas 
tentang sifat – sifat utama dari ruang – ruang tersebut. Oleh karena itu perlu adanya 
kajian mendalam lebih lanjut tentang sifat – sifat tersebut. Selanjutnya dapat ditemukan 
fungsi linear kontinu antara ruang – ruang linear metrik untuk kemudian didefinisikan 
topologi dalam ruang fungsi linear kontinu antara ruang – ruang linear metrik tersebut. 
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