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Abstrak

Diberikan G dengan himpunan berhingga vertex V(G) dan himpunan edge E(G).
Jarak dari vertex u ke vertex v di G, dinotasikan d(u,v), adalah panjang dari path
terpendek dari vertex u ke v. Eksentrisitas vertex u dalam graf G adalah jarak
maksimum dari vertex u ke sebarang vertex yang lain di G, dinotasikan e(u). Vertex v
disebut vertex eksentrik dari u jika d(u,v) =e(u). Sedangkan untuk menentukan jarak
dari vertex u ke sembarang vertex v dalam graf G digunakan algoritma Breadth First
Search (BFS) Moore yang diambil dari Chartrand dan Oellermann [3]. Digraf
eksentrik ED(G) dari suatu graf G adalah suatu graf yang mempunyai himpunan
vertex yang sama dengan himpunan vertex G, dan terdapat suatu arc (edge berarah)
yang menghubungkan vertex u ke v jika v adalah suatu vertex eksentrik dari u. Boland
dan Miller [1] memperkenalkan digraf eksentrik dari suatu digraf. Mereka memberi
saran untuk menemukan digraf ekesentrik dari bermacam kelas graf. Di sini diselidiki
digraf eksentrik dari salah satu kelas graf yaitu graf gear.

Kata kunci: eksentrisitas, digraf eksentrik, graf gear.

PENDAHULUAN

Pengertian dan notasi yang berkaitan dalam makalah ini diambil dari Chartrand dan
Lesniak [2] serta Harris et al. [7]. Diketahui graf G dengan himpunan vertex V(G) dan
himpunan edge E(G). Jarak dua vertex u dan v dalam G, dinotasikan dengan d(u,v),
merupakan panjang path terpendek dari vertex u ke vertex v. Jika tidak ada path yang
menghubungkan kedua vertex, d(u,v) = o. Eksentrisitas dari vertex u dalam graf G
didefinisikan sebagai jarak maksimum dari vertex u ke sembarang vertex lainnya dalam
G. eksentrisitas vertex u dinotasikan sebagai e(u) = max{d(u, v)l v eV(G)}. Sedangkan
vertex v merupakan vertex eksentrik dari vertex u jika d(u,v) =e(u). Digraf eksentik dari
graf G yaitu ED(G) adalah graf yang mempunyai himpunan vertex yang sama dengan G,
V(ED(G)) = V(G) dan terdapat arc (edge berarah) yang menghubungkan setiap vertex
dalam G ke vertex eksentriknya. Suatu arc dalam digraf D dikatakan arc simetri jika arc
tersebut menghubungkan vertex u dan v, demikian juga sebaliknya.

Dalam perkembangan di bidang Matematika, eksentrisitas suatu graf telah banyak
diteliti diantaranya dapat dilihat pada barisan eksentrik dan cycle dalam graf [8],
karakterisasi dari digraf eksentrik [6] dan diameter determinasi pada keluarga graf
tertentu [4]. Sedangkan penyelidikan digraf eksentrik dari graf ladder telah
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dipublikasikan oleh Kusmayadi dan Rivai [9] serta eksentrik digraf dari graf lintang oleh
Kusmayadi dan Fathmawatie [10]. Telah dipublikasikan juga eksentrisitas dari graf
buku oleh Kuntari et al. [11 ]. Dalam makalah ini diselidiki digraf eksentrik pada klas
graf yang lain yaitu graf gear.

PEMBAHASAN
Graf wheel berorder n dengan n > 3, menurut Gallian [5] adalah suatu graf yang terdiri
dari cycle berorder n-1 dan setiap vertex dalam cycle dihubungkan dengan satu vertex di
luar cycle. Sedangkan graf gear berorder n, n > 3 adalah graf wheel berorder n
ditambahkan satu vertex pada setiap edge cycle. Diperlukan tiga langkah dalam
menentukan digraf eksentrik dari graf tersebut. Langkah pertama adalah menentukan
jarak dari vertex u ke vertex v dalam graf G yang merupakan panjang lintasan terpendek
dari vertex u ke vertex v. Tetapi, jika tidak ada lintasan yang menghubungkan kedua
vertex tersebut, d(u,v) = oo. Selanjutnya untuk menentukan jarak dari vertex u ke
sembarang vertex v dalam graf G digunakan algoritma Breadth First Search (BFS) Moore
yang diambil dari Chartrand and Oellermann [3] yaitu
1. diambil salah satu vertex dalam graf G, misal u dan dilabeli 0 yang menyatakan
jarak u ke dirinya sendiri, sedangkan semua vertex u dilabeli o,
2. semua vertex berlabel o yang adjacent dengan u dilabeli 1,
3. semua vertex berlabel «o yang adjacent dengan vertex berlabel 1 dilabeli 2, dan
seterusnya sampai vertex yang dimaksud misal v berjarak hingga. Label setiap
vertex menyatakan jarak dari vertex u.
Langkah kedua menentukan vertex eksentrik dari vertex u, dinotasikan dengan e(u), yaitu
vertex dalam graf G yang memiliki jarak maksimum dari u. Vertex v adalanh suatu vertex
eksentrik dari u jika d(u,v) =e(u). Langkah ketiga, menghubungkan vertex u dangan
vertex eksentriknya dengan suatu arc d diperoleh digraph eksentrik dari graf yang
diberikan.
Diberikan graf gear G, n > 3 dengan himpunan vertex V(G,)={v, us, Uy, ..., tn, W1, Wo,
..., wn} dan himpunan edge E(Gn)={Vui, UiWi, Wili+1(mod n) li=1,2, ..., n}. Digraf eksentrik
dari graf gear disajikan dalam Teorema 1.

Teorema 1. Diberikan graf gear G, n > 3. Digraf eksentrik dari graf gear adalah Sz 3P,
untuk n=3 dan C(2, 3, ..., n-2) unS,,US, untuk n>3 dengan S, graf bintang, P, graf
lintasan masing-masing berorder n dan C( k, k+1, ..., n-1) graf circulant.

Bukti. Menggunakan algoritma BFS Moore diperoleh eksentrisitas dari v adalah 2 dengan
vertex eksentriknya w;, i=1, 2, ..., n. Eksentrisitas dari u;, i=1, 2, ..., n adalah 3 dengan
vertex eksentriknya Wi+i(mod ny Untuk n=3 dan Wi+imod n, Wi+2(mod n)» - --» Wi+n-2(mod ny UNtuk
n>3. Sedangkan eksentrisitas dari w; adalah 4 dengan vertex eksentriknya Wi:zmod n),
Wis3(mod n)s ---» Witn-2(mod ), 1=1, 2, ..., n. Terbentuk arc dengan menghubungkan antara
vertex dan vertex eksentriknya. Arc yang simetrik adalah WiWi+amod n), WiWisamod nys - - -»
WiWisn-2(mod n), 1=1, 2, ..., N, dan arc yang lain tidak simetrik. Berdasarkan arc yang telah
diperoleh dapat dibentuk digraf eksentrik dari graf gear adalah S3u3P, untuk n=3 dan
untuk n>3 adalah C(2, 3, ..., n-2) unS,.,US,. O
Gambar 1 merupakan contoh graf gear Gs (a) dan digraf eksentriknya (b).

Selanjutnya disajikan teorema sebagai perluasan dari graf gear yang disebut
sebagai graf 2-gear, yaitu dua graf gear yang salah satu vertex pada cycle dari kedua graf
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saling berhimpit. Graf 2-gear berorder n disimbulkan dengan 2-G,, yang mempunyai
himpunan vertex V(2-Gp)={ v, ty, tp, U1, Uy, ..., tn.1, W1, Wo, ... Wn1, X1, X2, ..o, Xny Y1, V2. ...,
yn} dan himpunan edge E(2-G,)={ vti, Vta, UiXi, Xi+1Ui, X1V, VXn, YiWi, WiYi+1, YnV, VY1 \ i=1, 2,
..., N}. Teorema 2 menyajikan eksentrisitas dari graf ini.

a. Graf gear Gs

b. Digraf eksentrik dari Gs
Gambar 1. Graf gear Gs dan digraf eksentriknya

Teorema 2. Diberikan graf 2-G,,, n>3. Digraf eksentrik dari graf 2-G, adalah
Ks,1UP3UK1 s untuk n=3 dan Kn.+2,02Kn2,02Kn2n+2S2n-2) untuk n>3.

Bukti. Menggunakan algoritma BFS Moore diperoleh eksentrisitas dari v adalah 3 dengan
vertex eksentriknya adalah xy, X3, ..., xn-1, Y2, Y3, ..., ¥n-1. EKSeENtrisitas dari t; dan t, adalah
4, eksentrisitas dari u; dan w; adalah 5. Vertex eksentrik dari t;, ui, xj adalah y,, ys, ..., yn1
sedangkan vertex eksentrik dari tp, w;, yj adalah Xz, X3, ..., xn.1 dengan i=1, 2, ..., n-1 dan
=1, 2, ..., n. Terbentuk arc dengan menghubungkan antara vertex dan vertex
eksentriknya. Arc yang simetrik adalah xiy;, i =2, 3, ..., n-1, dan arc yang lain tidak
simetrik. Dengan memperhatikan arc yang terbentuk diperoleh digraf eksentrik dari graf
2-Gp adalah Ks 1 UP3UK; 5 untuk n=3 dan K2 n-20Kn.2n-20Kn2,0+20S2(n-2) untuk n>3. [
Gambar 2 merupakan graf 2-G; (a) dan digraf eksentriknya (b).
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a. Graf 2-G3 b. Digraf eksentrik dari 2-G3
Gambar 2. Graf 2-G3 dan digraf eksentriknya

PENUTUP
Berkaitan dengan graf gear dapat dibentuk lebih umum menjadi graf n-gear dan
menggunakan algoritma BFS Moore dapat disajikan digraf eksentrik dari graf tersebut.
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