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Abstrak

Opsi dapat digunakan untuk memperoleh keuntungan dan membatasi jumlah kerugian akibat
perubahan harga saham yang acak. Opsi tipe Amerika merupakan opsi yang paling banyak
diperdagangkan di bursa opsi. Agar investor dapat membuat keputusan yang tepat di real market, harga
dan batas eksekusi opsi tipe Amerika perlu ditentukan secara teoritis. Kerangka pemodelan Black-
Scholes dapat digunakan untuk memodelkan opsi tipe Amerika dengan pembagian dividen. Solusi analitik
model ini belum ditemukan karena memuat batas eksekusi. Finite Elements Method (FEM) merupakan
salah satu metode numerik yang dapat digunakan menyelesaikan model Black-Scholes opsi tipe Amerika.
Diperoleh algoritma penentuan harga dan batas eksekusi opsi untuk opsi beli dan opsi jual tipe Amerika.

Kata kunci : Opsi tipe Amerika, dividen, Black-Scholes, FEM.

1. PENDAHULUAN

Investor memiliki kesempatan untuk mendapatkan keuntungan pada setiap situasi pasar apabila
tepat memilih strategi berinvestasi pada kontrak opsi. Kunci untuk memperoleh keuntungan dari opsi
tipe Amerika adalah ketepatan penentuan harga dan batas eksekusi opsi. Model Black-Scholes
merupakan model yang telah digunakan secara luas sebagai pendekatan untuk menyelesaikan masalah
tersebut. Model Black-Scholes untuk opsi tipe Amerika dengan pembagian dividen berupa persamaan
diferensial parsial orde dua non-linier non-homogen yang disertai nilai awal, syarat batas dan free
boundary. Akibat adanya free boundary, belum ditemukan solusi analitik dari model tersebut.

Berbagai macam metode numerik sudah lazim digunakan untuk menyelesaikan persamaan
diferensial parsial, salah satunya adalah FEM (Finite Elements Method). FEM memiliki beberapa
kelebihan jika dibandingkan dengan metode numerik lain, seperti FDM. Diantara kelebihan FEM adalah
mudah diaplikasikan pada setiap jenis syarat batas. Selain itu, FEM dapat diaplikasikan pada
permasalahan dengan domain irregular. Pada karya ilmiah ini, model Black-Scholes untuk opsi tipe
Amerika dengan pembagian dividen akan diselesaikan menggunakan FEM.

Pada awal pembahasan, akan dibahas mengenai model Black-Scholes untuk opsi tipe Amerika
dengan pembagian dividen, dilanjutkan dengan pembentukan weak formuation dari model yang telah
diperoleh. Pembahasan diakhiri dengan penyelesaian model menggunakan FEM.

2. PEMBAHASAN
Misalkan t menyatakan waktu, S harga saham, E harga eksekusi opsi, C harga opsi beli, P

harga opsi jual, SC batas eksekusi opsi beli, S, batas eksekusi opsi jual, I' tingkat suku bunga bebas

resiko, T tanggal kadaluwarsa dan ( proporsi pembagian dividen. Harga opsi beli dan opsi jual
memenuhi persamaan berikut,

|
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dengan H adalah fungsi Heaviside yang didefinisikan sebagai

0, untuk x <0

. (1.3)
1, untuk x>0

H(x) = {
Persamaan (1.1) dan (1.2) berturut-turut disebut sebagai Persamaan Jamshidian opsi beli dan opsi jual
tipe Amerika (Kang et al, 2008:272).

Persamaan (1.1) dan (1.2) memuat batas eksekusi opsi jual dan opsi beli. Belum ada formula
eksplisit dari batas eksekusi, sehingga batas eksekusi sering disebut sebagai syarat batas bebas.
Meskipun demikian, ada sifat-sifat batas eksekusi yang telah diketahui dan dapat dimanfaatkan untuk
mencari pendekatan numerik dari nilai batas eksekusi. Batas eksekusi opsi beli dan opsi jual dapat
didefinisikan sebagai berikut

S, (t) =inf{S|C(S,t)=S—E}, (L4)
S, (t) =inf{S| P(S,t) =E—S}. (L5)
Sifat-sifat dari batas eksekusi adalah sebagai berikut,

AE
S =E<S (t)<S] =—
(M=E<S,0<8 ==

0<S,(t)<S.(T)=E,

dengan

2 2
(02+q—r)+\/(r—q—02)2+202r
- :
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A= (1.6)

Didefinisikan S, sebagai batas atas dari harga saham yang memenuhi S <S__ . Akibatnya,

Persamaan (1.1) dan (1.2) terdefinisi pada daerah D, D = {(S,t) |[0<t<T;0<S< Smax} .

Selain batas eksekusi, nilai awal dan syarat batas yang harus dipenuhi Persamaan (1.1) adalah
sebagai berikut.

1. Pada saat tanggal kadaluwarsa, harga opsi memenuhi
C(S,T)=max(S—-E,0), 0<S<S__ (L.7)

2. Pada saat harga saham sama dengan nol, maka harga opsi beli mencapai titik terendah yakni nol.
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C(0,t)=0, 0<t<T (1.8)
3. Pada saat harga saham mencapai harga maksimal, maka harga opsi beli mencapai titik tertinggi
yakni,
C(Spert)=S,x —E, 0<t<T (1.9)

Nilai awal dan syarat batas yang harus dipenuhi Persamaan (1.2) adalah

1. Pada saat tanggal kadaluwarsa harga opsi beli memenuhi

P(S,T)=max(E-S,0), 0<S<S, (1.10)

2. Pada saat harga saham sama dengan nol, harga opsi jual mencapai titik maksimal yakni sebesar
harga eksekusi E .

PO, t)=E, 0<t<T (1.12)
3. Pada saat harga saham mencapai harga maksimal, maka harga opsi beli sama dengan nol.

t)=0, 0<t<T (1.12)

( max !

Diperoleh model Black-Scholes opsi beli dan opsi jual tipe Amerika yang direpresentasikan dalam
Sistem (1.13) dan (1.14)

C 1, 0C
S c2
o277 s

— +(r— Q)—S—rC——(qs—rE)H(S S:(1)
C(S,T)=max(S—E,0), 0<S<S,_,

S, (t) =inf{S |C(S,t) =S — E}

S.(T)=E

C(0,t)=0, 0<t<T

t)=S, —E 0<t<T

( max !

untuk (S,t)eD. (1.13)
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P losl?

oP
—q)=—S—rP=—(qS—rE)"H(S.(t)-S
P asz+(r q)as r (@S —rE)"H(S(t)-S)

S, (t) =sup{S| P(S,t) =E—S}
P(S,T)=max(E—S,0), 0<S<S_,
S,(T)=E

POt)=E, 0<t<T

P(S...,1)=0, 0<t<T

max !

untuk (S.t)e D . (1.14)

Finite Element Methods (FEM) adalah suatu teknik untuk mencari solusi hampiran dari
masalah nilai awal dan syarat batas. Pada metode ini, langkah awal penentuan solusi adalah merubah
masalah nilai awal dan syarat batas ke bentuk weak formulation, kemudian dilanjutkan dengan
membagi domain solusi menjadi sejumlah berhingga subdomain. Langkah diakhiri dengan mencari
solusi hampiran pada setiap subdomain yang diasumsikan sebagai anggota ruang fungsi tertentu.

Misalkan (0,S,, ) <[ dan V =H;(0,S,,,) adalah ruang Hibert. Diasumsikan solusi

Sistem (3.44) merupakan elemen dari ruang V . Agar memenuhi syarat batas Dirichlet homogeny
pada V , dilakukan transformasi pada harga opsi beli C(S,1) sebagai berikut,

U(S,t)=y(S)-C(S,1) (L.15)
dimana
y(S) :S'“Sax—_ES . (1.16)

Akibatnya, Sistem (1.13) menjadi
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2,
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ot 2 0S

+(r—q)%s—rU=F(s,sc(t))
S, (t) =inf{S [U(S,t) =U(S,T)}
U(S,T)=y(s)-max(S—E,0), 0<S<S_,
S.(T)=E

U(0,t)=0, 0<t<T

U(s,..,t)=0

max !

untuk (S,t)eD . (3.66)

Didefinisikan operator diferensial

1 0° 0
L==0S’—"—+(r—q)—~—rl . 1.17
275 s T4 17

Akibatnya diperoleh persamaan

%+LU =F(S,S.(1)). (1.18)

Diberikan operasi hasil kali <~, > dalam dalam ruang L, (O, SM ) yang didefinisikan dengan

(UV) =(U(S).V(S))ys ;= [, U(S)V(S)dS

Mengalikan Persamaan (1.18) dengan fungsi tes V €V , diperoleh
<%J,V>+<£U,V>:<F,V> . (119

Hasil operasi <£U ,V> dijabarkan sebagai berikut,

2
<£U,v>:—%<S2—2,S%>+(r—q—az)<sg—g,v>—r<u,v>. (1.20)

Permasalahan pada Persamaan (1.18) menjadi mencari U €V yang memenuhi Persamaan (1.29)
untuk Vv eV .
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Diberikan N, M €[] , domain t akan dibagi menjadi N subdomain sedangkan domain S
akan dibagi menjadi M subdomain. Misalkan ukuran tiap interval subdomain t adalah K dan ukuran

tiap interval subdomain S adalah h, akibatnya diperoleh k =-%\| dan h= Sinax \ - Dipilih Vv,

sebagai subruang V yang terdiri dari polinominal-polinominal berderajat satu, kontinu sepotong-
sepotong dan jumlahnya berhingga. Subruang V| terdiri dari semua fungsi v yang memenuhi

Vis. o7 € PH([Si0, S, V(0) = (S,,) =0, veCIS,,, 5]

Pembagian ruang V menjadi subruang Vh mengakibatkan permasalahan pada Persamaan

(1.19) berubah menjadi mencari U, th sedemikian sehingga
ou
<E“,vh>+(£uh,vh>:(F,vh>, (1.21)

untuk Vv, €V, . Subruang V,, memiliki basis {, (S)}Z{l, sehingga V,, =span{4,,..., 4, .}
Fungsi ¢ adalah fungsi “hat” dimana ¢ (S;) = &; untuk setiap i dan j, dengan O delta kronecker.

Fungsi urf merupakan elemen subruang V, , sehingga urf merupakan kombinasi linier dari

basis V,,, yakni

w(S)= Y /h(S), 122)

Solusi Persamaan (1.21) pada saat t! cukup dengan menentukan nilai aij pada Persamaan (1.22).

Dalam notasi vektor, aij dapat dinyatakan sebagai

. S -
o’ =[a1‘,a2‘,...,a,\1,,_1} : (1.23)

1. Perhitungan pada saat t"

Batas eksekusi numerik S

., diperoleh dari batas eksekusi pada saat T, yakni

S.(T) = E. Agar lebih memudahkan perhitungan, digunakan titik nodal S, sedemikian sehingga

SN =5, (1.24)

c

dimana S, <S.(T)<S,, le {0,1,2,..., M}. Pemilihan ini  didasarkan  pada
|S.(T) =S [<h.

Pada saat T harga U(S,T) dapat dihitung menggunakan Persamaan (1.15), sedangkan
solusi hampiran uhN dicari dengan memililih ur']\I sebagai proyeksi orthogonal dari U (S,T) di

ruang V, . Didefinisikan ut']\l sebagali

0 (8)= a4 (S). (1.25)
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Akibat dari U (S,T) €V, dengan Teorema Proyeksi Orthogonal diperoleh persamaan

<(U(-T) Za ¢) >= (1.26)

2. Perhitungan pada saat t"

Turunan parsial U tehadap t dihampiri menggunakan rumus selisih mundur dua titik

Euler. Hampiran turunan U terhadap t pada saat t" ™ didefinisikan dengan
U (S,t"") U(St")-U(s,t" )
ot k '

(1.27)

Subtitusi hampiran turunan U terhadap t pada Persamaan (1.27) ke Persamaan (1.18) diperoleh

utt =u(S)+kLu (S)—KkF(S,SM)., (1.28)

dengan u,z\'"ladalah solusi hampiran U"“™(S) €V pada subruang V,,. Dipilih fungsi@ €V,

sebagai fungsi tes, dan mengalikannya ke kedua ruas Persamaan (1.28), diperoleh

(U™ g ) =(uy +kLu) —kF(S,8)),4)

=(1—kr)<uh“,¢.>—kiz<88” a¢>+k(r q- a)< i ¢.>

2 0S 0S oS
—K(F(S,8!).4,). (1.29)
Akibat dari
<“?_l'¢%>=h§a,“’l(¢p¢.>, (1.30)
j=1

maka <ur’]“’l, ) > dapat dinyatakan dalam bentuk matriks, yakni

(u'g) = Aa. (1.31)

Matriks A memiliki entri-entri

ol

() =2 (Aot =1 (A=

Bagian ruas kanan Persamaan (1.29) yakni

(1—kr)<u,?,¢g>—k%<saaush a@?>+k(r q- )<s‘38“8h ,¢,>

dapat dinyatakan dalam bentuk matriks, misalkan matriks B = [b ] dengan entri
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m=a—WXQ¢)—“*<s@55§ﬁ>

2 oS ' s
+k(r—q-o?) 38¢J’
g-o g’(/ﬁ. :

Didefinisikan fiN:—k<F(S,SCN),¢I>, untuk 1=12,..,M—1. Ada tiga

kemungkinan harga Si terkait dengan SCN , akibanya nilai fiN menjadi

-k < Fl’ ¢' >[Si71,si+1,] Si < SCN
£ = _k<Fl’¢l>[sifl,si,] _k<F2’¢'>[si,si+1,] Si=5¢ (1.32)
S >S"
-k < F2 ! ¢' >[Si71‘5i+1,] 7
dengan
E-S
F=0S(= ) 139
E-S
F, = qs(s—max) +(gS-rE). (1.34)
Diperoleh
k(q—SqE JhSI, 5, <8
2
k (_Sq—E hS, + rEhj, S >S;

Misalkan f" merupakan vektor kolom sedemikian sehingga

)
LA AN N I (1.36)

Persamaan (1.29) menjadi

ANt =Ba + V. (1.37)

Matriks A merupakan matriks tridiagonal dominan, sehingga Persamaan (1.37) dapat diselesaikan
dengan menggunakan berbagai macam metode eliminasi.

Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika FMIPA UNY
Yogyakarta, 10 November 2012 MT - 224



PROSIDING ISBN : 978-979-16353-8-7

|
Batas ekseskusi pada saat t" ditentukan dengan mendefinisikan parameter relaksasi O
yang dikaitkan dengan K dan h, ¢ didefinisikan sebagai
5:maks(min((k2+k*h),10*‘),10’8). (1.38)

Batas ekseskusi numerik ditentukan sebagai berikut,

SNt = min {si >S! [lur(S,)-U(T,S)|< 5} . (1.39)

1<isM-1

3. Perhitungan padasaat t', j=N—-2,...,1,0

Solusi hampiran U ] (S) dihitung dengan skema yang hampir sama dengan perhitungan pada

tN—l

saat . Perbedaannya terletak pada penggunaan skema tiga titik untuk hampiran turunan U

terhadap t di titik t! (Kang et al, 2008:279). Persamaan (1.18) menjadi

Uy *(8)-uy(S) , 1
2k

(ﬁu“z (S)+Lul(S))=F(S,8/%) (1.40)

dimana uhj+2 dan SCj+l telah diketahui nilainya dari perhitungan sebelumnya. Dari Persamaan (1.40)
diperoleh
(1 -kL)u (S) = (1 —kL)uj?(S) + 2kF (S, S ) . (1.41)

Dipilih fungsi ¢, €V, sebagai fungsi test dan mengalikan ¢i pada kedua ruas Persamaan (1.41)
diperoleh

((1=KL)u), ) =((1 =KL 4 ) +(2KF (S,8)7), 41 ). (1.42)

Subtitusi Persamaan (1.29) ke Persamaan (1.41) diperoleh

(1+|<r)<uhi,¢,>+ki2<sa“h sa¢> k(r—q- a)< s M ¢>

2 \" 65" oS
1 k) Ui ko? Saug+2 Sa¢, " ) Sauhi+2
=AU )= ST S o0 ) Hr-a-0f)(S T

" ko? /. ou)? _og ou/)?
= (L—kr)(u}?,4)- > <s = ,Sg>+k(r—q—o-2)<8 = ,¢,>
~2k(F(S,5/").¢). (1.43)

Ruas Kiri Persamaan (1.43) dapat dinyatakan dalam bentuk matriks, yakni
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i g\ kot fou og\ o o [oou
(L+kr)(ul, )+ 5 <s as’sas> k(r—q a)<3 s ,¢.>

j j ko? [ duy . O¢
=2<uh,¢,>—(1—kr)<uh,¢,>+%<5%,s£>

2\ /o ou)
—k(r-q-o )<S§’¢‘.>

=(2A-B)a’. (1.44)

Sedangkan ruas kanan Persamaan (1.43) menjadi

. ko® /. oul*? _ og oul+?
1-kr){u*? ¢ ) ———(S—— S )4 k(r—q-o?)(S——,
(L—kr)(ui™.¢) 2< = as>+< q a)< = ¢.>

~2k(F(S,8/"),¢)=Ba’? +2f " (1.45)

C

dengan &’ :[al",az“,...,a,\ﬂlfl]T ,untuk j=N-2,...,2,1,0.

Misalkan
f i =[flj+1’ £ fdtll]T (1.46)
dimana
k(q_EJ hS., S, <8/
S
2
k(_s—E hs, + rEh], S, >S8)*?

Persamaan (1.43) akan menjadi
(2A-B)a! =Ba!? +2f 1% (1.48)

untuk J=N-—2,...,1,0. Persamaan (1.48) dapat diselesaikan dengan menggunakan berbagai

metode eliminasi sehingga diperoleh nilai al.

Solusi hampiran U7 (S) dan harga opsi pada saat t = Qadalah
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|
C(Si ,0) = Y(Si) - Uﬁ (Si) (1.49)

Batas eksekusi pada saat j = N —2,...,1,0 ditentukan sebagai berikut,

sd = min {8,287 [Jul(s)-ul*(s)| <5}, (1.50)

Penentuan harga dan batas eksekusi pada opsi jual dapat dilakukan secara analog. Transformasi
harga opsi jual P menjadi

W(S,1) =Y¥:(S)-P(S.1) (3.51)

dimana  Y,(S)= Esmsax—_s. (3.52)

max

Diperoleh suatu kasus dimana diketahui parameter-parameter input perhitungan sebagai
sebagai berikut: T =1,0=0.32,r =0.1,d=0.05 E =10. Dipilih M =365 dan N =365.

Sebagian hasil perhitungan harga dan batas eksekusi opsi beli pada saat t = 0, disajikan pada Tabel 1
berikut,

Tabel 1. Hasil perhitungan numerik opsi beli

S C S,
14.0000 1.1400
15.0548 15775
15.5342 1.7994 21.4795
16.0137 2.0355

Dari Tabel 4, diperoleh harga opsi sebesar $1.8 (dengan pembulatan). untuk harga saham $15.5.
Gambar 1 memperlihatkan mesh hasil perhitungan numerik harga opsi beli di selurun domain D,
sedangkan Gambar 2 memperlihatkan batas eksekusi opsi beli
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Harga Opsi (C)

Harga Saharn ()

200

Wyaktu ()

Gambar 1. Mesh hasil numerik harga opsi beli

Pada Gambar 15, fungsi payoff opsi beli ditunjukan dengan kurva berwarna hitam. Dapat dilihat
bahwa harga opsi beli lebih besar atau sama dengan nilai fungsi payoff opsi beli. Selain itu, harga opsi
beli monoton naik terhadap harga saham, dan monoton turun terhadap waktu. Pada saat t =0, kurva
harga opsi beli berupa kurva lengkung. Semakin mendekati tanggal kadaluwarsa kurva harga opsi beli
memiliki bentuk mendekati kurva fungsi payoff opsi beli, sedangkan pada saat t =T , kurva harga
opsi beli merepresentasikan fungsi payoff opsi beli.

22
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N
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Gambar 2. Plot hasil numerik batas eksekusi opsi beli

Pada domain waktu terdapat 365 titik nodal, sedangkan umur opsi selama satu tahun. Akibatnya,
setiap titik nodal pada domain waktu menunjukkan satu satuan hari. Pada Gambar 16, dapat
dilihat perilaku monoton turun dari batas eksekusi opsi beli terhadap waktu, dapat dilihat pada
(t =0) sampai opsi berumur 217 hari (t =217 ), batas eksekusi opsi
bernilai $21.5 (dengan pembulatan). Selanjutnya batas eksekusi opsi akan terus turun sampai
titik terendah, yakni pada tanggal kadaluwarsa opsi (t = 365) sebesar $16.

hari opsi akan dibeli
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3. KESIMPULAN
1. Penentuan batas eksekusi opsi tipe Amerika model Black-Scholes menggunakan Finite Elements

Method dibagi menjadi beberapa tahap sebagai berikut :

a. Memformulasikan batas eksekusi opsi secara matematis berdasarkan sifat-sifat yang telah
diketahui.

b. Memilih parameter relaksasi untuk mengubah formula batas eksekusi opsi yang telah
diperoleh menjadi formula batas eksekusi opsi numerik.

c. Menentukan batas eksekusi opsi numerik sepanjang umur opsi.

2. Penentuan harga opsi tipe Amerika model Black-Scholes menggunakan Finite Elements Method
dibagi menjadi beberapa tahap berikut :

a. Memodelkan opsi tipe Amerika berdasarkan kerangka pemodelan Black-Scholes. Model
yang diperoleh berupa sistem persamaan yang terdiri atas persamaan diferensial parsial orde
dua nonhomogen, nilai awal dan syarat batas.

b. Mengasumsikan solusi dari sistem sebagai anggota ruang Hilbert. Trasnformasi sistem agar
solusi memenuhi syarat keanggotaan ruang Hilbert. Mengubah model ke bentuk weak
formulation.

c. Mencari solusi hampiran sistem pada subruang berdimensi hingga dengan basis fungsi hat.
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